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2.0 Einfiihrung

Die Griechen werden allgemein als die Begriinder der Wissenschaft von der
Natur, also der rationalen, auf Prinzipien beruhenden und in Systemform vor-
gebrachten Erklarung der Naturerscheinungen angesehen. Zugleich sind sie
diejenigen, die die (teilweise aus den orientalischen Kulturen) iiberlieferten
Regeln und Vorschriften zum Zahlen, Messen und Auflésen von Gleichungen
mit Hilfe der von ihnen entwickelten Logik systematisierten, begriindeten und
zu einem Theoriegebidude zusammenfaiten und damit zu den Urhebern der
wissenschaftlichen Mathematik wurden.

Ende des 2., Anfang des 1. Jtds. v. Chr. hatte mit der dorischen Wanderung
die Besitznahme griechischer Gebiete (insbes. des Peloponnes) durch die Dorer
stattgefunden, wohl als Folge des Untergangs der mykenischen, kulturell hoch
entwickelten und straff verwalteten Staatenwelt. Von Nordwesten, aus dem
albanisch-dalmatinischen Kiistengebiet her, wo sie ursrpiinglich anséssig wa-
ren, drangen die Dorer immer weiter vor und kolonisierten das seit einem Jahr-
tausend von den Ach#ern besiedelte griechische Mutterland. Die Urbevolke-
rung wurde iiberlagert oder zog sich in der sog. ionischen Wanderung auf
die Inseln und die kleinasiatische Westkiiste zuriick. So entstand eine Vielfalt
von Stammen und Voélkern in einem auch geologisch-geographisch in kleine
und kleinste Gebiete gegliederten Raum, die jeweils ihre eigene Entwicklung
durchliefen. Politisch wie kulturell wurde die Struktur der Stadtstaaten (Po-
leis) bestimmend.

Vor allem in den Pflanzstddten des kleinasiatischen Milet an der Siidkiiste
des Schwarzen Meeres und im Nildelta, wo zentral organisierte Grofireiche
lagen, lieflen sich die Kolonisten als Bauern und Héndler nieder und kamen
so geistig wie kulturell unter die verschiedenartigsten orientalischen Einfliisse.
Sie lernten Sammlungen von Beobachtungen und Verhaltensregeln kennen, die
ihnen dann den Stoff fiir die allmihliche Ausgestaltung des wissenschaftlichen
Denkens boten (vgl. Bd. 1, Abschnitte 4.0-4.3).

2.1 Ionische Periode
2.1.1 Die frithen Naturphilosophen

Als Beginn der ,,Entdeckung des Geistes® (Titel eines Buches des klassischen
Philologen Bruno Snell [Snell 1946]) wird gewshnlich die ionische Periode be-
zeichnet (ca. 600 - ca. 450 v. Chr.), auf die um die Mitte des 5. Jhs. die
athenische Periode folgte. In der ionischen Periode wurde die Feudalherrschaft
der Aristokratie durch die Polis-(Stadt-)struktur abgelost. Neben den zentra-
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listisch regierten orientalischen Grofireichen erblithten die selbstédndigen io-
nischen Handelsstéddte. Bedingt durch das praktische Denken der Kaufleute
und die Kleinrdumigkeit der politischen Struktur und Verwaltung, nahmen
die Biirger grofleren Anteil am offentlichen Leben. Die Stiadte entwickelten
sich zu Zentren der klassischen griechischen Kultur und Wissenschaft. Auch
die Randgebiete des Mittelmeres und des Schwarzen Meeres wurden infolge
der Griindung von Pflanzstéddten hellenisiert. Der ionischen Periode gehtren
vor allem die ersten grofien Naturphilosophen an: Thales, Anaximandros und
Anaximenes. In dieser Zeit, in der sich das européische Denken herausbilde-
te, entstand in enger Verbindung mit der Entwicklung der Logik auch das
deduktive Vorgehen in der Mathematik.

Das fast vollige Fehlen unmittelbarer Quellen verhindert eine genaue Re-
konstruktion dieses einmaligen Vorganges, zumal die uns iiberlieferten Be-
richte aus spéterer Zeit oft aus einer bestimmten Sicht geschrieben und da-
her tendenziell gefiirbt sind. Proklos (5. Jh. n. Chr.) berichtet in seinem
Euklid-Kommentar unter Benutzung historischer Mitteilungen des Aristote-
les-Schiilers Eudemos (um 320 v. Chr.) an verschiedenen Stellen von Thales
von Milet (um 600 v. Chr.). Er sei nicht nur der erste griechische Philosoph,
sondern auch der erste Mathematiker gewesen. Er habe die Mathematik von
Agypten nach Griechenland gebracht und selbst viele Entdeckungen gemacht.
Laut Herodot, der ihm zeitlich am néchsten stand, war Thales von phonizischer
Abstammung — etwa 300 Jahre vor seiner Lebenszeit hatten die Griechen das
phonizische Alphabet iibernommen. Astronomische Kenntnisse der Babyloni-
er diirften Thales die Vorhersage einer Sonnenfinsternis erméglicht haben, die
dann 585 wihrend der Schlacht zwischen den Lydern und Persern am Halys
eintraf und zum Abbruch des Kampfes fiihrte.

Etwas jlinger als Thales war der bis zur Mitte des 6. vorchristlichen Jahrhun-
derts wirkende ionische Naturphilosoph Anaximandros aus Milet. Er soll den
Gnomon (ein aus einem senkrechten Stab, der auf einer horizontalen Platte
befestigt ist, bestehendes Instrument zur Messung des Sonnenschattens) aus
Babylon nach Griechenland gebracht haben. Auch entwickelte Anaximandros
ein mathematisch gegliedertes Weltsystem: die Erde, im Zentrum der Welt
befindlich, habe die Gestalt einer Séulentrommel, deren Hohe ein Drittel ihres
Durchmessers betrage; Fixsternhimmel, Mond und Sonne umkreisen die Erde
wie sich drehende Reifen in den Absténden von 1-3-3, 2-3-3, 3-3-3 Erddurch-
messern (Mond und Sonne also aulerhalb der Fixsternsphire!). Man erkennt,
wie geometrische, durch elementare Zahlenverhéltnisse bestimmte Ordnungs-
vorstellungen dieses frithe Weltbild pragen. Geometrie und Symmetrie dienen
der Veranschaulichung der die Natur durchziehenden Gesetzméafigkeiten.
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Hier, am Beginn der griechischen Naturwissenschaft, steht den frithen Denkern
noch keine ausgebildete mathematische Theorie zur Verfiigung. Dennoch grei-
fen sie quasi auf deren erste Bausteine zuriick, wenn sie meinen, anhand ein-
facher ZahlengesetzmifBigkeiten und elementarer geometrischer Figuren ihre
Weltvorstellung verdeutlichen zu konnen. Fritz Krafft vertritt in seiner lesens-
werten Darstellung der antiken Wissenschaft [Kraft 1971, S. 200] die Ansicht,
man konne fiir die Zeit des 6. und frithen 5. Jahrhunderts ,,die Mathematik
noch nicht als Hilfsmittel des Erkennens der Natur und ihrer Formen bezeich-
nen ..., weil der Eigenbereich der Mathematik als einer nur im Geiste des
Menschen entstandenen und bestehenden Wissenschaft erst .. .seit Mitte des
5. Jahrhunderts erkannt und entdeckt wurde.* Damit setzt er implizit als ,, Ma-
thematik“ eine vom menschlichen Geist schon weit ausgebildete Theorie vor-
aus, die sich als ,,Hilfsmittel“ einsetzen ldt. Die Entstehung dieses ,,Eigenbe-
reichs der Mathematik“ geschah, wie im Verlauf dieser Geschichte der Geome-
trie noch mehrfach deutlich werden wird, selbst in enger Beziehung zur dufle-
ren Wirklichkeit: das Modell der Anaximandros erlaubt uns einen Blick in die
Frithphase dieser Entwicklung. Die Analyse von in der Natur vorkommenden
Strukturen fiihrte dann immer wieder zu Ausbildung neuer mathematischer
Theorien, die ihrerseits wieder zur Erkldrung oder Veranschaulichung weiterer
Natur- (spiter auch skonomischer, gesellschaftlicher und anderer) Phinomene
herangezogen wurden. Die wechselseitige Verflechtung von empirischer Beob-
achtung und wissenschaftlicher Theoriebildung ist ein Charakteristikum nicht
nur der Naturwissenschaften, sondern auch der geschichtlichen Entwicklung
des mathematischen Denkens. Damit soll nicht geleugnet werden, dafl es im-
mer wieder Phasen gab, in denen die Anstée zum Ausbau der mathematischen
Theorien aus der Mathematik selbst kamen, innermathematische Impulse al-
so bestimmend waren, wihrend in anderen Fillen externe Anforderungen zu
Neuentwicklungen Anlafl gaben.

Doch zuriick zu den frithen Naturphilosophen, die oft auch unter dem Namen
der Vorsokratiker zusammengefafit werden. Der Generation nach Anaximan-
dros gehorte Hekataios von Milet an (geboren etwa 560). Eine grofie Reise
fithrte ihn nach Agypten, andere in das persische Reich und zum Skythenland
an der Nordkiiste des Schwarzen Meeres. Schriftliche Zeugnisse durch eigene
Erfahrungen ergénzend, entwarf Hekataios (im Anschluf an Anaximandros,
dem auch das erste Erdbild zugeschrieben wird) eine Karte der damals be-
kannten Welt (Oikumene). Da Hekataios iiber viele Gegenden nur sehr vage
Informationen besafl, war er gezwungen, eine Schematisierung vorzunehmen.
Charakteristisch ist dabei, wie er sich dazu geometrischer Vorstellungen be-
diente. Die als Kreisscheibe vorgestellte Erde teilte er durch einen Durchmes-
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ser in zwei Halbkreise. Der nordliche stellte Europa dar, der siidliche wurde
durch den vom Mittelmeer bis in den siidlichen Okeanos reichenden Nil in zwei
gleichgroBe Viertel zerlegt: das westliche zeigt Libya (Name fiir den damals
bekannten Teil Afrikas), das ostliche Asia. Der Geschichtsschreiber Herodot
bemerkte dazu etwa 150 Jahre spéter:

,,Ich muf} lachen, wenn ich so manche Leute Erdkarten zeichnen sehe, die doch
die Gestalt der Erde gar nicht richtig zu erkldren wissen. Sie zeichnen den
Okeanos rund um die Erde herum flieBend und so regelméBig wie einen Kreis
[Krafft 1971, S. 175].“

Diese OT-Form (worin der umfassende Kreis, das O, den kreisformig gezeich-
neten Ozean darstellt, der horizontale Querbalken des T in der Regel rechts
den Nil und links den Bosporus und den Eingang zum Schwarzen Meer, der
Stamm des T das Mittelmeer, vgl. Abb. 2.1.1) wurde bis zum ausgehenden
Mittelalter bestimmend fiir die Gestaltung von Erdkarten im européischen
Bereich. (Zur Tradition der Ptolemaios-Karten vgl. Abschnitt 5.2.)

Oberstes Ziel dieser Art von Darstellung ist nicht die Detailtreue, wie wir
sie heute von geographischen Karten erwarten, sondern das Bestreben, das
Prinzipielle und Allgemeine in einprigsamer Form vor Augen zu fithren. In
dhnlich geometrisierender Weise beschrieb Hekataios das Skythenland und den
Norden Libyens als durch Parallelstreifen unterteilte Rechtecke, in denen die
verschiedenen Volksstdmme leben.

2.1.2 Thales

Thales wird seit dem 4. Jh. v. Chr. als einer der Sieben Weisen bezeichnet. Von
den Aussagen, die ihm als Mathematiker zugesprochen werden, hat die ersten
vier der spatantike Neuplatoniker Proklos iiberliefert, der sich — wie schon
gesagt — indirekt auf die nicht erhaltene Mathematikgeschichte des Eudemos
von Rhodos stiitzen konnte. In Kurzform werden diese Sétze oft sinngemé&f
wie folgt wiedergegeben:

1. Die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck sind gleich (Euklid, Ele-
mente 1,5).

2. Die Scheitelwinkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden sind gleich
(Euklid I,15).

3. Ein Dreieck ist durch eine Seite und die beiden anliegenden Winkel be-
stimmt, oder anders: Zwei Dreiecke, die in einer Seite und den anliegen-
den Winkeln iibereinstimmen, stimmen in allen Stiicken iiberein (Euklid
I, 26).

4. Der Durchmesser halbiert den Kreis.
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Horen wir zum Vergleich, in welcher Form z. B. der erste und dritte Satz bei
Proklos formuliert sind:

,Heil dem alten Thales, dem Entdecker vieler anderer und besonders dieses
Theorems! Denn man sagt, er habe als erster erkannt und ausgesprochen, daf3
in jedem gleichschenkeligen Dreieck die Basiswinkel gleich sind, habe aber in
altertiimlicher Weise fiir ,,gleich“ die Bezeichnung ,,éihnlich“ gebraucht [Proklos
1945, 341-42]«

und

»,Eudemos aber fiihrt in seiner ,,Geschichte der Geometrie“ diesen Lehrsatz
auf Thales zuriick. Denn bei der Art und Weise, auf die er die Entfernung der
Schiffe auf hoher See bestimmt haben soll, erklart Eudemos die Heranziehung
desselben als unerléflich [Proklos 1945, 409].“

Man bemerkt sofort, dafl hier meistens von elementaren Symmetriebeziehun-
gen die Rede ist. Dafl Thales diese als erster ,,gefunden“ oder ausgesprochen
haben soll, kann hochstens bedeuten, er sei der erste Grieche gewesen, der
diese Aussagen explizit formulierte. Man hat auch daran gedacht, es kénne ge-
meint sein, er habe erste Begriindungen fiir ihre Richtigkeit vorgebracht, also
Beweisiiberlegungen fiir diese Sitze angestellt. Auf wie unsicheren Fiiflen alle
solche Vermutungen stehen, zeigt das zweite der beiden Proklos-Zitate. Darin
wird Thales die Kenntnis eines Verfahrens zur Bestimmung der Entfernung
von Schiffen auf hoher See zugeschrieben (vgl. Aufgabe 2.1.1). Dies muf} einen
geometrischen Hintergrund gehabt haben, woraus Eudemos folgerte, der drit-
te Satz sei auf Thales zuriickzufiihren. Doch das Verfahren kénnte dieser aus
Agypten mitgebracht haben.

Dazu kommen zwei weitere, miteinander zusammenhéngende Sétze, wovon der
zweite heute vor allem mit dem Namen des Thales in Verbindung gebracht
wird:

5. Die Diagonalen eines Rechtecks sind gleich und halbieren einander.

6. Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein rechter.

Der letztgenannte Satz, als Satz des Thales bekannt, ist durch die Geschichts-
schreiberin Pamphile (1. Jh. n. Chr.) iiberliefert, wie Diogenes Laertius (3. Jh.)
berichtet. Zum Dank fiir diese grundlegende Einsicht soll Thales den Gottern
einen Ochsen geopfert haben!

Wie wir schon aus den Abschnitten iiber die vorgriechische Mathematik wis-
sen, gehéren zu den &ltesten Elementen der Geometrie (neben dem Punkt) die
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gerade Linie und der Kreis. Dazu kommt der bei Thales erstmals auftreten-
de Begriff des Winkels, entstehend durch den Schnitt zweier Geraden. Sehr
frith mufl man auch erkannt haben, dal unter allen Winkeln der rechte Winkel
(R = 90°) eine besondere Stellung einnimmt. Er erscheint immer dann, wenn
sich zwei Geraden symmetrisch schneiden. Die zugehorige Konstruktion steht
in EUKLIDs Elementen I, 9-11. Im Prinzip erhélt man sie fast spielerisch, wenn
man von einer gegebenen Strecke ausgeht und mit dem Zirkel bei gleicher Off-
nung von deren Endpunkten aus zwei Kreise zicht (die Verbindungslinie der
beiden Kreisschnittpunkte steht ,aus Symmetriegriinden®“ senkrecht auf der
Ausgangsstrecke):

Abb. 2.1.2 Konstruktion eines rechten Winkels

Jetzt folgt leicht die Konstruktion eines Rechtecks mit vier rechten Winkeln
und die Einsicht, dafl jeweils gegeniiberliegende Seiten gleich lang sein miissen.
Zeichnet man noch die beiden Diagonalen ein, so sind auch diese gleich lang
und halbieren sich gegenseitig. Also wird ein um ihren Schnittpunkt durch
eine Ecke des Rechtecks gezogener Kreis auch durch die drei anderen Ecken

gehen:

Abb. 2.1.3 Rechteck mit Umkreis

An dieser Figur lassen sich fast alle mit dem Namen von THALES in Verbin-
dung gebrachten Aussagen demonstrieren.
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Die Gleichheit der Scheitelwinkel gemifl Aussage 2 wire auf die Gleichheit der
zugehorigen Kreisbogen zuriickgefiihrt, die ihrerseits durch die Gleichheit ge-
geniiberliegender Seiten des Rechtecks bedingt ist und die Gleichheit der Dia-
gonalen (Satz 5) nach sich zieht. Satz 1 iiber die Basiswinkel im gleichschenk-
ligen Dreieck wire wieder als Folge der Symmetrie am Rechteck ablesbar;
Aussage 3 ebenso (zumindest fiir die beiden Spezialfiille des gleichschenkligen
und des rechtwinkligen Dreiecks). Aussage 6 wiirde dadurch untermauert, dafl
in beiden durch eine Diagonale getrennten Halbkreisen die gleiche Figur liegt,
némlich je eine Hilfte des Rechtecks, wobei ja die Konstruktion mit einem
beliebigen Rechteck begonnen wurde und die Sachlage fiir alle Rechtecke die
gleiche ist.

Wir lesen dann auch unmittelbar an der Figur den Satz ab: ,Die Winkelsum-
me im Dreieck ist zwei Rechte® (zunéchst fiir das rechtwinklige Dreieck, dann
aber auch fiir beliebige Dreiecke, indem wir noch eine Hohe einzeichnen). In der
antiken Tradition wird diese Konsequenz jedoch nicht THALES zugesprochen,
sondern ,,den Alten“, d.h. vermutlich erst der auf ihn folgenden Generation.
Auch sei der Satz getrennt fiir das gleichseitige und das gleichschenklige Drei-
eck bewiesen worden. Fiir das letztere konnte wieder die Rechteckfigur im
Kreis als Beweisgrundlage gedient haben. Fiir das gleichseitige Dreieck ldge es
nahe, an das dem Kreis einbeschriebene Sechseck zu denken, das man als eine
der geometrischen Urfiguren anzusehen hat:

Abb. 2.1.4 Das dem Kreis einbeschriebene regelméflige Sechseck

Hier ist jeder Zentriwinkel gleich 60° oder gleich einem Sechstel von vier Rech-
ten, und da er jeweils einer Dreiecksseite der Linge r (r = Radius) gegeniiber-
liegt, betragen auch die beiden anderen Winkel je 60°, also 3-60° = 180° = 2 R.
Auch in diesem Fall bildet also die Basis des logischen Schlusses wieder ei-
ne Symmetriebeziehung: da die drei Seiten gleich lang sind, gibt es keinen
Grund fiir die drei Winkel, nicht ebenfalls gleich grof zu sein. — Solche einfa-
chen Symmetriebeziehungen stehen zweifellos am Anfang jeder geometrischen
Theorie.
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Schliefllich wird in antiken Quellen von Thales noch berichtet, er habe die
Hohe grofler Gebdude mit Hilfe ihres Schattens bestimmt. Dazu habe er die
Tageszeit abgewartet, in der sein eigener Schatten ebenso lang wie er selbst
gewesen sei. Das impliziert, dal er mit Ahnlichkeitsbetrachtungen umzugehen
wuflte (s. Aufgabe 2.1.2).

2.1.3 Pythagoras und die Pythagoreer

Leider gibt es iiber die frithe Entwicklung der Mathematik bei den Griechen
auch fiir die Folgezeit keine sicheren Mitteilungen, sieht man davon ab, da8 in
der Chronologie auf Thales Pythagoras von Samos folgt (vgl. Bd. 1, Abschnitt
4.3). Sein grofies Wissen soll sich Pythagoras auf weiten Reisen erworben ha-
ben, wobei vermutet wird, seine mathematischen Kenntnisse wiirden vorwie-
gend aus babylonischen Quellen stammen. Er wanderte bald nach der Mitte
des 6. Jhs. nach Kroton in Unteritalien aus, wo er eine religits-philosophische
Lebensgemeinschaft griindete und schon frith zu einer mythischen Figur wur-
de. Was in der Geometrie von Pythagoras selbst (er starb um 500 v. Chr.),
was von seinen Anhingern stammt, 148t sich heute nicht mehr mit Gewif3-
heit entscheiden. Schon Aristoteles nannte sie ,,die Pythagoreer®; diese Schule
erlosch im Laufe des 4. Jhs. (Sie darf nicht verwechselt werden mit den sog.
Neupythagoreern, die ab 100 n. Chr. an die alten Lehren ankniipften — zu ih-
nen zihlen u. a. die Mathematiker Porphyrios und Iamblichos.) In dem schon
erwihnten, leider nur indirekt iiberlieferten historischen Bericht des Eudemos
steht, Pythagoras habe das Wissen um die Geometrie zu einer , Freien Lehre*
umgebildet. Das soll wohl heiflen, zu einer um ihrer selbst willen betriebenen
Wissenschaft — im Gegensatz zum Handeln nach vorgegebenen Regeln aus
praktischen Lebenserfordernissen oder sakralen Zwecken heraus. Somit stehen
wir hier am Beginn der Entwicklung der reinen Mathematik.

Im Kern der religits-philosophischen Lehre des Pythagoras stand die Zahl.
Ausgehend von der Einheit (monas) und den natiirlichen Zahlen 2, 3, 4, ...,
entwickelten die Pythagoreer die ersten Grundlagen der Zahlentheorie ebenso
wie eine auf einfachen Zahlverhéltnissen basierende Musiktheorie.

Bei der Beschiftigung mit mathematischen Fragen kam es zu der umstiirzen-
den Erkenntnis der Existenz irrationaler Verhiltnisse. Das verursachte nach
Ansicht vieler Forscher die erste Grundlagenkrise der Mathematik. Die tragi-
sche Entdeckung soll um 450 v. Chr. Hippasos von Metapont gemacht haben;
der Legende zufolge wurde er fiir den Verrat dieses Geheimnisses aus dem
pythagoreischen Bund ausgestoflen und kam im Meer um.
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Ein moglicher Ausloser konnte das Studium des Verhéltnisses von Seite s und
Diagonale d eines Quadrates gewesen sein: der pythagoreische Lehrsatz ergibt
ja sofort d? = 2-s2, woraus sich unter Verwendung der Eigenschaften , gerade
und ,,ungerade“ der natiirlichen Zahlen rasch ein Widerspruch zur Annahme,
dieses Verhiltnis lasse sich in ganzen Zahlen ausdriicken, herleiten lafit. (In
den Handschriften der ,,Elemente* Euklids findet sich dieser Beweis am Ende
des X. Buches; Aristoteles bezog sich in seinen Schriften wiederholt auf diesen
Widerspruchsbeweis.)

Auch rein geometrisch kann dieser Widerspruch aufgewiesen werden. Das ist
nicht nur beim Quadrat als der einfachsten Figur mdoglich; es kommt fiir den
ersten Nachweis der Existenz nichtrationaler Verhéltnisse vor allem auch das
reguliire Fiinfeck in Frage. Denn das regelmiflige Pentagramm (der fiinfzackige
Stern) war das Ordenszeichen der Pythagoreer. Man erhélt es, indem man im
Fiinfeck die fiinf Diagonalen einzeichnet (Abb. 2.1.5). Wie beim Quadrat 148t
sich die Lénge einer Diagonalen nicht rational zur Lénge der Seite des Fiinfecks
in Beziehung setzen. Denn in beiden Fillen fithrt das aus dem Mefivorgang
abgeleitete Verfahren der Wechselwegnahme (s. u.) zu einem nicht-endenden
Prozef}, also zu der aufregenden Entdeckung der Existenz irrationaler Verhalt-
nisse. Da man annehmen darf, daf§ die Pythagoreer die Eigenschaften ihres
Bundessymbols intensiv untersuchten, ist die Vermutung nicht ganz abwegig,
ihr Glaube, alles lasse sich in ganzen Zahlen ausdriicken, sei zuerst beim Stu-
dium des Pentagramms bzw. des Pentagons (Fiinfecks) erschiittert worden.

Das Verfahren der Wechselwegnahme (das arithmetisch dem euklidischen Al-
gorithmus entspricht) ist eine Weiterentwicklung des normalen Meflvorganges:
man nimmt die kiirzere der beiden Strecken so oft wie moglich von der langeren
weg. Geht das ohne Rest auf, hat man ein ganzzahliges Verhiltnis (ein Viel-
faches). Bleibt ein Rest (der dann kleiner als die kiirzere Strecke sein muf),
nimmt man diesen Rest so oft wie moglich von der kiirzeren weg. Geht das,
ohne daf} ein weiterer Rest iibrigbleibt, dann ist dieser Rest ein gemeinsames
Ma§ fiir beide Strecken, so dafi sie in rationalem Verhéltnis zueinander stehen.
Andernfalls wird das Verfahren (falls notwendig, mehrfach) mit dem neu ent-
standenen (kleineren) Rest wiederholt. Bleibt irgendwann kein Rest zuriick,
ist der vorhergehende ein gemeinsames Maf fiir alle in dieser Prozedur erzeug-
ten Strecken, also auch fiir die beiden Ausgangsstrecken. Diese heiflen daher
kommensurabel: sie sind mit einem gemeinsamen Maf} exakt mefibar, d.h., sie
stehen in rationalem Verhéltnis zueinander. Bricht die Wechselwegnahme aber
nicht ab, sind die Ausgangsstrecken inkommensurabel zueinander; sie besitzen
kein rationales Verhéltnis.
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Abb. 2.1.5 Das dem Kreis einbeschriebene regelmiiflige Fiinfeck

Am regelméfigen Fiinfeck kénnte Hippasos die Irrationalitdt von Diagonale
und Seite wie folgt nachgewiesen haben (die Bezeichnungen beziehen sich auf
Abb. 2.1.5). Die fiinf Diagonalen (der Lénge dy) des Ausgangsfiinfecks sind je-
weils parallel zu einer Seite (sg) und bilden im Inneren ein neues regelméBiges
Fiinfeck, dessen Diagonalen (der Léinge dy) ebenfalls die gleichen fiinf Richtun-
gen einnehmen. Folglich sind CDED’ und AC'A'D’ zwei (verschieden grofie)
Rauten mit je vier gleichen Seiten. Daher hat der gréfiere Abschnitt einer Dia-
gonalen, z.B. ED’, die Linge einer Seite so des Ausgangsfiinfecks, wiihrend
der kleinere Abschnitt lingengleich mit einer Diagonalen d; des inneren Fiinf-
ecks ist. Da auflerdem das Mittelstiick von dj identisch ist mit der Seite s1 des
inneren Fiinfecks, verlduft die Wechselwegnahme wie folgt:

do — 50 =dy < sg, so—dy=s1<di,

di —s1=dy < s1, 51 —dy=353 <da,
dy — 59 = d3 < 52,

Sie bricht also nicht ab und liefert demzufolge kein gemeinsames Maf fiir Seite
und Diagonale (s. Aufgabe 2.1.3).

Da alle wesentlichen Entdeckungen und Theorien der Pythagoreer auf dem
Gebiet der Geometrie in die Elemente Euklids eingegangen sind, woriiber in
Abschnitt 2.3 ausfiihrlich berichtet wird, wenden wir uns jetzt dem sog. ,,Gol-
denen Zeitalter” der griechischen Naturwissenschaft und Mathematik zu.



38 2 Geometrie in griechisch-hellenistischer Zeit und Spéatantike

2.2 Athenische Periode

Wie der Name sagt, lag das Zentrum der mathematischen Forschung in dieser
rund 150 Jahre andauernden Periode (ca. 450 bis ca. 300) in Athen. In der
Philosophenschule Platons (429-348), der Akademie, wurde das Idealbild der
Mathematik als einer rein deduktiv herleitbaren Wissenschaft ausgebildet, das
die Entwicklung dieser Wissenschaft bis heute so aulerordentlich stark pragte.
Fiir Platon nahm die Mathematik eine Zwischenstellung zwischen dem Reich
der reinen Ideen und der Welt der sinnlich erfahrbaren Dinge ein. Im Umkreis
der Akademie entstanden viele der Theorien, die uns durch die Elemente des
Euklid in systematisierter Form {iberliefert wurden — frei von jedem Anwen-
dungsbezug.

2.2.1 FEudoxos

Genialster Mathematiker unter Platons Zeitgenossen ist Eudoxos von Knidos
(4087 — 3557). Er entwickelte seine Theorie des Irrationalen aus dem Bestreben
heraus, den Verhiltnisbegriff auch auf irrationale Verhiltnisse auszudehnen.
Seine zweite grofartige Leistung war die Entwicklung der Exhaustionsmetho-
de (Euklid, Elemente XII), der Basis fiir die Inhaltsbestimmung gekriimmter
Flichen und Volumina, die ein Jh. spéter von Archimedes so meisterhaft an-
gewandt wurde.

Die Grundannahme der Pythagoreer, alle Zahlen seien aus einer Einheit zu-
sammengesetzt, die Einheit selbst aber sei unteilbar, hatte ihnen den Aufbau
einer elementaren Proportionenlehre erméglicht. Das Verhiltnis von zwei ge-
gebenen Zahlen a,b war demnach ein rationales, wenn ein gemeinsames Maf}
k existiert, von dem beide ein ganzzahliges Vielfaches sind: a = n -k, b =
m - k; n,m € N. Ergibt sich, daf} in entsprechender Weise fiir ein Zahlenpaar
c,dgilt:c=n-k', d=m-K,soist a: b= c:d. In diesem Fall ist ma = nb und
mec = nd. Ist aber fiir irgend zwei ganze Zahlen m’,n’ m’a < n’b, dann ist auch
m’c < n/d, und entsprechend fiir die Relation >. Dies wird in den ,, Elementen*
Euklids in Definition 20 des 7. Buches folgendermaflen formuliert:

Zahlen stehen in Proportion, wenn die erste von der zweiten
Gleichvielfaches oder derselbe Teil oder dieselbe Menge von Teilen
ist wie die dritte von der vierten.

Im Gegensatz zu den aus Einheiten gebildeten (natiirlichen) Zahlen sind Strek-
ken unendlich oft teilbar; daher kann nicht unbedingt ein gemeinsames Maf}
vorausgesetzt werden, so daf} diese elementare Proportionenlehre versagt. Eu-
doxos loste dieses Dilemma durch die Konstruktion einer sowohl auf rationale
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wie irrationale Groflen anwendbaren Proportionenlehre. Die eben skizzierten
Uberlegungen mogen ihm dabei den Weg gewiesen haben. Denn er machte die-
se Relationen zur Grundlage der Definition von Verhéltnisgleichheit von zwei
Paaren von Groflen auch in jenen Féllen, in denen nicht gesichert ist, ob ein
rationales Verhéltnis vorliegt. Das ist am Beginn des 5. Buches der ,,Elemente*
Euklids als Definition 5 und 6 in folgenden Worten zum Ausdruck gebracht:

Man sagt, dal Groflen in demselben Verhiltnis stehen, die
erste zur zweiten wie die dritte zur vierten, wenn bei beliebiger
Vervielfaltigung die Gleichvielfachen der ersten und dritten den
Gleichvielfachen der zweiten und vierten gegeniiber, paarweise ent-
sprechend genommen, entweder zugleich grofier oder zugleich gleich
oder zugleich kleiner sind;

Und die dasselbe Verhéltnis habenden Gréflen sollen in Propor-
tion stehend heiflen.

Auf diese Weise befreite Eudoxos die Geometrie von den pythagoreischen Fes-
seln, der Beschriankung auf rationale Groflen. Im 5. Buch der ,,Elemente* wird
dann die so begriindete Verhéltnislehre systematisch aufgebaut.

Vielleicht ist dem Leser aufgefallen, daf§ die simplere Definition (fiir Propor-
tionen, die aus natiirlichen Zahlen gebildet sind) im 7. Buch, die wesentlich
raffiniertere Definition aber schon im 5. Buch der ,,Elemente“ gebracht wird.
Dies ist eines der Beispiele, das dem Historiker die Vorgehensweise FEuklids
offenbart: er vereinigte Vorlagen unterschiedlicher Art in seinem Werk und
benutzte offenbar im 7. Buch eine éltere Definition, die durch die im 5. Buch
vorgestellte, auf Eudoxos zuriickgehende Definition eigentlich schon iiberholt
war. Eine andere, sich in solchen Fillen anbietende Erkldrung liegt in der An-
nahme, im langen ProzeB der Uberlieferung seien Teile durcheinander geraten.
Solche Fragen stellen sich nicht nur bei Euklid: die iiberlieferten Texte sind
Abschriften von Abschriften oder von Bearbeitungen oder von Ubersetzungen
bzw. von allem zusammen, nie die eigenhéndigen Niederschriften der Verfasser
selbst. Nur durch sorgfiltiges Vergleichen und kritisches Abwégen der Heraus-
geber, die die jeweils aktuellen Forschungsergebnisse beriicksichtigen miissen,
entstehen jene Textausgaben, die dann allzu leicht als ‘definitive Ausgaben’
angesehen werden.

Neben Eudoxos ist vor allem der ebenfalls hoch begabte Theaitetos (4157
— 3697) zu erwihnen, dem Platon einen eigenen Dialog widmete. Zu seinen
Schopfungen gehort eine systematische Konstruktion der quadratischen Irra-
tionalitéiten (Elemente X) und, darauf gestiitzt, der Existenzbeweis der fiinf
regelméfigen (oder platonischen) Korper (Elemente XIII, wo auch nachgewie-
sen wird, dafl es nicht mehr als fiinf dieser Koérper geben kann).
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Auch Aristoteles (384-322) wies der Mathematik eine zentrale Rolle unter den
Wissenschaften zu, wenngleich sich seine Auffassung vom Wesen der Mathe-
matik sehr von der platonischen unterschied. Denn er vertrat die Ansicht,
die mathematischen Objekte seien durch Abstraktion aus der Anschauung ge-
wonnen. Vor allem interessierte ihn das Mathematische in Verbindung mit der
Ausarbeitung seiner Syllogistik. In seine ,,Physik“ nahm er Untersuchungen
auf iiber das Unendliche (das nach ihm nur potentiell, aber nicht aktuell exi-
stieren kann) und das Kontinuum (wie Raum und Zeit), das seiner Ansicht
nach nicht aus Punkten zusammengesetzt sein kann.

Zeitlich endet die Athenische Periode etwa mit dem groflen mathematischen
Systematiker Euklid, wenngleich dessen Wirkstéitte das Museion in Alexan-
dria war. Seine Bedeutung fiir die Geometrie rechtfertigt, ihm einen eigenen
Abschnitt (2.3) zuzuweisen.

Da Euklid in seinen Elementen jedoch nur mit Zirkel und Lineal ausfithrbare
Konstruktionen behandelt, muf3 hier noch auf die Entdeckung der Kegelschnit-
te und die Entwicklung ihrer Theorie eingegangen werden. Heute, wo man
Kurven in der Regel durch ihre (algebraischen oder transzendenten) Gleichun-
gen beschreibt (wie es Descartes im 17. Jh. lehrte; vgl. Kap. 6), wiirde man
den Kreis unter die Kegelschnitte einordnen. Fiir die Griechen waren dagegen
bei der ersten Systematisierung der Geometrie die Konstruktionsmittel aus-
schlaggebend — daher bestimmen die mit Lineal und Zirkel konstruierbaren
Figuren den Bereich der (Elementar-)geometrie bis auf den heutigen Tag.

2.2.2 Die sogenannten Klassischen Probleme der Mathematik

Naturgeméafl mufiten die griechischen Mathematiker gelegentlich auf Proble-
me stoflen, die sich einer exakten Losung mittels dieser beiden (theoretisch
gedachten) Instrumente trotz allen Bemiihens entzogen. Drei davon haben in
der Geschichte der Geometrie eine besondere Bedeutung erlangt; sie werden
oft unter dem Namen der ,,drei klassischen Probleme der Geometrie“ zusam-
mengefat. Es sind das delische Problem oder die Wiirfelverdoppelung, die
Winkeldreiteilung und die Kreisquadratur. Da jedoch die Entscheidung {iber
die wahre ,Natur“ dieser Probleme (sie konnte erst im 19. Jh. gefillt werden)
mit algebraischen Hilfsmitteln erzielt wurde, ist es heute iiblich, alle drei in
der Algebra zu behandeln. Das Resultat der Untersuchung wird den Lesern
bekannt sein: Wiirfelverdoppelung und Winkeldreiteilung fithren auf kubische
Gleichungen, das Problem der Kreisquadratur dagegen ist transzendent, kann
also durch keine algebraische Gleichung (noch so hohen Grades) erfafit werden.
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Aus heutiger Sicht betrachtet, bedeutet das, dafl die Griechen zur Loésung
dieser Aufgaben entweder weitere Kurven (iiber Gerade und Kreis hinaus)
einfithren muBiten (teilweise durch den Entwurf komplizierterer Zeicheninstru-
mente bestimmt), oder das Lineal in einer in der Geometrie sonst nicht er-
laubten Weise einzusetzen sich gendtigt sahen. Einen Uberblick iiber ihre
vielfaltigen Anstrengungen bietet die folgende Tabelle. Einige Beispiele fiir
die verschiedenen Mdoglichkeiten seien hier vorgestellt — teilweise im Vorgriff
auf die zeitlich spiteren Abschnitte, um den Zusammenhang zu wahren. Eine
eingehende Darstellung findet man z.B. in [Heath 1921, Bd. 1, Kap. VII].
Die Wiirfelverdoppelung

Das Problem der Wiirfelverdoppelung hat einen legendéren, in voneinander
abweichenden Versionen iiberlieferten Ursprung. Laut Theon von Smyrna for-
derte der Gott durch einen Orakelspruch von den von der Pest geplagten
Deliern, sie sollten einen Altar von der doppelten Grofle des bestehenden er-
richten (vgl. hierzu auch Abschnitt 3.3.1). Das habe die Architekten in grofie
Verlegenheit versetzt, da sie nicht wufiten, wie man einen Korper verdoppele.
Nach anderer Uberlieferung versuchte man der Aufforderung, das wiirfelformi-
ge Grabmal des Glaukos zu verdoppeln, dadurch zu folgen, dal man die Lénge
der Seiten verdoppelte, dabei den Irrtum bemerkte und nach der richtigen
Losung zu forschen begann (vgl. die Wiedergabe der Texte in [Waerden 1956,
262-266]). Rein geometrisch betrachtet, ergibt sich die Fragestellung leicht als
Verallgemeinerung des Problems der Quadratverdoppelung (vgl. hierzu auch
Abschnitt 3.3.1); algebraisch betrachtet, ist es die Ausdehnung des Quadrat-
wurzelziehens auf das Kubikwurzelziehen, womit sich schon die Babylonier
beschéftigt hatten.

In Griechenland fiithrte um die Mitte des 5. Jhs. vor Chr. Hippokrates von
Chios das Problem auf die Bestimmung zweier mittlerer Proportionalen x,y
zwischen der Wiirfelseite a und ihrem Doppelten zuriick:

a:rx=x:y=y:2a. (2.2.1)

Diese Bildung zweier geometrischer Mittel x, y zwischen zwei gegebenen Grofien
(hier: a,2a) entspricht einer reinen kubischen Gleichung, wie man sich leicht
iiberlegt. Es war diese Fassung der Problemstellung, von der praktisch alle
spéteren Versuche einer Losung ihren Ausgang nahmen.

Die fiir die Wiirfelverdoppelung von Hippokrates gefundene Beziehung (2.2.1)
inspirierte um 350 v. Chr. den Eudoxos-Schiiler Menaichmos dazu, diese bei-
den Proportionalen mit Hilfe einer Parabel und einer gleichseitigen Hyperbel
zu bestimmen und auf diese Weise das delische Problem konstruktiv zu 16sen
(s. Aufgabe 2.2.1).
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Nicht gesichert ist, ob Menaichmos Parabel und Hyperbel bereits als Schnitte
eines senkrechten Kreiskegels erkannt hat oder ob er lediglich (modern formu-
liert) untersuchte, wie aus der Funktionsbeziehung y? = 2ax die Verwandlung
aller Rechtecke, deren eine Seite die Lange 2a hat, in flichengleiche Quadrate
der Seitenlinge y folgt, bzw. aus ry = 2a? die Umwandlung eines Rechtecks
2a - a in alle moglichen anderen, die flichengleich dazu sind. Dazu konnte er
sich des von Euklid im 2. Buch der Elemente beschriebenen Verfahrens der
Fléchenanlegung bedienen.

Der Zusammenhang dieser Kurven mit dem Kreiskegel war jedenfalls (um
330) Aristaios bekannt. Er erzeugte die Hyperbel (genau gesagt: einen Ast
derselben), die Parabel und auch die Ellipse als Schnitte senkrecht zu einer
Erzeugenden des stumpfen, des rechten bzw. des spitzen (senkrechten) Kreis-
kegels. Er behandelte diese Kurven in einer (verlorenen) Abhandlung iiber
solche ,koérperliche® Orter — so genannt, weil sie vom Korper des Kegels
abgeleitet wurden. Alle iibrigen Kurven héherer Ordnung (einschliellich der
transzendenten) wurden als ,lineare Orter“ bezeichnet (nicht zu verwechseln
mit dem heute {iblichen Begriff ,linear®).

Auch eine von Euklid verfafite Abhandlung iiber Kegelschnitte ist nicht {iber-
liefert. Der Grund fiir den Verlust diirfte bei beiden Werken der gleiche sein:
sie wurden iibertroffen durch die in acht Biicher gegliederte Kegelschnittleh-
re des Apollonios von Perga. Dieser gehort allerdings, ebenso wie der ihn an
Bedeutung noch iiberragende Archimedes, schon der alexandrinischen Epoche
an.

Ein anderes, auf der Bestimmung zweier mittlerer Proportionalen aufbauen-
des Losungsverfahren ist die Kissoide des Diokles, etwa um 180 v. Chr. ge-
funden, wovon Proklos in seinem mehr als 500 Jahre spéter verfafiten Euklid-
Kommentar berichtet. In einen Kreis seien der senkrechte Durchmesser AB
und der waagrechte Durchmesser C'D eingezeichnet. Auf den Bogen BD baw.
BC seien die Punkte E bzw. F markiert, wobei die Bégen BE und BF gleich
lang seien. Es seien EG und F'H senkrecht auf DC' gezeichnet. Die Verbin-
dungsgerade EC' schneide F'H in P, einem Punkt der Kissoide. Die weiteren
Punkte erhiilt man, indem man die Lage von E und F variiert (Abb. 2.2.1).
Es gilt nun nachzuweisen, daf§ der Punkt P auf der so konstruierten Kissoide
mit den Strecken F'H und HC zwei mittlere Proportionalen zwischen DH und
HP liefert, daf} also gilt:

DH:HF = HF : HC = HC : HP. (2.2.2)
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Abb. 2.2.1 Die Kissoide des Diokles

Das lafit sich leicht zeigen, wenn man die Gleichheit der beiden Dreiecke
ADHF und ACGE beriicksichtigt sowie die Tatsache, dal HF das geo-
metrische Mittel aus DH und HC ist (Hohensatz im rechtwinkligen Drei-
eck ADCF). Fiihrt man mit den Achsen OC,OB und dem Ursprung O ein
Koordinatensystem ein und setzt OH = z, HP = y und den Kreisradius
OB = OC = OD = r, so erhélt man die cartesische Gleichung der Kissoide
als

T—IS
Y’ = (Hx) : (2.2.3)

Sie hat eine Spitze bei C' und die Kreistangente in D ist zugleich Asymptote.

Setzt man die Kissoide als gegeben voraus und will die beiden mittleren Pro-
portionalen zu zwei gegebenen Strecken a, b finden, dann wihle man den Punkt
K auf OB so, dal DO : OK = a : b. (Beachte, daf} an dieser Stelle nur das
Verhaltnis der beiden gegebenen Strecken eingeht, da der Radius r des der Kis-
soide zugrundeliegenden Kreises vorgegeben war!) Dann verbinde man DK
und verldngere bis zum Schnittpunkt ¢ mit der Kissoide. Durch @ zeichne
man die Ordinate LM senkrecht zu DC'. Dann sind LM und MC die beiden
mittleren Proportionalen zu DO und OK:

DM : LM =LM : MC =MC: MQ.

Ferner gilt
DM : M@ =DO:0K =a:b.
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Will man die zu den beiden gegebenen Strecken a,b gehérenden mittleren
Proportionalen bekommen, hat man demnach noch eine &hnliche Vergrofle-
rung (bzw. Verkleinerung) der Strecken DM, LM, MC und M@ im Mafistab
DM : a vorzunehmen.

Die Winkeldreiteilung

Das klassische Problem der Teilung eines beliebigen Winkels in drei gleiche
Teile hat viele griechische Mathematiker beschéftigt. Da sie das Problem mit
Zirkel und Lineal allein nicht zu losen vermochten, ersannen sie raffinierte
Methoden mit anderen Hilfsmitteln.

Daf} die Drittelung eines beliebigen Winkels mit Zirkel und Lineal allein nicht
zu losen ist, wurde erst mit den Methoden der modernen Algebra bewiesen.
Das Problem fiihrt auf die gemischte kubische Gleichung;:

23— 3r’z —r?a=0 (2.2.4)
(oder eine dazu dquivalente Form). Trigonometrisch gedeutet lautet sie
4 cos® o — 3cos o — cos(3a) = 0. (2.2.5)

Das ist die aus der Trigonometrie bekannte Formel zur Berechnung des cos o,
wenn cos(3«a) bekannt ist (vgl. dazu Aufgabe 2.2.5).

Vermutlich trat dieses Problem in den Gesichtskreis der Mathematiker, als sie
versuchten, fiir astronomische Zwecke eine Sehnentafel aufzustellen. Wie un-
ten im Abschnitt 2.5.5 iiber die Sehnentafel des Ptolemaios genauer erldutert
wird, st6f8t man dabei auf die elementargeometrisch nicht mehr zu bewélti-
gende Aufgabe, aus der Sehne fiir 3° die Sehne fiir 1° zu gewinnen. Auch
die systematische Konstruktion regelméfliger Vielecke iiber das Fiinfeck und
Sechseck hinaus verlangt die Vornahme von nichttrivialen Winkelteilungen:
360° : 7 beim Siebeneck, 120° : 3 bzw. 60° : 3 beim Neuneck.

Fiir die Teilung eines Winkels in n gleiche Teile erdachte sich Hippias von
Elis eine Kurve, die spéiter den Namen ‘Quadratrix’ erhielt, weil sie auch das
Problem der Kreisquadratur beantwortet. Damit ist schon angedeutet, dafl es
sich um eine transzendente Kurve handeln muf! Dennoch ist sie leicht be-
schreibbar, da sie durch zwei einfache Bewegungen erzeugt wird. Man denke
sich ein Quadrat, dessen obere Seite sich parallel zur Ausgangslage mit kon-
stanter Geschwindigkeit zur unteren hinbewegt. In der gleichen Zeit drehe
sich die linke Quadratseite um den unteren linken Eckpunkt mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit im Uhrzeigersinn derart, daf§ die beiden Bewegungen
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zugleich beginnen und zugleich enden. Das obere Ende der sich drehenden
Strecke beschreibt dann einen Viertelkreis innerhalb des Quadrates. In der
Endlage fallen demnach die beiden sich bewegenden Seiten mit der unteren
Quadratseite zusammen.

Es empfiehlt sich fiir uns, ein rechtwinkliges Koordinatensystem einzufiihren,
dessen z-Achse die untere Seite, dessen y-Achse die linke Seite des Quadrates
ist (die Seitenénge sei a). Der Schnittpunkt P(z,y) = P(p,¢) der beiden
bewegten Strecken beschreibt die Quadratrix (p = Abstand vom Ursprung,
¢ = Winkel zwischen z—Achse und rotierender Seite, abnehmend von /2 bis
0°). P wandert also von der oberen linken Ecke nach rechts und unten. Die
Bewegungsvorschrift hat zur Folge, dafl z.B. nach einem Drittel der Zeit die
von oben herabkommende Seite ein Drittel ihres Weges (parallel zu sich selbst)
zuriickgelegt hat, gleichzeitig auch die linke Seite eine Drehung um ein Drittel
von 90°; also um 30° vollzogen hat. Denkt man sich jetzt die Quadratrix
gegeben, teilt die linke Quadratseite in n gleiche Teile und zieht durch den
obersten Teilpunkt eine Parallele zur oberen Seite, so erhéilt man auf der Kurve
einen Schnittpunkt. Dessen Verbindung mit dem Ursprung liefert also einen
Strahl der Lange p, der vom Winkel 7/2 den Bruchteil }L abgeschnitten hat.
Aus der Proportionalitét der Bewegungen folgt die Gleichung

;T =p-sing: a. (2.2.6)
Die daraus unmittelbar abzuleitende Polargleichung ist transzendent — soweit
die Quellen verraten, ist diese élteste transzendente Kurve friither entdeckt wor-
den als die Kegelschnitte! Etwa zwei Generationen nach ihrem Erfinder Hippias
erkannte Deinostratos die Moglichkeit, die Quadratrix auch als Hilfsmittel bei
der Kreisquadratur einzusetzen (vgl. Aufgabe 2.2.2).

y:a=2¢:

Ein von den Griechen hédufiger verwendetes Verfahren sind sogenannte Ein-
schiebungskonstruktionen (griechisch ‘Neusis’-Konstruktionen). Das Grund-
prinzip dabei ist es, eine gegebene Strecke in bestimmter Weise zwischen ge-
gebene Kurven einzupassen. Dazu kann man die Endpunkte dieser Strecke
auf einem Lineal markieren und letzteres solange verschieben, bis die beiden
Punkte die gewiinschte Lage einnehmen. Da in der Elementargeometrie dieses
Markieren auf einem Lineal nicht erlaubt ist, spricht man auch oft von einer
‘Papierstreifenkonstruktion’.

Pappos beschrieb eine derartige Konstruktion aus klassischer Zeit fiir die Win-
keldreiteilung. Man bette den zu drittelnden Winkel o = JAOB < 7/2 so in
ein Rechteck ein, dafl der Scheitel O in der linken unteren Ecke zu liegen
kommt, der eine Schenkel mit der unteren Seite zusammenfllt und der ande-
re die Diagonale OB des Rechtecks bildet (solche Rechtecke lassen sich immer
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finden). Die Eckpunkte des gewiihlten seien, im Gegenuhrzeigersinn bezeich-
net, O, A, B,C.) Auf einem Papierstreifen markiere man die beiden Strecken
DF = FE = OB, plaziere E so auf der iiber B hinaus verldngerten Geraden
CB, dal D auf der Seite AB zu liegen kommt und zugleich der Papierstreifen
durch O geht. Wenn diese Position experimentell gefunden ist, teilt die neue
Hilfslinie ODF E den gegebenen Winkel im Verhéltnis 2 : 1, d.h. er wird durch
sie gedrittelt (vgl. Aufgabe 2.2.3).

Archimedes gab eine dhnliche ‘Neusis’ (Papierstreifenkonstruktion) zur Win-
keldreiteilung an — durch einen Vergleich der beiden tritt das Prinzip klar
hervor, das sich auf die Fiinftelung, Siebtelung, ...eines gegebenen Winkels
ausdehnen 148t. In einen Kreis mit Zentrum O und Radius r sei der zu dritteln-
de Winkel o mit Scheitel in O eingebettet — sagen wir so, dafl der zugehorige
Bogen AFE in die linke Hilfte zu liegen kommt und F sein unterer, A sein
oberer Endpunkt sei. Dann werde der Kreisdurchmesser FOD eingezeichnet
und nach rechts iiber D hinaus verldngert. Auf dem Papierstreifen wird die
Strecke BC' = r markiert und dann der Streifen so an die beschriebene Figur
angelegt, dafl C' auf dem verldngerten Durchmesser liegt, B auf dem Kreisum-
fang und die Verldangerung (nach links) durch A geht. Nachdem diese Position
des Streifens gefunden ist (was wiederum nur experimentell zu machen ist),
werden noch die beiden Radien OB und OA eingetragen. Ahnlich wie in der
von Pappos beschriebenen Konstruktion entsteht dadurch ein Streckenzug aus
drei gleichlangen Strecken (hier: CB = BO = OA = r; im vorhergehenden Fall
EF = FB = BO), der zwischen zwei Schenkeln eines Winkels hin- und her-
pendelt. Er bildet mit diesen zwei gleichschenklige Dreiecke, wobei nach dem
Satz vom Auflenwinkel eine Winkelverdoppelung auftritt (s. Aufgabe 2.2.4).

Der eben erwihnte Streckenzug bietet eine einfache (und verallgemeinerungs-
fihige) Moglichkeit, die Dreiteilungsgleichung (2.2.5) (bzw. die n—Teilungsglei-
chung) fiir einen gegebenen Winkel abzuleiten. Hinweise dazu werden in Auf-
gabe 2.2.5 gegeben.

In der Neusis-Konstruktion, die durch Pappos iiberliefert ist, ging es darum,
eine gegebene Strecke (oben als DE bezeichnet) an die Strecke AC seitlich so
anzusetzen, daf} ihre Verldngerung durch B ging (wodurch dann die Lage von C
bestimmt ist). Im 2. Jh. v. Chr. ersann Nikomedes ein Instrument, das diese
Forderung mechanisch zu erfiillen gestattet (vgl. [Scriba 1992]). Die damit
konstruierbaren Kurven erhielten wegen ihrer Gestalt den Namen Konchoide
oder Kochloide, auf deutsch ‘Muschelkurven’. Das Instrument besteht aus zwei
T—{6rmig fest miteinander verbundenen Linealen, auf denen sich ein drittes
in bestimmter Weise bewegen kann (Abb. 2.2.2).
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Abb. 2.2.2 Die Konchoide des Nikomedes
und das zu ihrer mechanischen Konstruktion dienende Instrument

Das erste Lineal AF B sei in Lingsrichtung mit einem Schlitz versehen. An
seiner Mitte F' sei senkrecht dazu das zweite Lineal F'E angebracht, in das in
der Entfernung b von F ein fester Stift C' eingesetzt sei. Das dritte Lineal ende
in einer Spitze P und trage im festen Abstand a von P einen Stift D (also
PD = a), der sich im Schlitz des ersten Lineals bewegen kann. Jenseits von D
beginnt auch auf diesem Lineal ein Schlitz in Langsrichtung, in den der Stift
C eingreift. Beim Verschieben dieses dritten Lineals beschreibt der Endpunkt
P die Muschellinie. Offensichtlich ist fiir sie der Querbalken des T-formigen
Gerétes (genauer: die durch A, F' und B laufende Gerade) eine Asymptote
(Abb. 2.2.2).

Zum Vergleich dieses Instruments des Nikomedes mit der von Pappos beschrie-
benen Einschiebung mufl man den Stift C' identifizieren mit der Ecke O und
den Schlitz AF' B des ersten Lineals mit der Rechteckseite BA, auf der die feste
Strecke a = DE beginnen soll. Zeichnet man jetzt mit diesem Gerét die Kon-
choide, so wird sie die verldngerte obere Rechteckseite C'B in dem gesuchten
Punkt schneiden und damit die Losung liefern (vgl. Aufgabe 2.2.6).

Die Kreisquadratur

Die Aufgabe, zu einem gegebenen Kreis ein exakt flichengleiches Quadrat zu
konstruieren, ist nach heutigem Versténdnis ein Integrationsproblem, sie wird
daher in der mathematischen Analysis behandelt. Die Griechen sahen es in
erster Linie als ein geometrisches Konstruktionsproblem. Dafiir seien einige
Beispiele angefiihrt.

Schon die noch ins 5. vorchr. Jh. fallenden Versuche des Hippokrates, Kreis-
monde zu quadrieren, sind vielleicht von der Aufgabe angeregt worden, die
Flidche eines Kreises in ein Quadrat zu verwandeln. Das gelang ihm in drei
Féllen, wovon der einfachste derjenige ist, bei der der Mond von einem Halb-
kreis und einem Viertelkreis begrenzt wird (siche Abb. 2.2.3).
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Abb. 2.2.3 Méndchenquadratur des Hippokrates

Zur Quadratur des Vollkreises trug dieses Ergebnis allerdings nichts bei. Die
dadurch indirekt aufgeworfene Frage, ob es iiber die von Hippokrates quadrier-
ten Kreismonde hinaus weitere gibt, die sich elementargeometrisch quadrieren
lassen, konnte erst 1947 (mit Methoden der Algebra) endgiiltig beantwortet
werden: es existieren genau fiinf solcher Kreismonde [Scriba 1988].

Um 430 v. Chr. versuchte Antiphon, die Kreisfliche durch einbeschriebene
regelmafBige 3 - 2""-Fcke oder 4 - 2"-Fcke auszuschopfen. Wenig spéter zog Bry-
son gleichzeitig ein- und umbeschriebene regelméflige Polygone heran, scheint
aber einen einfachen Zwischenwertsatz (Mittelbildung) verwendet zu haben,
um dessentwillen sein Verfahren kritisiert wurde. Um die Mitte des 4. Jhs.
erkannten die Briider Deinostratos und Menaichmos, wie sich die Kurve des
Hippias zur Kreisquadratur heranziehen 148t (vgl. Aufgabe 2.2.2). Den ent-
scheidenden Nachweis, daf§ die Kreiszahl 7 sowohl fiir das Verhéltnis des Um-
fangs zum Durchmesser wie fiir das Verhéltnis von Kreisfliche zum Quadrat
des Durchmessers bestimmend ist, lieferte Archimedes, dem wir auch die bei-
den oft als Ndherungswerte verwendeten Schranken

10

1
371<7r<37

verdanken.
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2.3 Euklid
2.3.1 Die Elemente

An der Grenze zwischen der athenischen und der hellenistischen Periode der
griechischen Mathematik steht — zeitlich wie inhaltlich — Euklid. Uber ihn
selbst ist fast nichts bekannt, aber sein Werk war so folgenreich fiir die gesamte
Mathematik und insbesondere fiir die Geometrie, daf§ der Name Euklid héufig
als Synonym fiir Mathematik bzw. fiir Geometrie benutzt wurde, und er ist
nach wie vor in solchen Zusammenhéngen wie euklidischer Raum, euklidische
Geometrie, euklidische Metrik, euklidischer Ring in sténdigem Gebrauch.
Euklids Hauptwerk, die , Elemente®, ist der &lteste groflere mathematische
Text, der aus der griechischen Antike iiberliefert wurde. Unser bescheidenes
Wissen iiber die den ,Elementen* vorangegangene Entwicklung beruht zum
Teil auf den fragmentarischen, unzuverldssigen und subjektiv gefarbten Be-
richten von Gelehrten der Spétantike und des islamischen Mittelalters, zum
Teil auf dem, was man mittels inhaltlicher und sprachkritischer Analysen aus
dem Text der ,,Elemente® iiber seine Vorgeschichte erschlieBen kann bzw. zu
konnen glaubt und nur zum geringsten Teil auf voreuklidischen Textfragmen-
ten. Wo wie im Fall der Friihgeschichte der abendlédndischen Mathematik ei-
ne diirftige Quellenlage mit einer gewissen weltanschaulich-philosophischen
Relevanz zusammentrifft, ist ein weites Feld von Spekulationen, Hypothesen
und Streitfragen zu erwarten. So ist die Sekundarliteratur iitber Euklid und
die ,,Elemente“ mittlerweile fast uniibersehbar und wichst noch stiandig. All
dies auch nur in Kiirze zu referieren, wiirde allein ein Buch fiillen. ([Schrei-
ber 1987], [Schonbeck 2003], siche auch den Euklid-Artikel in [WuBling/Arnold
1989].) Wir miissen uns in diesem Kapitel auf einen summarischen Uberblick
iiber den Inhalt und einen — freilich subjektiv ausgewéhlten — Aspekt sowie
einige Angaben zur Uberlieferungsgeschichte beschrinken. Weitere inhaltliche
und tradierungsgeschichtliche Ausfithrungen werden in den folgenden Kapiteln
zwangsldufig zur Sprache kommen (vgl. auch Bd.1, Abschnitt 4.5).

Die ,,Elemente“ sind in 13, iiblicherweise mit romischen Zahlen numerierte
,Biicher gegliedert, wobei ein ,,Buch“ einer Papyrusrolle, also einem Kapitel
eines modernen Buches entspricht. Die folgende Liste gibt einen ersten Uber-
blick {iber den Inhalt und seine vermutliche Herkunft:

I Anfang eines axiomatischen Aufbaus der ebenen Geometrie bis zur Satz-
gruppe des Pythagoras, weitgehend Wissen der ionischen Periode, ins-
besondere der Pythagoreer.

II Grundlagen des algebraischen Operierens mit geometrischen Groéfien
(Strecken, Flidchen, Volumina), ebenfalls pythagoreisches Gedanken-
gut, iiblicherweise als Reaktion auf die Entdeckung inkommensurabler
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Streckenpaare gedeutet. Die Konsequenz war die Hinwendung zu einem
geometrischen Groflenbegriff. Der am Ende des 19. Jhs. von dem déni-
schen Mathematikhistoriker H. G. Zeuthen hierfiir vorgeschlagene Ter-
minus ,,geometrische Algebra“ hat sich weitgehend durchgesetzt.

Kreislehre, vermutlich pythagoreisch.
Konstruktion ein- und umbeschriebener regelméfliger Vielecke.

Die Proportionentheorie des Eudoxos in ihrer allgemeinen, d.h. nicht auf
geometrische Groflen beschrankten Form.

Anwendung der Proportionentheorie auf ebene Geometrie.

— IX Sétze iiber natiirliche Zahlen, hier im folgenden nicht weiter beriick-
sichtigt.

Eine sehr anspruchsvolle algebraische Theorie der mit Zirkel und Li-
neal konstruierbaren Groflen, insbesondere Klassifikation nach der Zahl
der (modern formuliert) ineinandergeschachtelten Quadratwurzeln, die
zu ihrer Erzeugung notwendig sind. Vermutlich auf Theaitetos zuriick-
gehend.

Elementares zur rdumlichen Geometrie.
Sétze iiber Volumina, zum Teil von Eudoxos (vgl. Aufg. 2.3.1).

Konstruktion der fiinf regulidren Polyeder aus dem Radius der Umkugel
(nach Theaitetos), wobei die Ergebnisse von Buch X zur Charakteri-
sierung der jeweiligen Kantenldngen herangezogen werden. Buch XIIT
schlieft mit dem (relativ trivialen) Nachweis, daf es auer den behan-
delten fiinf keine weiteren reguléren Polyeder gibt (vgl. Aufg. 2.3.2).

Abgesehen von den Vorarbeiten der genannten Quellen (ionische Mathemati-
ker wie Thales, Oinopides, Hippokrates, Leon, Pythagoreer, Eudoxos, Theai-
tetos) wiren Euklids ,, Elemente“ in der vorliegenden Form kaum vorstellbar
ohne die Philosophie des Platon und ohne die Methodologie des Aristoteles.
Erstere zeigt sich in der Art der Darstellung, die weder auf die materielle

‘Welt

noch auf irgendwelche Anwendungen explizit Bezug nimmt, moglicher-

weise auch in der Beschrdnkung der benutzten Konstruktionsmittel auf Zirkel
und Lineal. (Von den Instrumenten selbst ist freilich nirgends die Rede, nur
von den mit ihnen erzeugbaren Objekten Strecke und Kreis.) Letztere betrifft
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sowohl den deduktiven Aufbau als Ganzes als auch die Teilung der Voraus-
setzungen in Axiome (das sind Grundsiitze allgemeiner Art, deren Wahrheit
unbestreitbar ist) und Postulate (das sind theoriespezifische Grundsitze, iiber
deren Zulassung man verschiedener Meinung sein kann. Bei Euklid betreffen
sie im wesentlichen die angenommene Ausfiihrbarkeit gewisser konstruktiver
Grundoperationen, aus denen alle Lésungen von Konstruktionsaufgaben kom-
biniert werden). Die meisten Biicher beginnen mit Definitionen, insbesondere
Buch I. Einige dieser Definitionen reduzieren abgeleitete Begriffe in solcher
Weise auf Grundbegriffe, wie es auch in der modernen Logik iiblich ist, z. B.
Def. I,17: Ein Durchmesser des Kreises ist jede durch den Mittelpunkt gezoge-
ne, auf beiden Seiten vom Kreisumfang begrenzte Strecke; Def. 1,23: Parallel
sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und dabei, wenn man sie
nach beiden Seiten ins unendliche verldngert, auf keiner [Seite] einander tref-
fen. Andere versuchen einen Grundbegriff zu beschreiben, z.B. Def. I,1: Ein
Punkt ist, was keine Teile hat. Def. 1,2: Eine Linie [ist eine] breitenlose Lénge.
Es ist klar, dal man mit ,Definitionen* dieser zweiten Art keinen mathema-
tischen Satz iiber die definierten Begriffe beweisen kann. Sie sind also vom
modernen Standpunkt unnétig und werden auch von Euklid selbst im weite-
ren nirgends benutzt. Diese Kritik setzt jedoch voraus, dal Euklid tatséchlich
so etwas wie einen formal-axiomatischen Aufbau der Geometrie (etwa im Sinne
von Hilberts berithmtem Buch ,,Grundlagen der Geometrie“ 1899) beabsichtig-
te, was keineswegs sicher ist. Andererseits haben Mathematiker, Philosophen
und Ubersetzer jahrhundertelang um diese Definitionen gestritten und sie zu
verbessern versucht, wobei der Unterschied zwischen Definitionen der Art 1,23
und solchen der Art I,1 meist unbeachtet blieb.

Angesichts so vieler Wurzeln und Quellen der ,,Elemente* ist Euklid vielfach ei-
gene wissenschaftliche Leistung abgesprochen, er als blofler, wenn auch sehr er-
folgreicher und geschickter , Lehrbuchschreiber” und ,,Didaktiker” dargestellt
worden. Beides muf} in Frage gestellt werden: Es gibt begriindete Zweifel, ob
Euklid den iiberlieferten Text selbst niedergeschrieben hat, ob sein Unter-
richt nicht, den Gebriuchen der Zeit entsprechend, ein miindlich-diskursiver
war und der Text sich aus den Aufzeichnungen seiner Schiiler entwickelt hat.
In diesem Fall konnte Euklid ein guter Didaktiker gewesen sein, von dessen
Uunterricht aber nur die sproden Fakten aufgeschrieben wurden (wie es Stu-
denten auch heute noch oft halten), und auch seine umstrittenen Definitionen
wéren eventuell nur die mifflungene stichpunktartige Niederschrift einer um-
fangreichen propéddeutischen Erlduterung. Hat er die ,,Elemente* jedoch selbst
geschrieben, so ist natiirlich die absolute Trockenheit des Stiles, die sture Auf-
einanderfolge von Definition, Satz und Beweis, das Fehlen von Motivationen
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und Beispielen zu beméngeln. Nicht wenige Didaktiker der Neuzeit, aber auch
Schriftsteller unterschiedlichster Epochen, sahen in der Herrschaft Euklids im
mathematischen Schulunterricht fritherer Zeiten den Hauptgrund fiir die per-
manente Unbeliebtheit des Faches Mathematik. (Siehe z.B. [Fladt 1927], Aus-
zug im Anhang, oder den polemischen Buchtitel ,Los von Euklid“ [Kusserow
1928]).

Was die eigene wissenschaftliche Leistung Euklids betrifft, so mufl man einer-
seits seine heute kaum noch bekannten sogenannten kleinen Schriften mit zu
Rate ziehen, andererseits zeigt sich, dafl der im folgenden néher erlduterte kon-
struktive Aspekt der ,,Elemente“ sich als roter Faden durch das sonst stofflich
so heterogene Werk zieht. Man kann diesen Aspekt schwerlich den so unter-
schiedlichen Quellen zuschreiben. Hier ist ein origineller wissenschaftlicher Stil
unverkennbar. Gerade aus der Sicht des ausgehenden 20. Jahrhunderts kann
man in Euklid einen hervorragenden Pionier einer algorithmischen Kultur in
der Mathematik sehen, die wihrend langer Perioden verschiittet war und da-
her auch in Euklids Werk nicht gesucht, folglich nicht gesehen wurde?.

Die Bausteine der Elemente, Propositionen genannt, gliedern sich in Lehrsétze
mit folgendem Beweis und Aufgaben mit anschliefender Losung. Eine Aufgabe
handelt stets von gegebenen Objekten (Punkte, Strecken, Kreise), iiber die
gewisse Voraussetzungen gemacht werden, und gesuchten Objekten, die in
bestimmten Beziehungen zu den gegebenen Objekten stehen sollen, z.B. Buch
I, Prop. 2 (Ubersetzung hier und im folgenden nach Thaer):

An einem gegebenen Punkte eine einer gegebenen Strecke glei-
che Strecke hinzulegen, d.h. zu gegebenen Punkten A, B,C (B un-
gleich C') einen Punkt D konstruieren, so da AD kongruent BC'

Die Losung einer solchen Aufgabe besteht immer aus der Beschreibung eines
Verfahrens (Algorithmus), dessen Eingabe die gegebenen Objekte und dessen

2Zum Beweis, daB diese Sicht auf Euklid heute von namhaften Mathematikern geteilt
wird, zitieren wir aus dem Vorwort des Buches [Shamos/Preparata 1985] (deutsche Uberset-
zung PS): , Die iibliche Meinung ist, daf§ Euklids Hauptbeitrag zur Geometrie die Darstellung
der axiomatischen Beweismethode war. Dariiber wollen wir hier nicht streiten. Relevanter fiir
unser Thema ist die Erfindung der euklidischen Konstruktion, ein Schema, bestehend aus ei-
nem Algorithmus und seiner Rechtfertigung, miteinander auf hohem Niveau verbunden. Die
euklidische Konstruktion erfiillt alle Bedingungen eines Algorithmus: Sie ist unzweideutig,
korrekt und fithrt immer zum Ergebnis. Nach Euklid setzte sich die Bliite der Geometrie
fort, wiahrend die Analysis von Algorithmen fiir die Dauer von 2000 Jahren verfiel. Dies
kann besonders durch den Fortschritt der indirekten Beweistechnik illustriert werden, einer
Technik, die den Existenzbeweis vereinfacht, aber die Angabe von Algorithmen umgeht.“
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Ausgabe die gesuchten Objekte sind, und aus dem Beweis, dafl dieser Algo-
rithmus unter den iiber die gegebenen Objekte gemachten Voraussetzungen
Objekte mit den gesuchten Eigenschaften liefert. Dieses Vorgehen ist nicht
nur insgesamt paradigmatisch fiir alle Gebiete der Mathematik aller folgenden
Zeiten, sondern es weist auch im Detail viele bemerkenswerte, in die Zukunft
weisende Ziige auf, von denen hier nur wenige diskutiert werden kénnen.

Die zur Formulierung von Konstruktionsalgorithmen erlaubten Schritte wer-
den in den (auf Definitionen und Axiome folgenden) Postulaten am Beginn
von Buch I fixiert:

Gefordert soll sein

1) DaB man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,

2) Dafl man eine begrenzte gerade Linie zusammenhingend gerade verldngern
kann,

3) dafl man mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen kann
[Thaer]

Abb. 2.3.1 Zu Proposition 1.2 der ,,Elemente“ Euklids

In den ersten beiden Aufgaben wird dann gezeigt (ohne daff dies jedoch so
erklirt wird), dal man die Operation, bei gegebenen Punkten A, B, C' (B un-
gleich C') den Kreis vom Radius BC' um A zu konstruieren, durch ein (modern
gesprochen) , Unterprogramm® auf die speziellere Operation reduzieren kann,
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den Kreis um A durch B zu konstruieren, womit die sonst mehrdeutige Formu-
lierung des 3. Postulates nachtriaglich geklirt ist. Dazu wird zunéchst mittels
der in I.1. gelosten Hilfsaufgabe (Unterprogramm!) ein Punkt H so konstru-
iert, dafl A, B und H ein gleichseitiges Dreieck bilden. Man verldngere H A und
HB iiber A bzw. B hinaus soweit, bis die folgenden Schnittpunkte gefunden
werden: Derjenige Schnittpunkt E von H B mit dem Kreis um B vom Radius
BC, der auf der H abgewandten Seite von B liegt, derjenige Schnittpunkt D
von HA mit dem Kreis um H vom Radius HF, der auf der H abgewandten
Seite von A liegt (Abb. 2.3.1). Man versteht nun die oben zitierte Proposition
[.2: Da AD kongruent zu BC' ist, entspricht der Kreis um A durch D dem
Kreis um A mit dem Radius BC.

Algorithmen wurden auch in der altdgyptischen und der altmesopotamischen
Mathematik gelehrt, jedoch nur mittels Serien von numerischen Beispielen.
Bei Euklid werden erstmals Algorithmen allgemein formuliert. Dazu bendtigt
man (modern gesprochen) Adressen fiir die Eingabeobjekte, Zwischenresulta-
te, Ausgabeobjekte. Euklid benutzt grofie (griechische) Buchstaben fiir Punk-
te, adressiert Geraden mittels zweier auf ihnen angenommener Punkte und
Kreise mittels dreier auf ihnen angenommener Punkte. Dies ist eine Pionier-
tat ohnegleichen, aber ein sachlicher Umstand triagt dazu bei: Geometrische
Objekte sind — im Gegensatz zu Zahlen — an einen bestimmten Ort ge-
bunden. Gibt man einem konkreten geometrischen Objekt einen Namen, so
bezeichnet dieser Name allein das Objekt ohne ein zugehoriges Bild nicht —
im Gegensatz zu den Zahlbezeichnungssystemen. Daher nehmen die Namen
geometrischer Objekte, die in der Beschreibung eines Algorithmus unvermeid-
bar sind, sozusagen automatisch den Charakter von Variablen an. Es sei jedoch
am Rande bemerkt, dal Euklid die von ihm fiir geometrische Algorithmen so
erfolgreich entwickelte ,, Programmiertechnik” auch in den zahlentheoretischen
Biichern der ,,Elemente“‘ nutzt, um — auch hier erstmals unter Verwendung
von Variablen — Algorithmen zur Losung zahlentheoretischer Aufgaben wie
z. B. den beriithmten euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des grofiten
gemeinsamen Teilers zu formulieren.

Der Begriff der unendlich ausgedehnten Geraden ist Euklid fremd. Es gibt
nur gerade Strecken, die laut Postulat 1 als Verbindung ihrer Endpunkte kon-
struiert werden konnen und deren sukzessive Verlangerung durch das zweite
Postulat als zuldssige Elementaroperation deklariert wird. Wahrend die Be-
stimmung der Schnittpunkte von Kreisen iiberall dort, wo ihre Existenz an-
schaulich evident ist, ohne theoretische (axiomatische) Rechtfertigung durch-
gefithrt wird, ist die Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden unter
diesen Umsténden eine echte Aufgabe, da ja von den Geraden nur Teilstrecken
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schon konstruiert vorliegen, die man je nach gegenseitiger Lage unvorherseh-
bar oft verlingern muf}, um schlielich zum Schnittpunkt zu gelangen. Es ist
nur konsequent, wenn Euklid — in Analogie zu den anderen Grundoperatio-
nen — eine Voraussetzung formuliert, unter der diese Prozedur als ausfiithrbar
angenommen wird:

5. Postulat: Und daf}, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit
zwei geraden Linien bewirkt, dafl innen auf derselben Seite entste-
hende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden, dann die
zwei geraden Linien bei Verldngerung ins unendliche sich treffen
auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als
zwel Rechte sind. (Abb. 2.3.2)

Al

£ e

Bl

Abb. 2.3.2 Zum 5. Postulat der ,,Elemente* Euklids

Proposition .17 besagt, daf§ in jedem existierenden Dreieck die Summe zweier
beliebiger Winkel stets kleiner als zwei Rechte ist, demnach die im 5. Postulat
genannte Bedingung fiir die Existenz eines Schnittpunktes (der dann dritter
Eckpunkt eines Dreiecks ABC ist) notwendig ist. Das 5. Postulat bereinigt
also die sich hier moglicherweise auftuende Schwierigkeit mit der Festsetzung,
dafl diese notwendige Bedingung auch hinreichend sein soll. Leider wird sich
nie feststellen lassen, ob Euklid und eventuell sogar schon seine Vorldufer hier
wirklich ein Problem erkannt und tief dariiber nachgedacht hatten, oder ob das
5. Postulat sozusagen als Improvisation in die Welt kam. Jedenfalls fiihrte sei-
ne gegeniiber den anderen Postulaten auffallend kompliziertere Formulierung
dazu, dafl man schon in der Antike daran Kritik iibte und versuchte, es als Satz
zu beweisen. Uber viele Zwischenstufen hat sich hieraus im 19. Jahrhundert
schlielich die nichteuklidische Geometrie entwickelt, deren in den siebziger
Jahren des 19. Jhs. bewiesene Widerspruchsfreiheit klarlegt, da§ das 5. Postu-
lat weder denknotwendig noch gar aus den iibrigen Axiomen und Postulaten
der euklidischen Geometrie beweisbar ist. Es mufl auch noch bemerkt werden,
daBl sich — mit zunehmender Distanz zur Methodologie des Aristoteles —
der Unterschied zwischen Axiomen und Postulaten zu verwischen begann. Po-
stulate sind ja ausdriicklich diskutierbare, nicht denknotwendige Grundsétze,
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die man akzeptieren oder verwerfen kann. Erst vor dem Hintergrund der Ver-
driangung des Unterschieds zwischen Axiomen und Postulaten (deren duferer
Ausdruck vom européiischen Mittelalter an die gelegentliche Umnumerierung
des 5. Postulats als 11. Axiom war) ist die Aquivalenz des Postulats zu der
heute iiblichen (schon von Ptolemaios stammenden, aber vor allem durch John
Playfair 1796 popularisierten) Formulierung der Eindeutigkeit der Parallelen
zu einer gegebenen Geraden durch einen gegebenen Punkt akzeptabel. Als
Axiome sind beide Aussagen in der Tat gleichwertig, d.h. jede mit Hilfe der
anderen und der {ibrigen Axiome beweisbar. Als Postulat sagt Euklids Fiinftes
aber mehr aus, namlich daf} die Ausfithrbarkeit der betreffenden Operation an-
genommen wird, d.h. daf§ der zyklische Prozefl der wiederholten Verléingerung
der beiden Strecken unter der angegebenen Voraussetzung stets einen Schnitt-
punkt liefert (Zur Verdeutlichung: Man konnte mit guten Griinden auch die
Ausfiihrbarkeit der Linealoperation, Postulat 1, unter der dort angegebenen
schwachen Voraussetzung ablehnen, z.B. weil die Punkte zu dicht beieinander
oder zu weit voneinander entfernt sind, ohne dafl die Giiltigkeit des Satzes
iiber die eindeutige Existenz der Verbindungsgeraden dadurch angetastet wer-
den mu$.)

Was den weiteren geometrischen Inhalt der Elemente betrifft, so wird vieles
genauso und genau in derselben Reihenfolge bewiesen, wie es auch heute noch
tiblich ist. Die bei Euklid verbleibenden Beweisliicken beziehen sich fast immer
auf Anordnungsfragen und lassen sich meist leicht schliefflen. Seine Beweisideen
sind durchgéngig brauchbar, oft trickreich, woraus man auf eine lange Reifung
des Stoffes schlieSen konnte. Elementarstoff, den man gefithlsméfig in den
»Elementen* vermutet (z.B. der vierte Kongruenzsatz oder die Konstruktion
der gemeinsamen Tangenten zweier Kreise) findet sich dort hiufig nicht, ist
Zutat spéterer Generationen. Lehrsétze erweisen sich bei genauer Betrachtung,
auch der Stelle, an der sie erscheinen, oft als Sétze iiber Konstruktionsaufga-
ben, indem sie z.B. Voraussetzungen als notwendig oder Losungen als eindeutig
bestimmt nachweisen. Nach intensivem Studium kann man zu der Meinung ge-
langen (aber dies ist subjektiv), daf hier keineswegs eine , Enzyklopédie®“ alles
bis dahin Bekannten beabsichtigt war, vielmehr ein — reichlich konstrukti-
vistisches — wissenschaftliches Programm exemplarisch demonstriert werden
sollte, bei dem insbesondere im Bereich der Geometrie die Leistungsfihigkeit
des ,,Programmpakets® Zirkel und Lineal ausgeschopft wurde. Der iiberwélti-
gende Einfluf}, den Euklids ,,Elemente“ auf spétere Zeiten ausgeiibt haben, hat
das Bild der antiken Geometrie insgesamt ein wenig deformiert. Zirkel und Li-
neal haben dort nicht die dominierende Rolle gespielt, die die ,,Elemente* sug-
gerieren. Von Kegelschnitten, anderen speziellen Kurven verschiedenster Art,
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Abb. 2.3.3 Figur zum euklidischen Beweis des Kathetensatzes; Tafel mit Figur zum
Beweis des Satzes von Pythagoras vor dem Zeughaus in Berlin [Foto Hollewood Media]

approximativen Methoden der Inhaltsbestimmung und anderen wesentlichen
Inhalten der antiken Geometrie erfahrt man in den ,,Elementen® nichts.

Zu den vielbewunderten didaktischen Kunstgriffen Euklids zéhlt sein Beweis
des Kathetensatzes fiir rechtwinklige Dreiecke, aus dem sich dann leicht der
Satz des Pythagoras ergibt. Die Schwierigkeit bestand darin, daf§ der {ibli-
che und wahrscheinlich schon den Pythagoreern bekannte Beweis iiber die
Ahnlichkeit der Teildreiecke zum Gesamtdreieck Siitze iiber Ahnlichkeit von
Dreiecken und damit Proportionenlehre erfordert. Die eudoxische Proportio-
nenlehre zdhlt aber zu den anspruchsvollsten Teilen der ,Elemente* und wird
erst in Buch V behandelt. Der Satz des Pythagoras sollte dagegen moglichst
frith zur Verfiigung stehen. Zu Euklids proportionsfreiem Beweis gehort Abb.
2.3.3 (siehe auch 2.3.4). Die Dreiecke ADB und FCB sind nach dem Kongru-
enzsatz SWS kongruent, also flachengleich. Da, wie zuvor bewiesen, jedes Drei-
eck auch jedem Rechteck aus einer Dreieckseite und der halben zugehotrigen
Hohe flachengleich ist, ist Dreieck ADB flichengleich dem halben Rechteck aus
Grundseite DB und Hohe DL, Dreieck FCB flichengleich dem halben Rechteck
aus Grundseite FB und Hohe FG. (Schiilern fillt es erfahrungsgeméf schwer,
Dreieck FCB aus dieser ungewohnlichen Perspektive zu betrachten, d.h. die
zur Basis FB gehorige Hohe zu finden!) Insgesamt ergibt sich mit den iiblichen
Bezeichnungen b = AB,c = BC,p = DL : b®> = pc. Der Leser sei aufgefordert,
diesen schonen Beweisgedanken an den jeweils passenden Stellen abzurunden
mit dem Verweis auf das jeweils benutzte der Axiome.
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1) Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.
5) Die Doppelten von demselben sind einander gleich.

7) Was einander deckt, ist einander gleich.

Auf diesem Wege erhilt man tatséichlich einen proportionsfreien Beweis fiir den
Satz des Pythagoras. Allerdings mufl man scharf hinsehen, was man tatséchlich
bewiesen hat:

Das Quadrat iiber der Hypotenuse ist zerlegungsleich der Ver-
einigung aus den beiden Quadraten iiber den Katheten.

Vom Flicheninhalt darf nicht die Rede sein, sonst kommen die Proportionen
hintenherum wieder herein. Um diesen nédmlich zu definieren, mufli man be-
weisen, dafl das Produkt aus Grundseite und Hoéhe eines Dreiecks eine von der
Auswahl der Grundseite unabhéngige Grofle ist, d.h. (Abb. 2.3.5) a-hq = b-hy
bzw. a : hy = b : he, was nur aus der Ahnlichkeit der beteiligten Dreiecke folgt.

siny=h,:b="h,:a siny'=h,:b=h,:a

Abb. 2.3.5 Zur Unabhéngigkeit des Produkts Seite mal Hohe im Dreieck

Das ilteste bekannte Pergamentmanuskript der ,Elemente* (D’Orville 301
nach einem fritheren Besitzer genannt und heute in der Bodleian Library in
Oxford aufbewahrt) wurde in Byzanz geschrieben und zwar im Jahre 888,
also rund 1200 Jahre nach der vermutlichen Entstehungszeit der ,,Elemen-
te“. Es représentiert, wie man heute weif}, eine Textfassung, die von dem
alexandrinischen Mathematiker Theon um 370 verfait wurde. Erst 1808 wur-
de in der Bibliothek des Vatikans eine zwar jiingere Handschrift (aus dem 10.
Jh.) gefunden, die aber einen ilteren Textzustand wiedergibt und den moder-
nen Ausgaben der ,Elemente“ stets zugrundeliegt (Abb. 2.3.6). Auch dieser
Text ist jedoch wahrscheinlich nicht der ,,urspriingliche® (falls es einen solchen
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je gegeben hat). Insgesamt hat man bisher rund 120 Zeilen Text auf Scher-
ben und Papyrusfragmenten gefunden, die wesentlich &dlter als die genannten
Manuskripte sind, dem Inhalt nach zu den , Elementen“ gehétren, jedoch im
Wortlaut stets vom heute als ,,kanonisch* geltenden Text abweichen.
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Die , Elemente“ stellen ein Kulturgut ersten Ranges dar, dem zu allen Zei-
ten gebiihrende Aufmerksamkeit geschenkt wurde. Der Umgang mit ihm war
jedoch stets zweigeteilt: Die einen (es wére zu einfach zu sagen: die Mathema-
tiker) setzten sich ohne iibergrofien Respekt vor dem Wortlaut mit dem Inhalt
auseinander, lielen sich davon anregen, entwickelten ihn weiter. Jede Zeit fand
neue interessante Seiten der ,,Elemente“, eine sehr moderne Sicht wurde oben
dargelegt. Die anderen behandelten die ,Elemente® als Bildungsgut, als Ma-
terial fiir Sprachstudien, als Lesetext, als historisches Dokument, jagten dem
Phantom des authentischen Wortlauts nach. Eine Schwierigkeit besteht in der
ausgepragten Vieldeutigkeit der altgriechischen Sprache. Wer sich nicht in den
Sinn des Gemeinten versetzen kann (und wer kénnte beweisen, dafy ihm das ge-
lungen ist!) hat wenig Chancen, eine gelungene Ubersetzung oder gar Deutung
zustande zu bringen. Aber um es ganz deutlich zu sagen: Beide Formen der
Beschiftigung mit den ,,Elementen“ sind legitim, beiden hat die Mathematik
wie auch ihre Historiographie viel zu verdanken.

2.3.2 Die sonstigen geometrischen Schriften Euklids

Aufler den ,Elementen* werden dem Euklid einige kleinere Werke zugeschrie-
ben, die zum Teil in griechisch oder arabisch erhalten blieben, zum Teil ver-
loren sind, zum Teil von der modernen Forschung als ,,unecht*, d.h. nicht von
Euklid stammend, bezeichnet werden. Einige dieser Schriften wurden jahr-
hundertelang zusammen mit den ,Elementen® studiert, iibersetzt, gedruckt
und gehoérten genauso zum allgemeinen mathematischen Bildungsgut wie die
»Elemente“ selbst. Heute ist sogar ihre Existenz meist nur Spezialisten be-
kannt, und sie sind zum Teil schwer zugénglich, da sie zwar in der griech.-lat.
Standardausgabe der Werke Euklids von Heiberg/Menge enthalten sind, aber
kaum in moderne Sprachen iibersetzt oder neu gedruckt wurden. Ihre Kennt-
nis ist aber fiir ein abgerundetes Bild der Personlichkeit und Leistung Euklids
wesentlich, und genau wie die ,Elemente* bergen auch sie manchen fiir die
moderne Mathematik anregenden Gedanken. Eine vollstéindige Ubersicht fin-
det man in [Schreiber 1987] und dem Euklid-Artikel in [Wufliing/Arnold 1989].
Hier werden nur diejenigen Schriften kurz vorgestellt, die im weiteren Sinn zur
Geometrie gehoren. Das sind

e cine verlorene Kegelschnittslehre, deren Inhalt vermutlich ungefihr den
ersten 4 Biichern der hier spéter zu besprechenden Kegelschnittslehre
des Apollonios von Perge entsprach, (Wahrscheinlich hat letztere, wei-
tergehende, die ,Konika“ des Euklid in dhnlicher Weise verdréngt wie
die ,,Elemente“ einige Werke gleichen Titels von fritheren Verfassern ver-
dréingt haben.)
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e cine verlorene Schrift iiber geometrische Orter im Raum, (Dabei konnte
es sich um Flidchen wie Ebene, Kugel und Rotationsellipsoid im Raum
oder auch um Orter, d.h. Kurven, auf solchen Flichen handeln.)

e cine Katoptrik, d.h. Lehre von Spiegeln und Spiegelbildern, von der heute
klar ist, daf} der erhaltene Text nicht von Euklid stammt, obwohl Euklid
nach dem Zeugnis spétantiker Berichterstatter eine ,,Katoptrik® verfaf3t
haben soll,

e cine Schrift ,Phainomena® iiber die Anfinge einer auf die Bediirfnisse
der Astronomie zugeschnittenen sphérischen Geometrie,

e cine Schrift ,Data“, eine ,Optika®, eine Schrift ,,Uber Teilungen von
Figuren“ und eine verlorene Schrift ,, Porismen*.

Uber die vier letztgenannten soll etwas ausfiihrlicher berichtet werden. Aber
schon die Titeliibersicht zeigt, dafl Euklid nicht der war, als der er in der neue-
ren mathematikhistorischen Literatur gern dargestellt wird. Seine Schriften
iiberdecken bis auf Bauwesen und Geographie praktisch alle Gebiete damali-
ger angewandter Mathematik.

Die ,Data“ (griech. Dedomena, d.h. Gegebenes) stehen in engstem Zusam-
menhang mit den ,Elementen“ und wurden bis zum Beginn der Neuzeit sehr
oft mit diesen zusammen gedruckt. Von ihnen gibt es eine moderne deut-
sche Ubersetzung [Thaer 1962]. Auf den ersten Blick bieten sie gegeniiber
den ,Elementen“ wenig Neues, scheinen eine Art Kompendium zu sein und
wurden auch meist so gedeutet. Es scheint jedoch, als habe Euklid hier ver-
sucht, Konstruktionsaufgaben zu behandeln, deren gegebene Objekte nicht
wie in den ,Elementen“ Punkte, Strecken und Kreise, also nach griechischer
Auffassung sinnlich wahrnehmbare Dinge, sondern Aquivalenzklassen solcher
Dinge beziiglich verschiedener Aquivalenzrelationen sind. Er beginnt namlich
damit zu definieren, wann ein geometrisches Objekt der Grée nach, der Ge-
stalt nach, der Lage nach gegeben ist. Die Propositionen sind dann von fol-
gender Art, z.B. Prop. 39:

Sind alle Seiten eines Dreiecks der Grofle nach gegeben, so ist
das Dreieck der Gestalt nach gegeben.

Das kann man so interpretieren:

Es seien drei ,,Lingen“ gegeben, jede natiirlich durch eine kon-
krete Strecke, d.h. einen Repriisentanten der betreffenden Aquiva-
lenzklasse von gleichlangen Strecken. Das zu konstruierende Ob-
jekt ist seinerseits eine Aquivalenzklasse, nimlich von kongruenten
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Dreiecken. Aus den konkreten Reprisentanten konstruiere man wie
in den ,,Elementen“ ein konkretes Dreieck als Représentant der ge-
suchten Klasse. Diese Aufgabe und ihre Losung sind, wie man in
der modernen Mathematik sagt, reprisentantenunabhéngig, d.h.
Anderung der Reprisentanten der gegebenen Klassen beeinflufit
zwar das konkret erhaltene Ergebnis, aber nicht die Aquivalenz-
klasse, in der es liegt.

In analoger Weise werden in den Data u.a. Aufgaben iiber Verhéltnisse be-
handelt, die ja auch — modern gesprochen — Aquivalenzklassen von Briichen
sind, so dafl z.B. das Ergebnis der Aufgabe, zu Gréflen a,b, ¢ (etwa Strecken
oder Flichen) ein d mit @ : b = ¢ : d zu finden, nicht von dem konkreten
Repriisentanten (a,b) sondern nur von der Klasse aller zu (a,b) dquivalenten
Paare (a/,b'), eben dem Verhéltnis, abhéngt. Den Hohepunkt der theoretisch
sehr anspruchsvollen, wenn auch in der praktischen Durchfithrung meist fast
trivialen Schrift bildet die Auffassung des Begriffes der Potenz eines Punktes
beziiglich eines Kreises als eines Abstraktums, das zwar durch das Produkt
der Sehnenabschnitte einer beliebigen durch den Punkt gelegten Kreissehne
gegeben ist, aber von der willkiirlichen Wahl dieser Sehne nicht abhéngt.

Die ,,Optik* Euklids ist die &lteste erhaltene Schrift zu diesem Thema. Damals
war Optik etwa die ,Geometrie des Sehens®. Sie beruhte auf der Erfahrung
der geradlinigen Ausbreitung von ,,Sehstrahlen“ durch die Luft zwischen Ob-
jekt und Auge, und obwohl es schon zwei entgegengesetzte Theorien iiber die
Richtung dieser Sehstrahlen gab (bei Euklid wird die Richtung vom Auge zum
Gegenstand angenommen), spielte dies fiir die bearbeiteten geometrischen Fra-
gen natiirlich keine Rolle. In einem vielhundertjdhrigen Proze8 wandelte sich
der Begriffsinhalt der Optik allméhlich: Wihrend ,, Dioptrik“ noch im 1. Jh.
nach Chr. lediglich die Lehre vom Peilen mittels , Diopter” ist, wird daraus
schliefflich die Lehre vom Durchgang der Sehstrahlen durch die Grenzschich-
ten zwischen unterschiedlichen Medien. Im islamischen und européischen Mit-
telalter treten Fragen der Anatomie und Physiologie des Auges hinzu, auch
psychologische Fragen des Sehens wie z.B. eine ausgedehnte Klassifikation op-
tischer Tauschungen. Erst sehr spét, etwa seit Kepler, wird Optik zu einem
Teilgebiet der Physik und insbesondere zur Lehre von der Natur des Lichtes
und seiner Ausbreitung.

Ist Euklids ,,Optik* aus der Sicht heutiger Optik einerseits ungeheuer primitiv,
so enthélt sie andererseits einen grofartigen wissenschaftlichen Gedanken, der
wieder — wie fast immer bei Euklid — nur exemplarisch demonstriert und
offensichtlich von denen, die er nicht mehr personlich in seine Gedankenwelt
einfithren konnte, nicht verstanden wurde. Euklid zeigt an vielen, geometrisch
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meist sehr elementaren Beispielen, was man aus dem unmittelbar Beobacht-
baren (das sind hier die Sehwinkel) mit mathematischen Mitteln iiber das
Beobachtete erschliefien, aber auch was man nicht erschliefflen kann (Aufgabe
2.3.5). Dabei 148t er keinen Zweifel, daf er dies zunéchst als eine geometrische
Hilfswissenschaft fiir die Astronomie konzipiert. Die scharfsinnigen Schliisse
des Aristarch von Samos (vgl. 2.4.1) sind ganz in diesem Sinne, und die Le-
bensdaten und -umstéinde beider schliefen nicht aus, dal Aristarch noch ein
direkter Schiiler von Euklid gewesen sein kénnte. (Mehr Details zu Euklids
»Optik* in [Schreiber 1995].)

Die Schrift ,,Uber Teilungen® ist nur in einer arabischen Fassung iiberliefert,
in der alle 36 Aufgaben, aber nur von den vier wohl interessantesten auch die
Losungen enthalten sind (siehe hier Aufgabe 2.3.3). Es geht darum, gewisse
elementargeometrische Figuren durch gerade Schnitte, die gewissen Nebenbe-
dingungen geniigen (z.B. durch einen gegebenen Punkt gehen) in gegebenen
Verhéltnissen des Flicheninhalts zu ,,zerschneiden®. Einige der Aufgaben sind
hervorragend dazu geeignet, zu verstehen, in welcher Weise die in Buch IT der
,Elemente“ systematisch gelehrte geometrische Algebra dazu dienen kann, in
einer zur spateren kartesischen Koordinatenmethode analogen Art iiber Ana-
lyse und Synthese die Losung einer Aufgabe mit Zirkel und Lineal zu finden.
Andere erfordern einen scharfsinnigen Trick, sind zum Teil nur dazu gestellt,
diesen Trick zu prisentieren (Aufgabe 2.3.4). Alle miteinander haben eigent-
lich keine echte praktische Bedeutung. Umso erstaunlicher ist es, daf sie iiber
Jahrhunderte zum Standardinhalt von Schriften iiber praktische Geometrie
(FeldmeBkunst u.4.) zéhlten. (Mehr Details in [Schreiber 1987, 1994].)

Die Schrift ,,Porismen“ zahlt zu den verlorenen. Wir wissen von ihrer Existenz
und einiges iiber ihren Inhalt aus den Berichten von Pappos und Proklos, aber
sowohl ihr eigentlicher Sinn als auch die Bedeutung des Ausdrucks ,,Poris-
ma“ sind weitgehend ungekléirt, trotz vieler Versuche namhafter Mathemati-
ker (u.a. Fermat und Chasles), dies zu rekonstruieren. Aus der Beschreibung,
die Pappos im VII. Buch seiner ,Synagoge“ (lat. Collectio) gibt, geht zumin-
dest hervor, daf} u.a. im wesentlichen der Satz von Desargues enthalten war,
jedoch in einer eigentiimlichen dynamischen Formulierung:

Ha&lt man von 6 Punkten A, B,C, P,Q, R, von denen P,Q, R;
A, B, P sowie B,C,Q und A, C, R je auf einer gemeinsamen Gera-
den liegen, P, @, R fest und bewegt A und B lings zweier Geraden,
so bewegt sich auch C' auf einer Geraden (Abb. 2.3.7).

Man konnte daraus schlieffen, dafl Euklid in den , Porismen* mittels geome-
trischer Figuren so etwas wie funktionale Zusammenhénge erfassen wollte,
indem er einige Teile der Figur (wir wiirden sagen: Parameter) festhilt, eini-
ge (wir wiirden sagen: die unabhingigen Verdnderlichen) einer willkiirlichen
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Verdnderung unterwirft und die Art, wie die restlichen Teile der Figur (die
abhéngigen Verdnderlichen) sich daraufhin verhalten, als eine Art Lehrsatz
ausspricht. Aber um diese Hypothese ernsthaft aufzustellen, wissen wir lei-
der viel zu wenig iiber den urspriinglichen Inhalt. Schon Pappos fiigt ndmlich
verschiedene Sétze Euklids zu einem zusammen und verallgemeinert ihn dann
auch noch, so daf§ sich seine eigene Zutat kaum von Euklids Absicht trennen
1a8¢.

Abb. 2.3.7 Satz von Desargues in der Fassung von Euklid/Pappos

2.4 Alexandrinische (hellenistische) Periode

Unter dem von Aristoteles erzogenen Alexander dem Grofien (356-323), der
als Feldherr des korinthischen Bundes den Kampf gegen die Perser aufnahm,
Kleinasien besetzte, Syrien, Agypten und Palistina unterwarf, Babylon und
Persien eroberte und bis nach Indien vorstie, erfolgten zahlreiche Stédte-
griindungen. Von ausschlaggebender Bedeutung fiir die Entwicklung der Wis-
senschaft und Mathematik wurde die 332/331 vorgenommene Griindung der
Stadt Alexandria am Westrand des Nildeltas. Von 304 bis 30 v. Chr. hatte
die makedonische Dynastie der Ptolemé&er in dieser Stadt ihren Regierungs-
sitz. Dem dortigen Museion, in dem Kiinstler und Gelehrte gemeinsam lebten
und arbeiteten, war die berithmte Bibliothek von Alexandria angegliedert,
die bedeutendste der ganzen Antike. In mehreren hunderttausend Buchrollen
stand den Wissenschaftlern fast die gesamte bis in ihre Zeit verfafite Litera-
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tur als Arbeitsgrundlage zur Verfiigung. So ist es nicht verwunderlich, daf} in
der Wissenschaftsgeschichte, neben der Bezeichnung , hellenistische Periode*
(abgeleitet vom Prozefl der Hellenisierung, dem Entstehen einer einheitlichen
Kultur mit Griechisch als Weltsprache), auch von der alexandrinischen Peri-
ode gesprochen wird. Thre Bliitezeit reichte bis etwa zur Mitte des 2. Jhs. v.
Chr.; der nachfolgende Niedergang der Wissenschaften am Ausgang der Antike
wurde nur gelegentlich noch von bemerkenswerten Einzelleistungen aufgehellt.
Doch behielt Alexandria noch lange Zeit seine Attraktivitéit als Studienort.
Schon Euklid hat wahrscheinlich in der Bibliothek in Alexandria gearbeitet.
Zu deren Direktoren gehérte auch Eratosthenes von Kyrene (2767-1947) —
ihm gelang, basierend auf einer Gradmessung zwischen Alexandria und Sye-
ne (Assuan), eine erstaunlich genaue Bestimmung des Erdumfanges. Er war
ein Zeitgenosse des Archimedes und etwa eine Generation élter als Apolloni-
os. Euklid, Archimedes und Apollonios bilden das herausragende Dreigestirn
des goldenen Zeitalters der griechischen Mathematik. Zeitlich zwischen Euklid
und Archimedes fallt die Wirksamkeit von Aristarch, bekannt als der erste
Astronom, der das heliozentrische Weltsystem formulierte — im 16. Jh. berief
sich Copernicus auf diesen antiken Vorlaufer, der auch eine Erwdhnung in der
Geschichte der Geometrie verdient.

2.4.1 Aristarch

In seiner Abhandlung ,, Uber die GroBen und Entfernungen von Sonne und
Mond“ ging Aristarch von der Annahme aus, Sonne und Mond wiirden, vom
Zentrum der Erde aus gesehen, unter dem gleichen Winkel erscheinen. Dann
betrachtete er die Situation des Halbmondes, wenn genau 50 % der der Erde
zugewandten Mondoberfliche von der Sonne beleuchtet sind: hier bilden die
drei Himmelskorper ein Dreieck mit einem rechten Winkel im Mondzentrum.
Den spitzen Winkel bei der Erde nahm er zu 87° an (in Wahrheit 89°50’) und
die Breite des Erdschattens da, wo ihn der Mond durchquert, zu zwei Mond-
breiten. Die weiteren Uberlegungen Aristarchs folgen in Aufbau und Strenge
dem Vorbild Euklids, sind dariiberhinaus aber auch deshalb von Interesse, weil
sie im Grunde mit trigonometrischen Verhéltnissen arbeiten. Diese Verhaltnis-
se schétzte er in systematischer Weise ab, wie es nach ihm in &hnlicher Weise
auch Archimedes in seiner Kreismessung tat. Aristarch verwendete zwei Séitze:
1) Ist o das Bogenma$f eines Winkels mit o < /2, dann nimmt das Verhéltnis
Siza ab und das Verhiltnis **?® zu, wihrend o von 0 bis /2 anwéichst.
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2) Ist 8 das Bogenmaf} eines zweiten Winkels mit 8 < 7/2 und « > (3, dann
gilt
sina  «a tana
sin 3 < I6] < tan 0
Hierauf aufbauend, bewies er:
1. Die Entfernung Erde-Sonne ist grofler als das 18fache, aber kleiner als das
20fache der Entfernung Erde-Mond.
2. In gleicher Weise verhélt sich der Sonnendurchmesser zum Monddurchmes-
ser.
3. Das Verhiltnis des Sonnendurchmessers zum Erddurchmesser ist grofler als
19 : 3, aber kleiner als 43 : 6.
Gaben auch die konkret ermittelten Werte, wie wir heute wissen, die wirkli-
chen Verhiltnisse nicht richtig wieder, so ist doch die Genialitdt bewunderns-
wert, mit der Aristarch seine Methode entwickelte und durchfiihrte (s. Aufgabe
2.4.1).

(2.4.1)

2.4.2 Archimedes

Archimedes (2877-212; vgl. Bd. 1, Abschn. 4.5), von vornehmer Abstammung,
wuchs in der um 733 v. Chr. von den Korinthern am Ostufer Siziliens gegriinde-
ten Hafenstadt Syrakus auf, die sich immer wieder der Angriffe der Karthager
erwehren mufite. Er war der Sohn eines Astronomen und hat vermutlich in
Alexandria studiert, bevor er wieder in seine Heimatstadt zuriickkehrte. Sei-
ne Arbeitsgebiete umfassen neben der Mathematik die Mechanik, die Optik,
die Hydrostatik und die Technik — im 2. Punischen Krieg soll er durch die
Konstruktion besonders wirksamer Waffen wesentlich zur zwei Jahre andau-
ernden Verteidigung der Stadt gegen die Belagerung durch die Roémer bei-
getragen haben. Entgegen dem Befehl des Heerfithrers Marcellus wurde der
greise Archimedes bei der Einnahme von Syrakus im Jahre 212 v. Chr. von
einem rémischen Soldaten erschlagen — der legendiiren Uberlieferung nach,
als er mit dem Zeichnen einer geometrischen Figur beschéftigt war und dem
herantretenden Romer zugerufen haben soll: ,,Stére meine Kreise nicht!“

Archimedes’ wohl genialste Leistungen gehéren der Vorgeschichte der Infinite-
simalrechnung an. In einer Eratosthenes gewidmeten Schrift iiber die Methode,
die erst 1906 in einer im 10. Jh. angefertigten Abschrift wiederentdeckt wurde,
erliuterte er seine auf mechanischen Uberlegungen basierenden heuristischen
Methoden zur Flichen- und Voluminabestimmung. (Die Abschrift ist ein sog.
Palimpsest, eine Pergamenthandschrift, deren Text im 13. Jh. abgewaschen
und neu iiberschrieben wurde. Gliicklicherweise lief} sich der Archimedes-Text
dennoch entziffern. Diese einmalige Handschrift wechselte am 29. Okt. 1998 in
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einer spektakuldren Auktion ihren Besitzer zum stolzen Preis von zwei Millio-
nen Dollar! [Archimedes h])

Geometrie als solche bildete keinen Schwerpunkt im Schaffen des Archimedes,
hatte freilich bei der Untersuchung infinitesimaler Probleme (wie z.B. der Pa-
rabelquadratur) eine unentbehrliche Hilfsfunktion zu {ibernehmen. Ganz dem
Bereich der Geometrie kann man nur die leider verlorene Untersuchung tiber
halbregelméflige Polyeder zurechnen. Als Beispiel, wie Archimedes geometri-
sche Uberlegungen in seinen Untersuchungen einsetzte, sei die Abhandlung
iiber die Spiralen erwéhnt [Archimedes g]. Archimedes widmete diese Unter-
suchung dem Mathematiker Dositheos, wobei er in einer als Brief an diesen
formulierten Einleitung zunéichst auf andere Arbeiten und friither iibersandte
Beweise einging (man vgl. den Auszug im Anhang A.2 [Archimedes g, S.7]).
Dann fuhr er fort:

,Néachstdem handelt es sich um folgende Probleme iiber die Spirale..., fiir
welche ich dir in diesem Buche die Beweise aufgeschrieben habe. Es sind aber
diese: Wenn ein Halbstrahl sich innerhalb einer Ebene um seinen Endpunkt
mit gleichformiger Geschwindigkeit dreht, bis er wieder in seine Ausgangsstel-
lung zuriickkehrt, gleichzeitig sich aber ein Punkt auf diesem Halbstrahl mit
gleichférmiger Geschwindigkeit vom Endpunkt des Halbstrahls aus bewegt, so
wird der Punkt eine Spirale beschreiben. Ich behaupte nun, daff das Fliachen-
stiick, das von der Spirale und der Anfangslage des Halbstrahls begrenzt wird,
der dritte Teil ist des Inhaltes des Kreises, dessen Mittelpunkt der feste End-
punkt des Halbstrahls ist, und dessen Radius die Entfernung des beweglichen
Punktes nach vollendeter Drehung von diesem Punkte ist. ...«

Als erste Beobachtung ist festzuhalten, da§ Archimedes die (heute nach ihm
benannte) Spirale bewegungsgeometrisch definiert als Kombination einer Ro-
tations- mit einer linearen Bewegung — mit Zirkel und Lineal 148t sich diese
,mechanisch“ erzeugbare Kurve nicht konstruieren. Sodann bemerkt man, dafl
bereits der erste von ihm zitierte Satz eigentlich der Integralrechnung zuzu-
rechnen ist. Denn iibersetzt man die Definition in die Gleichung

r=a@, (2.4.2)

so behauptet er ja (da ein infinitesimales Flichenstiick in Polarkoordinaten als
Dreieck die Grofe 37 - rd¢ hat):

15 4 3 9
/ a“p dp = _ma”. (2.4.3)
0 2 3
Der feste Endpunkt des Halbstrahls nach einer Umdrehung hat den Abstand
2am vom Zentrum, der genannte Kreis also die Fliche 473a?, womit diese
Behauptung des Archimedes bestétigt ist.
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Abb. 2.4.1 Manuskriptseite aus dem Archimedes-Palimpsest
[Auktionskatalog der Fa. Christies, New York 1998]
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Auch die Tangente an die Spirale wurde von Archimedes studiert (vgl. Aufgabe
2.4.2). Zeichnet man senkrecht zu einem Radiusvektor r = OP durch das
Zentrum O eine Gerade und denkt sich im Kurvenpunkt P die Tangente ¢t =
PT gezeichnet, wobei T ihr Schnittpunkt mit dieser Geraden sei, so wird die
Strecke PT als polare Subtangente s; bezeichnet. Archimedes wies nach, daf3
st = T; gilt.

Obgleich die Zuweisung an Archimedes nicht gesichert ist, sei hier noch auf
die nur arabisch iiberlieferte Konstruktion des regelméfligen Siebenecks hinge-
wiesen. Das regelméBige Dreieck, Viereck (= Quadrat), Fiinfeck und Sechseck
lassen sich bekanntlich mit Zirkel und Lineal in einen gegebenen Kreis ein-
beschreiben. Das geht beim Siebeneck nicht mehr — algebraisch fithrt die
Teilung des Kreises in sieben gleiche Teile auf eine kubische Gleichung und
gehort daher der gleichen Problemklasse an wie die Wiirfelverdoppelung und
die Winkeldreiteilung. Die angeblich von Archimedes gefundene Konstruktion
arbeitet zwar auch nur mit diesen beiden Gerédten, verwendet das Lineal al-
lerdings in einer in der euklidischen Geometrie nicht erlaubten Weise: es wird
solange um einen festen Punkt gedreht, bis zwei Dreiecke, von denen eines
bei der Drehung anwéchst, wihrend das andere abnimmt, flichengleich sind
[Scriba 1992]. Es ist dies ein besonderer Typus einer Einschiebungskonstrukti-
on oder sog. Neusis. Das angewandte Verfahren ist verbliiffend und theoretisch
reizvoll, aber nicht praktisch anwendbar.

2.4.3 Apollonios

Fast eine Generation jiinger ist Apollonios von Perge (2607 — 1907; vgl. Bd.
1, Abschnitt 4.5). Auch er studierte in Alexandria bei den Nachfolgern des
Euklid und arbeitete dort lange Zeit. Wie schon erwédhnt, verdréngte seine
Kegelschnittlehre die édlteren Darstellungen. Nur die ersten vier Biicher (=
Kapitel) sind griechisch iiberliefert, drei weitere in arabischer Ubersetzung; das
letzte Buch ist nicht erhalten. Im Gegensatz zu Euklid erlduterte Apollonios in
Vorworten zu den einzelnen Biichern seine Absichten, darin dem Vorgehen von
Archimedes folgend. Das Werk beginnt in Form eines an Eudemos gerichteten
Briefes:

»Apollonios griifit Eudemos.

Falls du bei guter Gesundheit bist und auch sonst sich die Umsténde so ver-
halten, wie du es dir wiinschst, ist es gut. Auch ich kann im allgemeinen nicht
klagen. In der Zeit, die wir gemeinsam in Pergamon verbrachten, bemerkte
ich dein grofles Interesse, mit meinen Untersuchungen {iber die Kegelschnitte
bekannt zu werden. Daher schicke ich dir das erste Buch, das ich inzwischen
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iiberarbeitet habe; die weiteren werden folgen, wenn ich sie zu meiner Zufrie-
denheit beendet habe. Wie du dich erinnern wirst, berichtete ich dir damals,
daf} ich diese Untersuchungen seinerzeit auf Bitten des Geometers Naukrates
aufnahm, als er mit mir in Alexandria zusammen war. Nachdem ich sie in acht
Biichern niedergelegt hatte, gab ich sie ihm — sehr {ibereilt, da er im Begriff
war, abzusegeln. Ich konnte sie daher nicht mehr sorgfiltig iiberarbeiten, ja,
ich hatte alles einfach so niedergeschrieben, wie es mir gerade in den Sinn kam,
und die Revision zuriickgestellt. Daher werde ich jetzt, wie es die Gelegenheit
erlaubt, korrigierte Fassungen herausgeben. . .

Die ersten vier der acht Biicher enthalten eine elementare Einfiithrung ...

[Es folgt eine Inhaltsangabe dieser Biicher.]

Die restlichen Biicher enthalten Ergidnzungen ...

Wenn sie alle herausgegeben sind, steht es allen frei, sie zu lesen und sich ihr
eigenes Urteil dariiber zu bilden, je nach ihrem eigenen Geschmack.

Lebe wohl.

In den Begleitbriefen zu spiiteren Biichern geht Apollonius teilweise ausfiihr-
licher auf die Vorgeschichte der behandelten Themen ein und hélt fest, welche
Teile Ergebnisse seiner eigenen Forschungen wiedergeben. Ein wichtiger Un-
terschied gegeniiber den Vorgingern liegt in der Allgemeinheit, mit der Apol-
lonios in den ,Conica“ seine Sitze formuliert und beweist. BewuBt kniipft
er an Euklid an, wenn er in den ersten vier Biichern die Elemente, also die
Grundlagen der gesamten Kegelschnittlehre, systematisch errichtet, bevor er
sich im zweiten Teil spezielleren Problemen zuwendet.

Apollonios erzeugt die verschiedenen Kegelschnitte alle an einem einzigen
schiefen Kreiskegel (im Fall der Hyperbel iiber die Spitze hinaus zu einem
Doppelkegel verldngert), indem er die ebenen Schnitte unter verschiedenen
Winkeln vornimmt — wie wir sahen, hatte Aristaios die Kurven mittels senk-
rechter, an drei verschiedenen Kreiskegeln angebrachter Schnitte gewonnen.
Dabei diskutierte Apollonios die geometrischen Beziehungen, die wir heute
aus der Scheitelgleichung

v =ra(l£]) (2.4.4)

der Kegelschnitte entnehmen wiirden (mit den Konstanten r = latus rectum,
t = latus transversum). Daraus leiten sich auch die noch heute iiblichen Namen
ab: fehlt das zweite Glied auf der rechten Seite, hat man es mit einer reinen
Flichenanlegung (griechisch: parabole) zu tun; fillt dieses Glied positiv aus,
liegt eine Anlegung mit Uberschuf8 (hyperbole) vor; ist es negativ, eine solche
mit Mangel oder Defekt (elleipsis).

In dieser Form zum Ausdruck gebracht, lassen sich die drei Beziehungen nach-
traglich als die Koordinaten der drei (nicht-entarteten) Kegelschnitte in einem
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schiefwinkligen Koordinatensystem interpretieren, wie es im 17. Jh. von Des-
cartes eingefiihrt wurde. Dessen Achsen werden von einem der Durchmesser
und der Tangente im Schnittpunkt mit dem Kegelschnitt gebildet. Hatte Ar-
chimedes die Kegelschnittgleichungen als Verhéltnisgleichungen definiert, so
bediente sich also Apollonios — wie schon Menaichmos — der Tradition der
Flichenanlegung aus dem 2. Buch Euklids. Nachdem er fiir jede der Kegel-
schnittkurven eine charakteristische Beziehung (symptoma) gewonnen hatte,
brauchte Apollonios nicht mehr auf den stereometrischen Ursprung zuriickzu-
greifen. Tangenten- und Asymptoteneigenschaften, die harmonischen Eigen-
schaften von Pol und Polare und Brennpunktbeziehungen der Kegelschnitte
bilden den Inhalt der weiteren Untersuchungen. Da Apollonios zwischen der
aus einem Ast bestehenden Hyperbel und ‘zwei zugehorigen Hyperbeln’ un-
terscheidet und den Kreis nichts als spezielle Ellipse unter diese subsumiert,
formuliert er beispielsweise den Satz, der demjenigen iiber Pol und Polare nahe
kommt, folgendermaflen:

Zieht man durch den Schnittpunkt zweier Tangenten eines Ke-
gelschnitts, eines Kreises oder zweier zugehoriger Hyperbeln eine
Gerade, die die Kurve in zwei Punkten schneidet, so wird dieje-
nige Strecke auf ihr, die zwischen diesen Punkten liegt, durch die
Verbindungslinie der Beriihrungspunkte der Tangenten und den
Tangentenschnittpunkt im gleichen Verhiltnis geteilt?.

Im Gegensatz zu Euklids Elementen, die auch im Mittelalter und bis weit
in die Neuzeit hinein (freilich oft nur auszugsweise) Grundlage des Geome-
trieunterrichtes bildeten, wurden die Conica des Apollonios zunéchst nur im
islamischen Bereich rezipiert. In Westeuropa erlangten sie erst wieder grofiere
Bedeutung, nachdem im 17. Jh. Kepler die Ellipse als die wahre Bahn eines
Planeten um die Sonne erkannt und Newton diese Bahnform aus dem allge-
meinen Graviationsgesetz abgeleitet hatte.

Apollonios ist Autor einer Reihe weiterer Schriften, wovon aber nur die Ver-
hiltnisschnitte (in arabischer Ubersetzung) erhalten sind. Verschiedene Ab-
handlungen iiber Schnitte handelten von Eigenschaften projektiver Punkt-
reihen, eine andere von Einschiebungen. Auch untersuchte er das nach ihm

3Modern gesprochen bedeutet das: Bezeichnen P und Q die Beriihrungspunkte zweier
Tangenten an einen Kegelschnitt, 7" ihren Schnittpunkt, R’ den T nichstgelegenen, R den
anderen Schnittpunkt einer Geraden durch 7', welche den Kegelschnitt zweimal schneidet
und ist S der Schnittpunkt der Geraden durch 7" mit der Geraden PQ), so wird die Strecke
R'R durch S und T innen und auflen im gleichen Verhiiltnis, also harmonisch geteilt, d. h.
esist RS: SR = RT :TR'.
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benannte Problem, zu drei gegebenen Kreisen in der Ebene (oder ihren Aus-
artungen zu Punkten bzw. Geraden) mit Zirkel und Lineal diejenigen Kreise
zu konstruieren, die die gegebenen beriihren (vgl. Aufgabe 2.4.3).

In manchen seiner Beitrige kniipfte Apollonios an die Arbeiten von Archime-
des an, so bei Untersuchungen iiber Brennspiegel (geometrische Optik) und bei
solchen iiber die regelméfigen Korper (wie wir sahen, hatte sich Archimedes
mit den halbregelméBigen beschiftigt). Hier konnte er den Nachweis liefern,
daB sich die Oberflichen des regelmifligen Dodekaeders und Tkosaeders, die
der gleichen Kugel einbeschrieben sind, wie ihre Volumina verhalten. In Form
einer Bearbeitung des Hypsikles von Alexandria (um 180 v. Chr.) wurde diese
Studie des Apollonios den Elementen Euklids als 14. Buch angehéngt.

2.5 Spatantike, Rom und Byzanz

Nach den drei groflen Theoretikern Euklid, Archimedes und Apollonios hat
die hellenistische Welt keine Mathematiker mehr von wirklich vergleichbarem
Rang hervorgebracht. Auch in den beiden diese ablésenden Kulturen, in Rom
im Westen und in Byzanz im Osten, lassen sich gleich bedeutsame Namen
nicht angeben. Daher erscheint es berechtigt, die Zeit ab der Mitte des 2.
vorchristlichen Jahrhunderts bis zum Zerfall des rémischen Reiches wihrend
der Volkerwanderung (3. bis 6. Jh. n. Chr.) zusammenzufassen. SchlieBllich
soll auch die Spiétbliite der Mathematik in Byzanz, die etwa vom 10. bis 14.
Jh. anzusetzen ist, hier noch betrachtet werden, da sie sich — u. a. auch aus
sprachlichen Griinden — in enger inhaltlicher Verbindung zur griechischen
Mathematik entwickelte.

2.5.1 Heron

In Heron von Alexandria haben wir einen Mathematiker und Techniker vor
uns, iiber dessen Biographie so wenig bekannt ist, dafl man ihn irgendwo zwi-
schen 150 v. Chr. und 200 n. Chr. (oder gar noch etwas spéter) datiert hat
— heute nimmt man an, er habe gegen Ende des 1. Jhs. n. Chr. in Alex-
andria gewirkt. Ahnlich wie Archimedes hat er sich sowohl auf mechanisch-
technischem wie auf mathematischem Gebiet betétigt, auf letzterem freilich
bevorzugt unter praktischen Aspekten, so dafl ein Vergleich mit dem genialen
Theoretiker Archimedes ganz unangemessen wére. Vielmehr war sein Schaf-
fen enzyklopéadisch angelegt und entsprach damit einer Tendenz der Zeit: dem
Bestreben, das klassische Erbe zu sammeln und zu bewahren. Viele seiner
Schriften und Vorlesungen fanden, oft stark {iberarbeitet, weite Verbreitung.
Das lag nicht zuletzt an ihrem auf Anwendungen ausgerichteten Charakter,
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der dieser Epoche entgegenkam. So kniipfte Heron nicht nur an die klassi-
sche Tradition an (z.B. an die Elemente Euklids und an mehrere Schriften
des Archimedes), sondern griff daneben auch auf die babylonisch-#gyptische
Tradition zuriick, wobei er manche nur nédherungsweise giiltige Verfahren {iber-
nahm bzw. weiterentwickelte. In einem (teilweise aus arabischen Erwihnungen
bekannten) Euklid-Kommentar ersetzte Heron viele indirekte Beweise Euklids
durch direkte.

Sein Werk ,,Metrika“ (der griechische Text wurde erst Ende des 19. Jhs. wie-
der aufgefunden) richtete sich vorwiegend an Praktiker. Darin werden, neben
vielen Konstruktions- und Vermessungsvorschriften ebener und raumlicher Ge-
bilde, z.B. zur Berechnung von Quadrat- und Kubikwurzeln auch Ndherungs-
rezepte angegeben, die den algorithmischen Aspekt hervorheben. Das 3. Buch
(= Kapitel) behandelt die Teilung von Flichen und Kérpern nach vorgeschrie-
benen Verhéltnissen, darunter auch die Archimedische Kugelteilung.

Mit Herons Namen noch heute verbunden ist die heronische Dreiecksformel.
Sind die drei Seiten a, b, ¢ eines beliebigen Dreiecks gegeben, ermdoglicht sie,
unter Verwendung der Hilfsgroe s = ;(a + b + ¢) den Flicheninhalt ® des
Dreiecks ohne den Umweg iiber die Berechnung einer seiner Héhen zu ermit-
teln:

= /s(s —a)(s — b)(s —c). (2.5.1)

Obgleich heute nach Heron benannt, kannte schon Archimedes diese Formel.
Zu dem von Heron gegebenen Beweis vgl. Aufg. 2.5.1. Wie Abb. 2.5.1 zeigt,
bedient sich Heron des Inkreises des Dreiecks (Radius 7); die drei von den
Ecken aus zu dessen Mittelpunkt gezogenen Strecken zerlegen das Dreieck in
drei Teildreiecke der Hohe r. Das Einfiigen von zwei rechtwinkligen Dreiecken
ermoglicht dann die Berechnung von r. Auf der abgebildeten Seite gehort, ab-
gesehen von den beiden Figuren, nur der iiber diesen befindliche Schriftblock
zum Heronschen Text; alles weitere sind Randglossen eines ebenfalls griechisch
schreibenden Lesers; sie deuten an, welche Schwierigkeiten dieser hatte, als er
sich bemiihte, den Beweis zu verstehen. Ungewchnlich fiir die damalige Zeit
ist u.a., dal Heron im Beweisgang mit dem Produkt von vier Lingen arbei-
tet (genauer gesagt: dem Produkt von zwei Flichen). Das erlaubt ihm, ohne
Behinderung durch Quadratwurzeln zunichst das Quadrat der gesuchten Drei-
ecksflache auszurechnen. Heron versdumt es, in diesem Fall alle erforderlichen
Hilfsséitze der Elemente Euklids zu zitieren; so erkannte z.B. der Scholiast nicht
sofort, dafl die Verbindungslinien der Eckpunkte mit dem Mittelpunkt des ein-
beschriebenen Kreises zugleich die Winkelhalbierenden sind! Auch fiihrte ihn
in die Irre, dal die beiden Figuren einen Spezialfall anzudeuten scheinen: ein
rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck anstelle des allgemeinen Falles.
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Abb. 2.5.1 Manuskriptseite aus Herons ,,Metrika“ mit dem Beweis der Dreiecks-

formel: Codex Constantinopolitanus Palatii Veteris No. 1 (11./12. Jh.), fol. 71".
[Codex Constantinopolitanus Palatii Veteris No. 1, ed. by E. M. Bruins. Part One: Reproduction
of the Manuscript, S. 138. Leiden: E. J. Brill 1964.]
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2.5.2 Pappos

Neben weiteren Mathematikern, die weniger auf geometrischem als auf an-
deren Gebieten titig waren (wie z.B. der Zahlentheoretiker Diophantos, der
vermutlich um 250 in Alexandria wirkte; vgl. Bd. 1, Abschnitt 4.5), und ne-
ben den Begriindern der Trigonometrie, auf die weiter unten eingegangen wird,
wirkte um 320, also in der Spitzeit, in Alexandria der fiir die Uberlieferungs-
geschichte bedeutsame Pappos. Er gehorte dem Kreis der alexandrinischen
Neuplatoniker an. Seine , Collectiones” sind ein Sammelwerk in acht Biichern;
bis auf das erste und den Anfang des zweiten sind sie sdmtlich erhalten. In der
frithen Neuzeit entnahmen die européischen Mathematiker den , Collectiones*
viele Anregungen, enthalten sie doch wichtige Ausziige aus (teils erhaltenen,
teils verlorenen) Schriften von Euklid, Apollonios, Archimedes und anderen
Mathematikern. Pappos erweiterte diese Ausziige um kritische Kommentare
und bemerkenswerte eigene Zutaten.

Zu diesen gehoren Sétze iiber projektive Gebilde, Bemerkungen zu Extrem-
wertaufgaben und der sog. Guldinsche Schwerpunktsatz an Rotationskérpern
(von Paul Guldin 1641 publiziert!). Pappos formulierte letzteren in einer fiir die
Antike ganz ungewohnlichen Allgemeinheit und bemerkte selbst dazu: ,,Die-
se Sitze, die in Wirklichkeit einer sind, umfassen eine beliebige Anzahl von
Theoremen aller Art iiber Kurven, Oberflichen und Korper, welche alle auf
einmal durch einen einzigen Beweis bewiesen werden.“ Hatte Apollonios den
geometrischen Ort zu drei und vier Geraden diskutiert, so dehnte Pappos die
Untersuchung auf n beliebige Geraden aus — eine Fragestellung, die im 17.
Jh. mehrere Mathematiker zum Studium herausforderte.

2.5.3 Proklos

Aus der in der Spétzeit vermehrt entstehenden Sammel- und Kommentarlite-
ratur sei noch der ausfiihrliche Kommentar des Proklos Diadochos (410-485)
zum ersten Buch der euklidischen Elemente erwihnt. Proklos, nach Studien
in Alexandria Haupt der Akademie in Athen, verfafite auch Kommentare zu
einer Reihe von Dialogen des Plato. Seinen Euklid-Kommentar erdffnete er
mit einer Darlegung der neuplatonischen Philosophie der Mathematik; wich-
tig fiir die Nachwelt wurden vor allen Dingen die vielen wertvollen historischen
Bemerkungen, die Proklos darin iiberlieferte (meist gehen sie auf die verlore-
nen Werke des Eudemos und Geminos zuriick). Proklos setzt sich ausfiihrlich
mit den Prinzipien der Geometrie auseinander, diskutiert das Verhéltnis von
Postulaten, Axiomen und Hypothesen zueinander, erldutert den Unterschied
zwischen Lehrsétzen und Problemen, bespricht Beweisstrukturen und Fach-
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ausdriicke. Die einzige Stelle, an der er iiber Euklid hinauszugehen versucht,
ist, als er sich bemiiht, das Parallelenpostulat zu beweisen, nachdem er einen
Beweisversuch des Ptolemaios zuriickgewiesen hat. Ob Proklos auch Kom-
mentare zu weiteren Biichern der Elemente verfafite, wie er beabsichtigte, ist
ungewif.

Drei Themen sind in diesem Abschnitt noch zu besprechen: die Entstehung
der Trigonometrie, die Schriften der romischen Feldmesser und die Leistungen
der Byzantiner nach der Jahrtausendwende.

2.5.4 Sehnengeometrie

Die Trigonometrie wurde bis hin zu Copernicus (1473-1543) als Bestandteil
der Astronomie aufgefafit und dementsprechend in astronomischen Werken
behandelt — das erste selbstéindige Lehrbuch der Trigonometrie verfafite Re-
giomontanus um 1464, doch erschien es erst posthum fast 70 Jahre spéter
(1533). Erste Elemente hatten wir in der vorgriechischen Mathematik ken-
nengelernt. Die Angabe des Riicksprungs zur Kennzeichnung der Neigung ei-
ner Fliche (etwa einer Pyramide) enthélt ja den Kern einer Tangensfunktion.
Dabei ist freilich zu bedenken, dafl die Babylonier die beiden erforderlichen
MaBangaben (GroBe des Riicksprungs bei gegebener Hohendifferenz) in unter-
schiedlichen Mafleinheiten ausdriickten und sie nicht zu einem gemeinsamen
Oberbegriff, wie ihn die Tangensfunktion darstellt, zusammenfafiten. Auch
ihr Bemiihen, ein Kreissegment durch Sehne und Pfeil zu erfassen, kann man
einer frithen Vorstufe der Trigonometrie zurechnen, basierte doch die ebene
Trigonometrie vor der Einfithrung der Sinus- und Tangensfunktion auf dem
Kreis und dem Studium der Beziehungen zwischen Kreissehnen. (Aus diesem
Grunde ist es auch besser, von Sehnengeometrie zu sprechen und den Begriff
‘Trigonometrie’ zu reservieren fiir jenen Zweig der Geometrie, in dem recht-
winklige Dreiecke samt ihren Seitenverhéltnissen, also die trigonometrischen
Funktionen, zur Anwendung kommen).

Bequemer als das Rechnen mit Sehnen ist dasjenige mit Halbsehnen, wor-
auf die uns geldufigen Winkelfunktionen beruhen. Auf diese kommen wir in
Abschnitt 3.4.4 bei der Behandlung der indischen Geometrie zuriick; denn in
Indien wurden sie zuerst eingefiihrt. In der iiberlieferten griechischen Literatur
kommen sie nicht vor. Mit der Verbreitung der sin-Funktion iiber Indien hinaus
verschwand die etwas umsténdlichere Sehnenrechnung aus der Mathematik.

Zum besseren Verstandnis der Sehnengeometrie ist es jedoch dienlich, sich
vorab den Zusammenhang zwischen der Sehne und dem Sinus klarzumachen
(Abb. 2.5.2). Zeichnet man im Kreis vom Radius r zum Zentriwinkel a die
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Sehne s, so ist die halbe Sehne J, geteilt durch 7, der Sinus von §. Verwendet

man, wie iiblich, fiir die Sehne (lateinisch: chorda, corda) die Abkiirzung ‘crd.’,

so gilt also: sin § = 5 : 7 = ;. Daraus folgt:

s =crd.a = 2r - sin g. (2.5.2)

o2

Abb. 2.5.2 Der Zusammenhang zwischen Sehnen- und Sinusgeometrie

2.5.5 Ptolemaios

Man weif3, dal der Astronom Hipparch im 2. vorchr. Jahrhundert eine Sehnen-
tafel berechnete. Uberliefert ist die Sehnentafel des Ptolemaios. Sie ist enthal-
ten in seinem astronomischen Hauptwerk ,,Matematike syntaxis“, in spéaterer
Zeit auch ,Megalé syntaxis“ genannt (die mathematische bzw. grofie Samm-
lung), dem bis zu Copernicus mafigeblichen astronomischen Lehrbuch. Be-
kannter ist es unter dem arabischen Titel ,,Almagest.*

Klaudios Ptolemaios (ca. 100 — ca. 160), ebenfalls in Alexandria wirkend,
schickte dieser Tafel und ihrer Berechnung die Bemerkung voraus, er wer-
de nur die kleinstmogliche Zahl von Lehrsétzen bringen, die dazu erforderlich
sei — alles Dinge, die schon vor ihm bekannt waren. Er ging von der Berech-
nung der Seitenlédngen der ersten regulédren Polygone im Kreis aus und setzte
sich das Ziel, die Sehnenwerte im Abstand von jeweils einem halben Grad an-
zugeben. Die Linge des Durchmessers setzte er dabei zur Vermeidung von zu
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kleinen Sexagesimalbriichen zu 120 Teilen (partes = p) an, denn — wie in der
Astronomie seit den Babyloniern iiblich — rechnete auch Ptolemaios im Se-
xagesimalsystem. Dieses Vorgehen lieferte ihm mittels elementargeometrischer
Uberlegungen die Sehnen zu folgenden regelmiifligen n—FEcken:

n 3 4 5 6 8§ 10 12
¢ 120° 90° 72° 60° 45° 36° 30°

Mit Hilfe seines Sehnensatzes (einem Aquivalent fiir die Subtraktionsformel
der Sinusfunktion; vgl. Aufgabe 2.5.2) konnte er daraus die Sehne von 12°
berechnen, woraus er durch wiederholte Halbierung die Sehne von 1%0 gewann.
Zum weiteren Vorgehen bemerkte er [Ptolemaios, 32 - 33):

»Nun kann freilich, wenn z.B. die Sehne zu dem Bogen von 1;0 gegeben ist,
die das Drittel desselben Bogens unterspannende Sehne durch geometrische
Konstruktion auf keinerlei Weise gefunden werden. Wire das moglich, dann
hétten wir ja ohne weiteres auch die Sehne zum Bogen von éo zur Verfiigung.
Deshalb werden wir zuerst die Sehne zum Bogen von 1° aus den Sehnen zu den
Bogen von 1%0 und ZO auf methodischem Weg ableiten unter Zugrundelegung
eines Satzes, der zwar mit absoluter Genauigkeit die Groflenbetrége nicht fest-
zustellen vermag, aber bei so minimalen Gréflen doch wenigstens einen Wert
liefern kann, der sich fiir die sinnliche Wahrnehmung von dem absolut genauen
nur ganz unwesentlich unterscheidet.*

Danach zitiert Ptolemaios den besagten Satz wie folgt:

Wenn in einem Kreis zwei ungleiche Sehnen gezogen werden, so ist
das Verhaltnis der gréfleren Sehne zur kleineren Sehne kleiner als
das Verhéltnis des Bogens auf der grofleren Sehne zum Bogen auf
der kleineren Sehne.

Das bedeutet: weil die Winkeldreiteilung nicht elementar konstruierbar ist, be-
diente sich Ptolemaios an dieser Stelle der linearen Interpolation, um schlie3-
lich die Sehne von 1° zu bekommen. Er fand: crd. 1° = 1P2/12”. In seiner
Tafel gab er dann die Léngen der Sehnen fiir Winkel zwischen %O und 180°
in Schritten von jeweils einem halben Grad an, was einer Sinustafel mit der
Winkeldifferenz von 15" entspricht (s. Aufgabe 2.5.2).

Ptolemaios hatte, wie der Leser bemerkt haben wird, die Sehne von 12° aus
den Sehnen von 72° und 60° gewonnen, also aus den Seiten des regelméfi-
gen Fiinfecks und Sechsecks. Von Interesse ist in diesem Zusammenhang seine
Konstruktion der Seite des regelméBigen Fiinfecks (s. Aufg. 2.5.3); denn sie
wich von der von Euklid beschriebenen ab.
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Um 370 verfalte Theon von Alexandria einen Kommentar zu den beiden er-
sten Biichern des Almagest. Dabei wurde er — wie er selbst erwdhnt — von
seiner gelehrten Tochter Hypatia unterstiitzt. Auch soll Hypatia einen Kom-
mentar zu den Kegelschnitten des Apollonios (wie auch zur Arithmetica des
Diophantos) verfait haben; leider sind diese Werke der wegen ihrer Bildung
und Eloquenz beriithmten Wissenschaftlerin, die am Museion in Alexandria
Vorlesungen hielt, nicht {iberliefert. Als Anhéngerin des Neuplatonismus wur-
de sie 415 vom christlichen Pobel ermordet.

2.5.6 Menelaos

Neben der ebenen Trigonometrie benétigt der Astronom aber auch die sphéri-
sche, stellt sich doch der gestirnte Himmel dem Beobachter in Gestalt einer
Kugel dar, so dal die einfachste geometrische Figur das aus Grofikreisbégen
gebildete sphérische Dreieck ist. Eine erste Sammlung von Lehrsédtzen aus
diesem Bereich hatte um 100 v. Chr. Theodosios von Pitane angelegt. Die
Grundlagen dafiir hatte um 100 n. Chr. der in Alexandria wirkende Astronom
Menelaos in seiner ,, Sphérik“ niedergelegt. Dort findet sich erstmals der Be-
griff und eine Definition des sphérischen Dreiecks. Lehrsétze dariiber bringt
Menelaos in Analogie zu denjenigen, die Euklid iiber ebene Dreiecke formuliert
hatte. Zentral war dabei seine Regel der sechs Stiicke. Sie tritt allerdings bei
Menelaos wie auch bei Ptolemaios, der sie ebenfalls beweist, nicht in der Form
einer Aussage zum sphiérischen Dreieck auf, das von einer Transversalen ge-
schnitten wird, sondern wird bezogen auf zwei Grofikreisbogen ADB und AEC
(beide kleiner als ein Halbkreis), die von zwei anderen Groflkreisbégen DFC
und BFE (ebenfalls kleiner als ein Halbkreis) in D, B bzaw. C, E geschnitten
werden. Das Ergebnis wird in einer dem Ausdruck

sinCE sinCF sinDB 953
sinEA  sinFD sinBA (2:53)
gleichwertigen Form angegeben. Heute wiirden wir das eher auf ein sphéri-
sches Dreieck ADC' (mit einer verldngerten Seite ADB) beziehen, das von
dem Groflkreis BEF in B, E, F geschnitten wird, und die Behauptung in der
Form ausdriicken, dafl das Produkt der drei Sinus gleich dem Produkt der drei
anderen Sinus ist (abgesehen vom Vorzeichen):

sin AE -sinCF -sin DB =sin EC -sin FD - sin BA. (2.5.4)

Ahnlich wie beim Sehnensatz des Ptolemaios folgen aus der Regel der sechs
Stiicke (deren Anwendung ja die Kenntnis von fiinf Gréflen voraussetzt, will
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man die sechste berechnen) einfachere Regeln, falls einer oder gar mehrere der
Groflkreisbogen sich iiber 90° erstrecken. Doch sei es dem Leser iiberlassen,
derartige Spezialfille zu betrachten.

2.5.7 Sonnenuhr, Analemma

Die Anregung zur Verkniipfung von Bewegungen auf sphérischen Bahnen und
ebenen Kurven muf} sich in der Astronomie schon friih ergeben haben — so-
bald man ndmlich die einfachste Art der Sonnenuhr, den Gnomon, genauer
zu beobachten begann. Die Agypter verwendeten ihn in Form des Obelisken.
Wie schon erwé#hnt, soll Anaximandros dieses Instrument, das er angeblich in
Babylon kennengelernt hatte, in der ersten Hélfte des 6. Jhs. v. Chr. in Grie-
chenland eingefithrt haben. Markiert man die Tageswanderung des Schattens
der Spitze des senkrechten Stabes auf der (ebenen) Grundfliche, so erhélt man
ja das Bild des Tageskreisbogens des Sonnenlaufs; macht man das in regelméfi-
gen wochentlichen oder monatlichen Abstédnden, spiegeln diese Linien auch die
Verdnderungen im Jahreslauf. So kann man mit diesem Schattenzeiger auch
den Zeitpunkt der Sonnenwenden, die Schiefe der Ekliptik und die geographi-
sche Breite des Beobachtungsortes bestimmen. Daher wurde der Gnomon zu
einem fiir Astronomen wie Geographen unentbehrlichen Instrument, und die
Beschéftigung mit seiner Theorie (d.h. mit Anfingen der Theorie geometri-
scher Abbildungen) war unabdingbar.

Plinius beschreibt in seiner Naturalis Historia (36, 72 f.) ausfiihrlich die groite
antike Anlage, das Solarium des Augustus auf dem Marsfeld in Rom mit sei-
nem 30 m hohen Obelisken. Das Analemma, das ebene Zifferblatt, erstreckte
sich iiber ein Feld von etwa 65 m mal 175 m. Wie Ausgrabungen von Tei-
len desselben vor einigen Jahren ergaben, enthielt es Stundenlinien, Meridian
(Mittagslinie mit Tagesmarken) und Monatslinien sowie eingemeiflelte Tier-
kreisnamen und Angaben zur Jahreszeit ([Buchner 1982]; vgl. Abb. 2.5.3).
Das geometrisch-mechanische Verfahren der Erzeugung des Liniennetzes auf
verschieden geneigten Auffangflichen von Sonnenuhren unter Beriicksichti-
gung der geographischen Breite wurde wahrscheinlich von Eudoxos von Knidos
entwickelt. Ptolemaios widmete dem Problem eine eigene (nur in lateinischer
Ubersetzung erhaltene) Schrift ,, Analemma“. Lediglich arabisch iiberliefert ist
seine Abhandlung ,,Planisphaerium®. Sie wurde nach Revision durch al-Majriti
1143 von Hermann von Kérnten ins Lateinische iibertragen und beschreibt die
Abbildung von Himmelskreisen auf eine Ebene. Ptolemaios wahlte als Projek-
tionszentrum den Siidpol der Himmelskugel und legte die Ebene durch den
Aquator. Diese Abbildung, die stereographische Projektion, liegt dem belieb-
testen astronomischen Instrument des Mittelalters, dem (ebenen) Astrolabium
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Abb. 2.5.3 Solarium und Mausoleum des Augustus auf dem Marsfeld in Rom
(Rekonstruktion) [E. Buchner, in: Archéologische Entdeckungen. Die Forschungen des Deutschen
Arché#ologischen Instituts im 20. Jh., Bd.II S. 180 Abb. 202 Mainz: Philipp von Zabern 1999]

zugrunde. Da sie Kreise in Kreise (bzw. die Meridiane in Geraden) abbildet,
ist sie fiir astronomische Zwecke besonders geeignet.

2.5.8 Kartographie

Auf Abbildungsprobleme stieflen auch die Geographen, sobald sie versuch-
ten, groflere Bezirke oder gar die ganze Oikumene — den ihnen bekannten
Ausschnitt der bewohnten Erde — darzustellen. Dem schon genannten Era-
tosthenes verdankt man die Einfiihrung eines rechtwinkligen Koordinatensy-
stems , gebildet aus Parallelkreisen und Meridianen, die durch feste Punkte
(Stédte, deren Koordinaten man bestimmt hatte) hindurchgehen. Als Mittel-
parallele wihlte er einen durch die Sdulen des Herakles (Gibraltar) gehenden
Breitenkreis. Wurden auch manche Details dieses Entwurfs vom Astronomen
Hipparch kritisiert (der fiir die schwierige Lingenbestimmung die Beobachtung
von Mondfinsternissen vorschlug), so ist doch das von Eratosthenes angewand-
te Verfahren der Zuordnung von Punkten auf der Kugel zu ihren Bildpunkten
in der Kartenebene geometrisch klar bestimmt. Der Geograph Strabon (64/63
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v. Chr. — 20 n. Chr.) verwendete es in seiner, tiberwiegend ldnderkundlich—
historisch orientierten Geographia als Grundlage eines Entwurfs einer Welt-
karte im rechtwinkligen Koordinatensystem .

Ausfiihrlich setzte sich Klaudios Ptolemaios, dessen ,,Geographike hyphegesis“
fiir die geographische Wissenschaft eine dhnlich bedeutsame Rolle spielte wie
sein ,, Almagest* fiir die Astronomie — néamlich die Zusammenfassung und
Ubermittlung des geographischen Wissens zu seiner Zeit —, mit der Theorie
der Projektion auseinander. Er kritisierte die Verwendung der Zylinderpro-
jektion, wie sie sein Vorgénger Marinos von Tyros (Anfang 2. Jh. n. Chr.)
im Anschlufl an Eratosthenes benutzt hatte, wegen der starken Verzerrungen
zu den Polen hin, und propagierte stattdessen zwei Varianten der in dieser
Hinsicht wesentlich giinstigeren Kegelprojektion. Sein grofler Katalog enthélt,
geordnet nach Erdteilen und Léndern, fiir 8.100 Orte die Léngen- und Brei-
tenkoordinaten und bietet somit die Moglichkeit, die entsprechenden Stellen
in einem beliebig konstruierten Koordinatensystem zu markieren. Ob er selbst
eine Karte nach diesen Angaben konstruierte, ist unbekannt.

Marinos hatte die Oikumene auf eine ebene Karte abzubilden versucht, indem
er die Erdoberfliche auf einen die Erdkugel am Aquator beriihrenden Zylin-
der projizierte, wodurch er ein rechtwinkliges Koordinatensystem erzeugte. Die
Idee des Ptolemaios war, der Erde sozusagen eine Kegelhaube aufzusetzen, die
den Globus in einem Breitenkreis beriihrt, der etwa in der Mitte der damals
bekannten bewohnten Zone liegt (Ptolemaios wihlte den durch Rhodos verlau-
fenden Kreis von 54°). Denn dann wird der diesen Kreis enthaltende Streifen
der Erdoberfliche bei der Abbildung kaum verzerrt. Die Meridiane bleiben
auch bei dieser Projektion Geraden, die Breitenkreise werden in Kreisbégen
abgebildet. Nur die nérdlichen und siidlichen Randgebiete werden merklich
in Nord-Siidrichtung gestreckt (Abb. 2.5.4). Um auch diesen Mangel auszu-
gleichen, fiigte Ptolemaios dem auf die Nordhalbkugel aufgesetzten Kegel von
Stiden her einen Gegenkegel an; das fithrt im Kartenbild zu einer Abknickung
am Aquator (vgl. Abb. 5.2.2).

Damit noch nicht zufrieden, entwickelte Ptolemaios eine modifizierte, mathe-
matisch anspruchsvollere Kegelprojektion. Wiederum werden dabei die Brei-
tenkreise als Kreisbogen dargestellt. Diesmal sollen die beiden Breitenkreise
durch Thule (27°) und Syene (66°17") sowie ein dritter, der durch einen Ort
geht, der in gleicher Entfernung wie Meroé spiegelbildlich siidlich des Aquators
mit 106°42" Polabstand gelegen ist, streckengetreu abgebildet werden. Damit
sind fiir jeden Langenkreis drei Punkte vorgegeben; diese werden durch den
so bestimmten Kreisbogen miteinander verbunden. — Wollte man nicht nur
drei, sondern alle Breitenkreise ldngentreu abbilden, wiirden die Léngenkreise
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in transzendente Kurven iiberfiihrt. Ptolemaios wéhlte also eine Anndherung,
die sich mit Zirkel und Lineal konstruieren 148t (vgl. Abb. 5.2.4; die stereo-
graphische Projektion wurde von Ptolemaios zur Herstellung von Erdkarten
nicht in Betracht gezogen.)

Historische Karten aus der Zeit der Renaissance, bei der die Kegelprojektionen
des Ptolemaios verwendet wurden, sind in Abschnitt 5.2 abgebildet. (Die Ent-
wicklung der Kartographie seit der Renaissance ist in geometrischer Hinsicht
dadurch bestimmt, dafl der Kartograph drei Forderungen zu erfiillen bestrebt
ist: Langentreue, Winkeltreue und Flédchentreue. Deren Unvereinbarkeit 18t
sich mathematisch mit Hilfe der im 18. Jh. entwickelten Differentialgeometrie
aufzeigen. Die Fiille der inzwischen bei der Kartenherstellung verwendeten
Projektionen ist daher u.a. eine Folge der Entscheidung, auf welche dieser Ei-
genschaften am ehesten zugunsten anderer verzichtet werden kann. Vgl. auch
Abschnitt 5.2.)

2.5.9 Agrimensoren

Es ist wohl eine allgemein verbreitete Ansicht, dal sich die mathematische
Theorie aus der Praxis heraus entwickelte — auch in der bisherigen Darstel-
lung wurde wiederholt darauf hingewiesen, die Griechen hétten in vielem aus
den vorgriechischen Kulturen Erkenntnisse und praktische Regeln iibernom-
men und diese dann systematisiert, begriindet und zu einem Theoriegebédude
verkniipft. Dabei wird aber oft iibersehen, dafl es nicht nur den Weg von
der Praxis zur Theorie, von den Rezepten und Regeln zum wissenschaftlichen
Lehrbuch gibt. Auch in umgekehrter Richtung wirkt die Beeinflussung; das
hat die mathematikhistorische Forschung nicht immer ausreichend wahrge-
nommen. Bruchstiicke aus mathematischen Theorien kénnen den Weg zuriick
in die Praxis finden. Je nachdem, in wessen Hénde sie dabei gelangen, ist sich
der Anwender des inneren Zusammenhanges und des Giiltigkeitsbereichs einer
Aussage bewuflt, oder die Kenntnis der Struktur und des logischen Aufbaus,
die die Theorie auszeichneten, geht wieder verloren. Dann kann es vorkommen,
daf die iibernommenen Elemente nur halb verstanden und in einer Weise ein-
gesetzt werden, die den Bediirfnissen der Praxis nicht unbedingt in optimaler
Weise gerecht wird.

Ein Beispiel fiir einen solchen Transfer liefern die romischen Feldmesser oder
Agrimensoren. (Ein anderes kann man in den mittelalterlichen Bauhiitten und
ihrer noch bis zu Albrecht Diirer nachwirkenden Tradition sehen; vgl. Kap.
4). Wenn Cicero (in ,,De Divinatione“ I, 17) berichtet, Romulus habe Rom
nach den Regeln der FeldmeBkunst gegriindet (was bekanntlich im Jahr 753
v. Chr. geschehen sein soll), so belegt diese Feststellung wohl eher die hohe
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Wertschitzung dieses Berufs zur Zeit Ciceros (106-43), als daf sie eine histo-
rische Tatsache beschreibt. Denn im rémischen Reich wurden Vermessungs-
aufgaben wohl urspriinglich von verschiedenen ,Berufen“ ausgefiihrt: fiir die
Festlegung von Tempelbezirken waren Priester zustidndig, fiir die Vorbereitung
von Truppenlagern das Militér, fiir den Bau von Wasserleitungen Architekten.
Fiir die erste, von Caesar angeordnete Reichsvermessung (durchgefiihrt 37-20
v. Chr.) zog man offenbar noch griechische Fachleute hinzu. Die Landvertei-
lung nach Eroberungen machte in Rom, das sich, wie bekannt, um den Ausbau
des Rechtssystems grofle Verdienste erwarb, eine Agrargesetzgebung notwen-
dig, als deren Folge ,,Rechtspfleger® benétigt wurden, denen die Ubertragung
in die Wirklichkeit oblag. Auch bei der Neugriindung von Stédten in den Ko-
lonien waren solche Fachleute erforderlich.

Bis gegen Ende des 1. Jhs. n. Chr. hatte sich dann der Stand der Agrimensoren
herausgebildet. Er entwickelte um diese Zeit auch seine eigene Literatur, die
gromatischen Schriften (benannt nach einem einfachen Mefigerit, der Groma
oder Stella, das von Heron zu einem Prézisionsinstrument, der Dioptra, wei-
terentwickelt wurde; s. Abb. 2.5.5). Die Fachliteratur der Feldmesser wurde
im 3. Jh. zum sog. ,,Corpus gromaticorum® zusammengefaft.

Wie die Agrimensoren ihrem Beruf nachgingen, schilderte anschaulich Cassio-
dorus (4807-5757), nachdem er bemerkt hatte, andere Wissenschaften seien
so theoretisch, dafl die Professoren nur eine Handvoll von Studenten haben:

y,Aber der Feldmesser ist mit der Beilegung einer Grenzstreitigkeit betraut,
die entstanden ist, damit mutwilliger Streitsucht ein Ende gesetzt werde. Er
ist ein Richter eigener Art; sein Gerichtshof sind die verlassenen Felder; man
konnte ihn fiir verriickt halten, sieht man ihn gewundene Pfade entlanglaufen.
Wenn er nach Beweismaterial sucht im wilden Gehdolz oder im Dickicht, lduft
er nicht wie du und ich, er sucht sich seinen eigenen Weg. er erklért seine
Feststellungen, er wendet seine Kenntnisse an, er entscheidet Streitigkeiten
durch seine Fufistapfen, und wie ein gigantischer Strom nimmt er dem einen
Stiicke des Landes weg und gibt sie dem anderen. [Dilke 1971, S. 45/46 (engl.)]

Unser heutiges Wissen {iber die geometrischen Kenntnisse der rémischen Feld-
messer stammt vor allem aus Sammelhandschriften, die sich jetzt im Besitz
der Herzog August Bibliothek in Wolfenbiittel befinden. Es handelt sich um
die beiden Codices Arcerianus A und B (benannt nach Johannes Arcerius,
dem sie von 1566 bis 1604 gehorten) und um den Codex Gudianus (nach dem
Handschriftensammler Marquard Gude, 1635-1689). Der Arcerianus wurde im
5.-6. Jh. geschrieben und ist damit die ilteste (vollstindig erhaltene) antike
mathematische Handschrift. Der Gudianus stammt aus dem 9. Jh. In beiden
Fillen haben wir es also mit Abschriften von Texten zu tun, die die Tétigkeit
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Abb. 2.5.5 Rekonstruktion a) der Groma zur Festlegung rechter Winkel

und b) der Dioptra des Heron
[O.A.W. Dilke: The Roman Land Surveyors. Newton Abbot, David & Charles 1971; S. 50, 75]

der Feldmesser oder Agrimensoren betreffen. Zu den Autoren, durch welche
Einzelheiten aus dem Vermessungswesen der Romer bekannt sind, gehoren
Vitruvius (um Chr. Geburt), der ehemalige Offizier Columella, der um 65 n.
Chr. zwolf Biicher tiber das Landleben verfafite, der Architekt und Aufseher
des Wasserwesens in Rom, Frontinus (f um 100 n. Chr.) und die Feldmesser
Hyginus und Balbus.

Zu den Aufgaben der Agrimensoren gehorte neben der Landvermessung auch
die Rechtsprechung, soweit sie Grundstiicksstreitigkeiten betraf. (Ein Beispiel
findet sich im Anhang A.3). Demzufolge sind die Feldmesserschriften auch
nicht einfach Handbiicher der praktischen Geometrie, sondern zugleich juri-
stische Leitfaden. So enthalten sie u.a. eine ausdifferenzierte Fachterminologie
zur Bezeichnung der verschiedenen Feldertypen und ihrer Begrenzungen, die
weit iiber die sonst in der Geometrie iiblichen Ausdriicke fiir ebene Figuren
hinausgeht. Wahrend z.B. Euklid definiert: ,,Eine Grenze ist das, worin etwas
endet,* schreibt der Vermessungsbeamte Balbus: ,,Grenze ist das, bis wohin
das Eigentumsrecht reicht.

Die Grundelemente der Geometrie wurden aber oft in Anlehnung an die von
Euklid gegebenen oder auch bei Heron zu findenden Definitionen eingefiihrt.



2.5 Spétantike, Rom und Byzanz

—_— T
£ i

2
-

&

;( e Vi

mille pecer S+ fradiof ¥ m*rmfuﬂﬂf\'ﬂ"“‘”:s"""”"”’““"’b“"
. e

"‘lanr‘-"uatﬁr‘ﬁ‘l eLogrudmem ecemffitudme. hoeé rﬂ."L!FLAnufohdu ‘f Pl

limeoss soae r b n

) recTim T JhiAduer
———— e — . Mitus ‘soo .
FLU’!KIT‘T
folidy |

. R cczimeid wn‘fﬂ;mgmm’mé finelmreudine megmur udimet’
Fnﬂ-muf‘ feadre miliarma Huminem laaaudiner echif fin i ©

cm-.‘.?‘.‘
:P Limimett quodmm :-F:pnfon :ppclf.mr nofmnﬁrmf'i:cdﬁ'm zuo
[onmﬂ:dmc-m exlaerudinem b, memu&qu eemaam .l ‘-rof' Ledi1fr

aszum foliexanbuf dlaaido nr-cnff'm.:doh{, ponrer.aTopery
o1l inaumzua f L..bnf.:f'e—%wﬁm:im.

= 0O

'1&»

L}ohdumt’fé :Tuodr‘-rm ﬁ:rrwﬂ {chu.zrrr no)'cju.(u‘ﬂm{';. eder :pue{l_; &
muf et Lomz-mxdn-le-n liznidinen .krnrﬁnn.mm memmur,
u'.'F.lT‘Lu.m'l rn-:c urf F1Lu-um er—;mndum ':.rci.mra::m maceral

S hef fvmi liee * s i

0 =

Abb. 2.5.6 Agrimensoren-Handschrift
[Cod. Guelf. 105 Gud. Lat. 2°, fol. 77: geometrische Definitionen,
Herzog August Bibliothek Wolfenbiittel]
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Einige Beispiele aus der Wolfenbiitteler Handschrift Cod. Guelf. 105 Gud. Lat.,
(vgl. Abb. 2.5.6):

Rectum est cuius longitudinem sine latitudine metimur.
(Eine Gerade ist, was wir als Lidnge ohne Breite messen.)

EUuKLID hatte nach der bekannten ersten Definition

Punctum est, cuius pars nulla est
(Ein Punkt ist, was keinen Teil hat.)

als zweite angegeben:

Linea autem sine latitudine longitudo.
(Eine Linie aber [ist] eine Lénge ohne Breite.)

Der Feldmesser nimmt also ausdriicklich die praktische Tétigkeit des Messens
mit in die Definition auf, die fiir den Theoretiker Euklid nur storend wére.
Analog wird bei der Definition der Fliche (planum) und des Korpers (soli-
dum) — man beachte die Zeichnung — vorgegangen. Auf der folgenden Seite
werden dann drei Arten von Linien eingefiihrt: die gerade, die kreisférmige
und die ,flexuose®, also die beliebig gebogene. Mit deren Hilfe kénnen die
verschiedenartigsten Figuren benannt und spéter berechnet werden.

Die von den Agrimensoren verwendeten Naherungsformeln lassen sich teilweise
bis in die vorgriechischen Kulturen zuriickverfolgen. Das gilt sowohl fiir Mef3-
wie fiir Rechenverfahren. Gelegentlich sind auch Verbesserungen zu beobach-
ten, so, wenn die Fliche eines Kreissegmentes mit der Sehne s und dem Pfeil
p (vgl. Formel 1.2.11) nach der Vorschrift

s+p.

F =
2

p+ (;)2/14 (2.5.5)
berechnet wird. Der erste Teil, der die Ersetzung des Segments durch ein
Trapez erkennen 14t, findet sich auch in einem &gyptischen Papyrus (3. Jh.
v. Chr. oder friiher); das Korrekturglied steht in einem umfangreichen Werk
von Columella iiber die Landwirtschaft (64 n. Chr.), das dem Landwirt auch
Grundkenntnisse im Vermessungswesen vermitteln will. Heron diskutiert die
Korrektur ausdriicklich. Der Nenner 14 148t die Verwendung des archimedi-
schen Wertes 272 fiir m erkennen und zeigt damit, wie ein durch theoretische
Uberlegungen gewonnener Wert in die Praxis eindringt, ohne daf8 in der Regel
der Praktiker die Begriindung der Vorschrift einzusehen vermag (vgl. Aufgabe
2.5.4).
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Abb. 2.5.7 Agrimensoren-Handschrift
[Cod. Guelf. 105 Gud. Lat. 2°, fol. 99: Anlage rechteckiger Felder,
Herzog August Bibliothek Wolfenbiittel]
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Zum Abschlufl der Behandlung der Agrimensoren sei zur Veranschaulichung
noch eine weitere Seite aus dem Gudianus abgebildet (Abb. 2.5.7). Sie illu-
striert, wie vor den Mauern einer Stadt in der zwischen Meer und Gebirge
liegenden Ebene rechteckige Felder angelegt werden sollen.

Aus dem Bereich der romischen Kultur sind noch einige Gelehrte aus dem
5./6. Jh. zu besprechen (Martianus Capella, Boethius und Cassiodor). Die
mathematischen Teile ihrer Schriften bildeten, neben elementaren Teilen von
Euklids Elementen, eine wesentliche Grundlage fiir die im Mittelalter erfolg-
te Vermittlung geometrischer Kenntnisse im Rahmen des Quadriviums (der
vier mathematischen Wissenschaften Arithmetik, Geometrie, Astronomie und
Harmonik oder Musik). Sie werden daher in Kap. 4 vorgestellt.

2.5.10 Byzanz

Die Mathematikerschule in Alexandria fiel schliefllich der Heidenverfolgung
zum Opfer, bei der — wie erwdhnt — 415 Hypatia ihr Leben verlor, die Aka-
demie in Athen wurde 529 durch den Kaiser Justinian I. (er regierte von 527
bis 565) geschlossen. In Konstantinopel (seit dem Tod des Kaisers Theodosius
395 unabhingig von Rom) war es den Gelehrten noch etwas linger moglich,
zu arbeiten und ihre sammelnde und kommentierende T#tigkeit fortzusetzen.
Hier wirkten die Erbauer der Hagia Sophia, Anthemios von Tralles (1 534) und
Isidor von Milet, der nach Anthemios’ Tod die Bauleitung iibernahm. Erste-
rer schrieb eine Abhandlung iiber Brennspiegel. Darin bewies er, dafl parallel
einfallende Strahlen von einem parabolischen Spiegel im Brennpunkt gesam-
melt werden. Auch suchte er darin nach einer Anordnung, die einen von der
Sonne ausgehenden Lichtstrahl, der durch ein kleines Loch in einen abgedun-
kelten Raum eintritt, so reflektiert, dafl er unabhéngig von der Tages- oder
Jahreszeit durch einen bestimmten Punkt geht. Es gelang Anthemios, eine
punktweise Konstruktion fiir die Gestalt der Spiegelfliche — ein Ellipsoid —
anzugeben. Aus deren Eigenschaften beziiglich einer festen Ebene (konstan-
te Abstandssumme von zwei festen Punkten) folgerte er die Moglichkeit der
Fadenkonstruktion der Ellipse (s. Aufg. 2.5.5).

Dem mit Anthemios befreundeten Eutokios aus Askalon (* um 480) verdankt
man eine Anzahl wertvoller Kommentare zu Schriften des Archimedes und
Apollonios, worin er u.a. iiber Losungen des Problems der Wiirfelverdoppelung
berichtet, die anders nicht iiberliefert sind. Die ersten vier Biicher der Kegel-
schnitte des Apollonios sind nur deshalb in der Originalsprache erhalten, weil
Eutokios dazu einen Kommentar verfafite. Doch in der Zeit der Bilderstiirme
(726-843) erlebte auch dieses letzte Zentrum, das die griechische Mathematik
zu bewahren versucht hatte, einen deutlichen Niedergang.
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Rektor der 863 durch Bardas neubegriindeten Universitéit in Konstantinopel
wurde der Philosoph Leon von Byzanz, nachdem er ein Angebot, an den Kali-
fenhof in Bagdad zu kommen, ausgeschlagen hatte. Er hielt seine Schiiler zum
Abschreiben klassischer philosophischer wie mathematischer Schriften an. Eine
damals entstandene Euklid-Handschrift wird heute in Oxford aufbewahrt, eine
Archimedes-Abschrift gelangte spéter iiber den Hof der unteritalienischen Nor-
mannen in den Besitz der Pédpste und wurde im 16. Jh. intensiv studiert, bevor
sie verlorenging. Auch die schonste der erhaltenen Ptolemaios-Handschriften
wurde damals in Byzanz kopiert.

Im 10. bis 14. Jh. bildete sich allméahlich in Konstantinopel wieder eine diinne
Oberschicht heraus, die an philosophischen und mathematischen Studien inter-
essiert war und sich bewuf3t der griechischen Sprache bediente. Erneut waren
in dieser Phase der byzantinischen Mathematik die Wissenschaftler bestrebt,
das griechische Erbe sammelnd zu bewahren und weiterzufithren. Es machen
sich in diesem Zeitraum allerdings auch neue Einfliisse bemerkbar: solche des
lateinischen Mittelalters, solche aus dem Bereich der arabischen Kultur und
Wissenschaft und die Beriihrung mit dem indischen Ziffernrechnen und ande-
ren indischen Methoden.

Um 1050 wird Michael Psellos Leiter der erneuerten Universitédt, an der man
sich mit der Philosophie und Wissenschaft von Platon und Aristoteles — nicht
zuletzt mit dessen logischen Schriften — kritisch kommentierend auseinander-
setzt. Psellos schlofl sich Platon und Proklos in der Auffassung an, die Mathe-
matik sei das Bindeglied zwischen der Welt der Ideen und den korperlichen
Dingen und zugleich ein Mittel, die Schiiler zum abstrakten Denken zu er-
ziehen. In seine Lebenszeit fiel die endgiiltige Spaltung (1054) der Kirche in
die west- und die ostromische. Anderthalb Jahrhunderte spéater, wihrend des
4. Kreuzzuges (1202-1204), kam dann Byzanz unter westromische Herrschaft
und wurde bis 1261 vom lateinischen Kaisertum regiert.

Im 12. Jh. machten die Byzantiner die erste Bekanntschaft mit den indischen
Zahlen, wie Randnoten in einer Euklid-Handschrift belegen. Erstmals wird das
indische Rechnen in einer anonymen Schrift von 1252 erlédutert; eine spétere
Darstellung verfafite Maximos Planudes (12557-1310). Er lebte bereits unter
der 1261 beginnenden, rund 200 Jahre dauernden Herrschaft der Dynastie
der Paléologen, unter der die eigentliche humanistische Bliitezeit der byzan-
tinischen Mathematik zu verzeichnen ist. Nikolaos Rhabdas (f 1350) gab im
Jahr 1340 diese Abhandlung heraus, zugleich verfafite er eine Schilderung des
Fingerrechnens.

Auf geometrischem Gebiet arbeitete Theodoros Metochites (12607-1332) u.a.
iiber die Elemente des Euklid, iber Apollonios und Ptolemaios. Zur gleichen
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Abb. 2.5.8 Mausoleum der Galla Placidia in Ravenna.
Byzantinische Mosaiken mit Sternen und geometrischen Ornamenten schmiicken die
Gewolbe des Grabmals, erbaut im 5. Jh. fiir die Tochter von Theodosius I., dem
Groflen, der als letzter Alleinherrscher das romische Weltreich regierte. [Foto Alten]

Zeit schrieb Johannes Pediasimos eine praktische Geometrie im Stil Herons von
Alexandria. Der zweisprachige Basilianerménch Bernhard Barlaam (12907—
13487) aus Kalabrien, der 1339 als byzantinischer Gesandter mit Papst Bene-
dikt XII. iiber eine Wiedervereinigung der ost- mit der westromischen Kirche
verhandelte, interpretierte das 2. Buch der Elemente Euklids arithmetisch-
algebraisch. Isaak Argyros (13107-1371) schrieb Scholien zum 1. bis 6. Buch
der Elemente. Den Niedergang vor Augen, nachdem sich die Unionsverhand-
lungen mit den Pépsten zerschlagen hatten und die Tiirkengefahr wuchs, emi-
grierten viele Gelehrte nach Italien und gaben dort ihr Wissen an die auf-
blithende Wissenschaft der Renaissance weiter (vgl. Kap. 5).

Zum Abschlufl mufl betont werden, dafl die Erforschung der byzantinischen
Mathematik keineswegs abgeschlossen ist, da viele Handschriften bisher nicht
ediert und ausgewertet wurden. Die Zusammenarbeit von Mathematikhistori-
kern und Byzantinisten, wie sie zum Beispiel Kurt Vogel und Herbert Hunger
um 1960 vorbildlich verwirklichten, ist dabei unumgénglich. Eine Intensivie-
rung dieser Erforschung wére aufgrund der Stellung der byzantinischen Ma-
thematik im Schnittpunkt der gegenseitigen Beeinflussung von Ost und West
dringend zu wiinschen.
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Die klassischen Probleme in der griechischen Mathematik

~ 585 Thales Durchmesser halbiert Kreis; rechtwinkliges Dreieck in Halb-
kreis
=~ 550 Pythagoras 7, regelméfBiges Fiinfeck im Kreis
Pythagoreer
~ 450 Hippasos Zwolfflichner (Dodekaeder); Entdeckung des Irrationalen
=~ 440 Hippokrates Quadratur der Kreismoéndchen; Einschiebung von zwei mitt-
leren Proportionalen z,y (& = Z = ¥ zur Loésung des deli-
schen Problems
~ 434 Anaxagoras Kreisquadratur versucht (wie?)
~ 430 Antiphon Kreisquadratur mittels einbeschriebener 3 - 2" —Ecke oder 4 -
2™ —Ecke
~ 420 Hippias Winkelteilung mittels ¥ = 7r¢}2
=~ 410 Bryson Kreisquadratur mittels ein- und umbeschriebener Vielecke;
Zwischenwertsatz
~ 390 Archytas Einschiebung zweier geometrischer Mittel, stereometrisch
gelost
~ 380 Theaitetos Fiinf platonische Korper mit umbeschriebenen Kugeln
~ 370 Eudoxos Irrationalitétentheorie; ‘platonische’ bewegungsgeometrische
Einschiebung von zwei geometrischen Mitteln ?
~ 350 Briider Deino-  Kreisquadratur mittels der Kurve von Hippias (‘Quadra-
stratos u. Me-  trix’); Parabel und Hyperbel fiir zwei geometrische Mittel
naichmos
=~ 330 Euklid »Elemente*: mit Zirkel und Lineal ausfithrbare Konstruktio-
nen
287-212 Archimedes Kreisquadratur, Kugelvolumen; Siebeneckkonstruktion (nur
arabisch erhalten); Winkeldreiteilung (Papierstreifenkon-
struktion)
=~ 240 Eratosthenes Mechanische Losung fiir das Einschieben von zwei mittleren
Proportionalen
~ 210 Apollonios Kegelschnitttheorie; zwei geometrische Mittel; platonische
Korper
~ 180 Diokles Kissoide
=~ 180 Nikomedes Konchoide (Muschellinie)
~ 75 Heron Neusiskonstruktion fiir zwei geometrische Mittel
857-165?  Ptolemaios Sehnentafel (Winkeldreiteilung)
~ 320 Pappos Sammelwerk ,, Collectiones* mit historischen Berichten
=~ 370 Theon Euklid-Bearbeitung
=~ 460 Proklos Kommentar zum 1. Buch der Elemente Euklids
~ 520 Simplikios Ausziige aus Eudemos (um 320 v. Chr.): Bericht iiber Ménd-
chenquadratur des Hippokrates
~ 520 Eutokios Kommentar zu Archimedes’ ,,Uber Kugel und Zylinder“: Be-

richt iiber die Geschichte des delischen Problems
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2.6 Aufgaben zu 2

Aufgabe 2.1.1: Entfernungsmessung nach Thales

Da die Entfernung des Schiffes auf See nicht direkt mefbar ist, soll Thales es einmal
von der Spitze eines Turmes und einmal vom Fufl des Turmes aus angepeilt haben.
Der Turm stellt eine Seite eines Dreiecks dar, die beiden Sichtlinien bilden die beiden
anderen Seiten.

a) Inwiefern ist zur Begriindung dieses Verfahrens der zitierte geometrische Satz
erforderlich?

b) Welche Formel folgt daraus fiir die Berechnung der Entfernung des Schiffes?

Aufgabe 2.1.2: Varianten der Entfernungsmessung nach Thales

Wie konnte Thales die Entfernung eines Schiffes auf See bestimmt haben, wenn kein
geniigend hoher Turm am Ufer zur Verfiigung stand? (Unter der Voraussetzung, dafl
er die ihm zugewiesenen Siitze alle kannte, sind zwei verschiedene Verfahren méglich.)

Aufgabe 2.1.3: Der Goldene Schnitt am Pentagon
Bekanntlich stehen beim regelmiffigen Fiinfeck Diagonale und Seite im Verhiltnis
des Goldenen Schnittes zueinander (vgl. Abb. 2.1.5). Man leite die zwischen dy und
so bestehende quadratische Gleichung her und als deren Losung dieses Verhéltnis.
Wodurch kommt seine Irrationalitéit zum Ausdruck?

Aufgabe 2.2.1: Die Losung des delischen Problems mittels Kegelschnitten

a) Man zeige, wieso der Ansatz von Hippokrates auf die Losung der Wiirfelver-
doppelung fiihrt.

b) Man skizziere die drei darin enthaltenen Kegelschnitte in einem (z,y)-Koordi-
natensystem und bestimme die Groflen z und y.

Aufgabe 2.2.2: Die Quadratrix des Hippias

a) Man zeichne die Quadratrix durch Konstruktion einiger Punkte gem#8 der be-
wegungsgeometrischen Vorschrift (z.B. unter Heranziehung eines Winkelmessers
oder durch fortgesetzte Halbierung der Strecken und Winkel).

b) Man schreibe ihre Polargleichung in der Form p = f(¢).

¢) Der Endpunkt der Quadratrix im ersten Quadranten ist unbestimmt, da in dieser
Lage die sich abwiirts bewegende und die sich drehende Seite zusammenfallen.
Man bestimme durch Grenziibergang den Abstand p vom Ursprung, d.h. die
x—Koordinate dieses Punktes (die y—Koordinate ist dann gleich 0).

d) Inwiefern ist durch seine Position eine Moglichkeit gegeben, die Kreisquadratur
zu bewéltigen?

e) An welchen Stellen werden die Beschréinkungen elementargeometrischer Kon-
struktionen iiberschritten?



2.6 Aufgaben zu 2 97

Aufgabe 2.2.3: Papierstreifenkonstruktion zur Winkeldreiteilung nach Pappos

a) Man zeichne die der Papierstreifenkonstruktion zugrundeliegende Figur, wie im
Text beschrieben.

b) Zum Beweis der Richtigkeit trage man noch die Hilfslinie F'B ein und fille das
Lot von F' auf BE, dessen Fuflpunkt G genannt sei.
Warum ist jetzt BF ebenfalls gleich OB = DF = FE? Bezeichnet man den
kleineren der beiden abgeteilten Winkel SAOD mit 3, so gilt JOFB = 2
(warum?). Aber auch 4BOE = 243 (warum?). Folglich ist & = 34, wie zu
beweisen war.

Aufgabe 2.2.4: Winkeldreiteilung durch Neusis nach Archimedes

a) Man zeichne die im Text beschriebene Figur.

b) Man weise nach: JOBA = JOAB = 2 - JBOC = 4BCO. Dann betrachte man
den Auflenwinkel bei O des Dreiecks ABO (verldngere BO iiber O hinaus) und
iiberzeuge sich, dafl BOD = 3 - JAOE.

Aufgabe 2.2.5: Herleitung der trigonometrischen Winkeldreiteilungsgleichung

a) Man zeichne erneut die der archimedischen Neusis in Aufg. 2.2.4 zugrundeliegen-
de Figur ohne den Kreis, der Ubersichtlichkeit wegen mit neuen Bezeichnungen
wie folgt: Vom Scheitel A des Winkels « aus werde auf dem oberen Schenkel
die Strecke r = AB abgetragen, dann von B aus die nédchste Strecke r zum
Punkt C auf dem unteren Schenkel, dann zwei weitere Strecken der Lénge r
nach oben zu D und wieder nach unten zu E. (Der Ausgangswinkel o darf nicht
zu grofl gewéhlt werden.) Jetzt fille man von den drei Punkten B, C, D die Lote
auf den jeweils gegeniiberliegenden Schenkel, die in F,G, H auftreffen mogen
(man zeichne diese Senkrechten gestrichelt ein). Dadurch sind drei zueinander
dhnliche rechtwinklige Dreiecke entstanden: AAFB ~ NAGC ~ NAHD. Au-
Berdem seien die Basen der drei entstandenen gleichschenkligen Dreiecke als
AC =z, BD = y,CE = z bezeichnet; die Basiswinkel sind «, 2« und 3a (warum
7). Damit sind auf dem unteren Schenkel die Teilstrecken wie folgt festgelegt:
AF =FC =% ,CH = HE = 3, auf dem oberen AB =7, BG =GD =}.

b) Man iiberzeuge sich, dal nun gilt:

AF x/2 r+y/2 x+z2/2
AB~ r oz r4y

oder
T 2rty 2x+z Ttz
ro x Ty +vy o Yy ’
Durch Elimination von y ergibt sich daraus die Gleichung (2.2.4):

2

2 —3r2z —r?2 =0,

wo z gegeben, x gesucht ist.
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¢) Man driicke z durch cosa, z durch cos3a aus und gewinne so die Winkel-
dreiteilungsgleichung in ihrer trigonometrischen Form: Gleichung (2.2.5).

Aufgabe 2.2.6: Die Konchoide des Nikomedes

a) Man iiberzeuge sich, daf} die Polargleichung p = f(¢) der Konchoide die Form

b
= = . . 2.6.1
p a+cos¢ a—+b-seco (2.6.1)

hat (¢ = IDCF).
b) Wie grof} ist der Abstand eines beliebigen Punktes P der Konchoide von der
Geraden AFB?

¢) Man beweise, daf} diese Gerade eine Asymptote ist.

Aufgabe 2.3.1: Pyramidenvolumen nach Euklid

a) In den ,Elementen“, XII,3 wird eine beliebige dreiseitige Pyramide ABCD
mit der Grundfliche G und der Hohe h durch Schnitte durch die Mittelpunkte
E F,G,H,L,K der Kanten in der in Abb. 2.6.1a) gezeigten Weise in zwei zur
Ausgangspyramide dhnliche Pyramiden P, = HKLD, P, = GFCL und zwei
dreikantige Prismen Pry = AEGHKL und Pro = EBKGFL zerlegt, von de-
nen an dieser Stelle schon bekannt ist, dafl ihr Volumen das Produkt von Grund-
fliche und Hohe ist, so daf3 sie zusammen das Volumen igh haben. (Bei Pry
ist die Grundflache ig und die Hoéhe %h, Pry denke man sich zunéchst durch
ein verkehrt herum aufgesetztes kongruentes Exemplar zu einem affin verzerrten
Quader mit der Grundfliche %Q und der Hohe %h erginzt und nehme dann die
Hilfte dieses Produkts!) Da man mit der Vereinigung der beiden Restpyrami-
den P;, P, analog verfahren kann, wobei aber jetzt der Faktor 411 (als Produkt
aus der 2, der Viertelung der Grundfliche und der Halbierung der Hohe) davor-
zusetzen ist, wiirde der heutige Mathematiker ohne weiteres schlieBen, dafl das
Pyramidenvolumen durch die unendliche Reihe

1 1

V:g'h~(4+(4)2+,..(4)"+...), (2.6.2)

das Volumen demnach durch deren Summe ;g - h gegeben wird. Man begriinde
die Formel (2.6.2) und den Wert der Reihe.

b) Euklids Weg zu dieser Volumenformel ist viel umsténdlicher. Indem er benutzt,
daf3 die aus der Pyramide abgespaltenen prismatischen Teile mehr als die Half-
te des Pyramidenvolumens betragen (Woraus folgt das?), zeigt er zuniichst in
X1I1,4-5 durch indirekten Beweis (dhnlich, wie dies spéter Archimedes bei seinen
Herleitungen von Volumenformeln tun wird), daf die Volumina dreiseitiger Py-
ramiden mit gleichen Hohen sich verhalten wie ihre Grundflichen. Schlieflich
wird in XII,7 gezeigt, dafl man jede dreiseitige Pyramide ABCD durch zwei
andere dreiseitige Pyramiden DEFC und ACED, so dafl je zwei von ihnen
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D

Abb. 2.6.1 Figur zu Aufg. 2.3.1

jeweils eine Grundfliche und die zugehérige Hohe gemeinsam haben, zu einem
schiefen dreikantigen Prisma ergénzen kann (Abb. 2.6.1b), woraus sich die Volu-
menformel ergibt. Die Textstelle der ,,Elemente“, in der diese Folgerung explizit
formuliert wird, ist allerdings moglicherweise ein spéiterer Zusatz. Im Verhélt-
nis zur gar nicht offensichtlichen Grundidee von XII,7 ist sie in der Tat fast zu
trivial, um noch ausgesprochen zu werden.

¢) Es gibt aber noch eine merkwiirdige Methode, von der Pyramidenzerlegung in
XII,3 direkt zur Volumenformel zu gelangen. Setzt man némlich voraus, dafl das
Pyramidenvolumen sowohl zur Grundfliche als auch zur Hohe proportional ist,
so ist in der Formel V' = ¢Gh nur noch die Konstante ¢ zu bestimmen. Aus der
in XII,3 angegebenen Zerlegung ergibt sich dann eine lineare Gleichung fiir die
Konstante ¢ mit der Losung ¢ = 3 [Schreiber 1994]. Stellen Sie die Gleichung
auf.

Aufgabe 2.3.2: Konstruktion des regulidren Dodekaeders aus dem Wiirfel

a) In Buch XIII der ,Elemente* wird gezeigt, dal man ein regulidres Dodekaeder
aus einem Wiirfel erhalten kann, indem man in der in Abb. 2.6.2 gezeigten Weise
,» Walmdicher® auf die Wiirfelseiten aufsetzt. (Dies ist bis heute die eleganteste
Methode, die Existenz des regulidren Dodekaeders nachzuweisen.) Uberlegen Sie,
dafl dieser Nachweis notwendig bzw. die Existenz des reguldren Dodekaeders
nicht selbstversténdlich ist.
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b) Nimmt man die Kantenléinge des gegebenen Wiirfels als Einheit, so ist ein be-
liebiges Walmdach durch die beiden Parameter z (0 < x < 1/2) und h(> 0)
bestimmt. Diese beiden Parameter miissen jedoch vier Bedingungen erfiillen

1)Das Trapez eines Daches mufl mit dem anschliefenden Dreieck des anschlie-
Benden Daches in einer Ebene liegen. (Man verwandle dies in eine Gleichung
fiir  und h!)

2)Die entstehenden Fiinfecke miissen lauter gleichlange Kanten haben, d.h.
der First AB eines Daches muf3 genauso lang sein wie die Kante AE vom
First zur Wiirfelecke. (Man verwandle auch dies in eine Gleichung fiir
und h!)

3)Die Winkel der Fiinfecke miissen gleich sein. (Wenn 1) und 2) schon erfiillt
sind, geniigt dafiir, dafl jede Diagonale der Art BD und jede Diagonale der
Art AC gleich der Diagonale C'E, also gleich 1, ist.)

Man priife nach, dafl (wunderbarerweise!) die durch die Bedingungen 1) und 2)
schon eindeutig bestimmte Losung z, h auch die beiden Bedingungen 3) erfiillt.

A
P __B E
h
xI'L i D
C
X
h h

Abb. 2.6.2 Figur zu Aufg. 2.3.2

¢) Aus der beschriebenen Konstruktion des reguléren Dodekaeders ergibt sich, daf
umgekehrt jedem Dodekaeder fiinf Wiirfel einbeschrieben sind. Betrachten wir
das regulire Fiinfeck ABCDE aus Abb. 2.6.2 als Seitenfliche eines regulidren
Dodekaeders, so konnte jede der fiinf Diagonalen die Rolle der Wiirfelkante
CFE iibernehmen. Eine Kongruenzabbildung des regulidren Dodekaeders auf sich
wird gegeben, indem man i) fiir eine willkiirlich ausgewéhlte Ecke A die Bildecke
f(A) festlegt, ii) fiir eine der drei von A ausgehenden Kanten k eine der drei
von f(A) ausgehenden Kanten als Bildkante und iii) fiir eine der an die gewéhlte
Kante k grenzenden Flichen eine der beiden in Frage kommenden Bildflichen
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auswéhlt. Demnach gibt es 20 (Eckenzahl des Dodekaeders) mal 3 mal 2 gleich
120 Deckabbildungen des reguldren Dodekaeders auf sich. Es zeigt sich, dafl
die Gruppe dieser 60 orientierungserhaltenden Abbildungen des regulidren Do-
dekaeders auf sich (das sind Drehungen um seinen Mittelpunkt) isomorph zur
Gruppe As der gerade Permutationen der fiinf einbeschriebenen Wiirfel ist. Man
gebe eine umkehrbar eindeutige Abbildung von der Menge der Drehungen des
Dodekaeders auf diese Menge von Permutationen der Wiirfel an und beweise die
Isomorphie beider Gruppen. Dieser Zusammenhang erwies sich als von grofler
Bedeutung fiir die Nichtauflosbarkeit der Gruppe S5 und folglich fiir den Satz
von Ruffini und Abel iiber die Unlosbarkeit der allgemeinen Gleichung fiinften
Grades in Radikalen. Dies zeigt ein weiteres Mal, wie eng Theorien und Sétze
der neuzeitlichen Mathematik oft mit bis auf Euklid zuriickgehenden Wurzeln
verbunden sind.

Aufgabe 2.3.3: Teilung von Dreiecken in gegebenem Flidchenverhéltnis

Aufgabe 19 der Schrift Euklids iiber die Teilung von Figuren verlangt, ein gegebenes
Dreieck ABC mittels einer durch einen gegebenen Punkt D gehenden Geraden in
zwei flichengleiche Teilstiicke zu zerlegen.

a) Man reduziere diese Aufgabe darauf, aus den Seiten a, b, ¢ des gegebenen Drei-
ecks und zwei die Lage von D beziiglich des Dreiecks charakterisierenden weite-
ren Strecken d, e eine Strecke zu bestimmen, deren Kenntnis die Konstruktion
der gesuchten Geraden ermoglicht.

b) Man 16se das reduzierte Problem auf algebraische Weise und folgere daraus die
Losbarkeit der Aufgabe mit Zirkel und Lineal.

¢) Man iiberlege sich, wie die in b) gefundene Losung auf der Basis von Buch II
der ,,Elemente“ mit Zirkel und Lineal bewerkstelligt werden konnte.

d) Man untersuche (iiber Euklid hinausgehend), wie die Losbarkeit und die Anzahl
der Losungen von der Lage des Punktes D beziiglich des Dreiecks abhéngen. (Ist
z.B. D der Schwerpunkt des Dreiecks, so gibt es ja drei Geraden der gesuchten
Art.)

e) Wie dndert sich alles, wenn statt Halbierung des Flicheninhalts die Teilung in
einem anderen gegebenen Verhiltnis gefordert wird? (Euklid behandelt am Bei-
spiel 1:3 die Teilung in beliebigem rationalem Verhéltnis.) Mufl dieses Verhiltnis,
etwa durch eine willkiirlich geteilte Strecke gegeben, irgendwelchen Bedingun-
gen geniigen, damit die Aufgabe mit Zirkel und Lineal l6sbar bleibt? Hinweis:
Die historische Losung der Aufgaben a),b) kann man in [Schreiber 1987] finden,
eine Losung von d) in [Schreiber 1994].

Aufgabe 2.3.4: Halbierung eines Dreiecks mit aufgesetztem Kreisabschnitt

Eine weitere Aufgabe (Nr. 28) aus der ,, Teilung von Figuren“ verlangt, eine Figur,
die aus einem Dreieck und einem auf eine der Dreieckseiten nach auflen aufgesetzen
Kreisabschnitt besteht, durch eine Gerade in zwei flachengleiche Hélften zu teilen,
die durch den Mittelpunkt des Kreisbogens geht. In Abb. 2.6.3 ist die historische
Losung dieser Aufgabe ohne Begriindung eingezeichnet. Wer die Konstruktionsvor-
schrift bzw. ihre Rechtfertigung daraus nicht rekonstruieren kann, sei auf [Schreiber
1987] verwiesen.



102 2 Geometrie in griechisch-hellenistischer Zeit und Spéatantike

Abb. 2.6.3 Figur zu Aufg. 2.3.4

Aufgabe 2.3.5: Scheinbarer Mittelpunkt einer Strecke in Abhéngigkeit vom Be-
trachterstandpunkt

In seiner ,,Optik“ wirft Euklid die Frage auf, von welchen Punkten aus man eine durch
den Punkt B ungleich geteilte Strecke AC' so sehen kann, daf sie halbiert wirkt. Daf3
es unendlich viele solche Punkte gibt, folgt sofort aus dem Peripheriewinkelsatz: Man
kann den gemeinsamen Sehwinkel o, unter dem die Teilstrecken erscheinen sollen,
sogar vorgeben (Abb. 2.6.4). Moglicherweise entstand aus diesem Problem der Satz
des Apollonios, der Kreise als geometrischen Ort derartiger Punkte in einer Ebene
charakterisiert [Schreiber 1994]: Sind A, B,C in dieser Reihenfolge auf einer Gera-
den gegeben, so konstruiere man mit einem beliebigen Sehwinkel o den zugehorigen
Augpunkt P als Schnitt der beiden Falkreise k1, k2. Bezeichnet M das Homothetie-
zentrum dieser beiden Kreise, so ist MA: MB = MB : MC, also MB? = MA-MC.
Daher ist M allein durch A, B,C' bestimmt und von « bzw. P unabhingig. Da P
auch durch Spiegelung von B an der Geraden g durch die Mittelpunkte der beiden
Kreise entsteht, ist PM = BM, d.h. der variable Punkt P liegt stets auf dem Kreis
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius M B (Abb. 2.6.5). Um zu derjenigen Cha-
rakterisierung dieses Kreises mittels A, B, C zu gelangen, die der Satz des Apollonios
aussagt, bezeichnen wir AB mit a, BC mit b, PA mit ¢, PC mit e (Abb. 2.6.5) Da
nach dem Sinussatz

in Dreieck ABP  a:c=sinJAPB :sinJABP,
in Dreieck BCP  b:e=sin4BPC :sinJCBP

und letzterer gleich dem Sinus seines Nebenwinkels JABP ist, ist JAPB = 4BPC
(gleichbedeutend mit sin JAPB = sin ¢BPC) genau dann, wenn PA: PC =c:e =
a : b. Daher kann der als Ort aller Punkte P mit JAPB = JCBP charakterisierte
Kreis auch als Menge aller Punkte P mit PA : PC = a : b charakterisiert werden
(Apollonios). Man vollziehe diese Uberlegungen nach.

Zwei weitere modern aufbereitete Aufgaben im Anschlufi an Euklids ,,Optik* findet
man in [Schreiber 1995].

Aufgabe 2.4.1: Aristarch von Samos (um 310 — um 230 v. Chr.) hat ein Stiick des
von Euklid in seiner ,,Optik* skizzierten Programms verwirklicht, durch geometrische
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Abb. 2.6.5 Figur zu Aufg. 2.3.5

Uberlegungen aus beobachtbaren Fakten auf die wirklichen GréBen und Entfernungen
weit entfernter Objekte zu schlieflen. Der Leser fertige zu den folgenden Gedanken
selbst Prinzipzeichnungen an und vollziehe daran die Schliisse Aristarchs nach.

a) Wenn von der Erde aus genau die Hélfte des Mondes beleuchtet erscheint (,, Halb-
mond“), bilden Mond, Sonne und Erde (genauer: der Standpunkt des Beobach-
ters auf der Erde) ein beim Mond rechtwinkliges Dreieck, dessen Form bzw.
Seitenverhéltnisse durch den zu messenden Sehwinkel zwischen Mond und Son-
ne vollig bestimmt sind. (Die praktischen Schwierigkeiten bestehen darin, dafl

1)der genaue Zeitpunkt des Halbmondes nicht leicht zu bestimmen ist,

2)der Mond schlecht zu erkennen ist, wenn gleichzeitig die Sonne am Himmel
steht,

3)der Sehwinkel sehr nahe bei 90 Grad liegt und folglich geringe Mefifehler
bereits sehr grofie Auswirkungen auf die Seitenverhéltnisse haben.)

Aristarch fand fiir das Abstandsverhiltnis Erde-Sonne: Erde-Mond die untere
Schranke 18 : 1 und die obere Schranke 20 : 1, folglich einen viel zu kleinen Re-
lativwert fiir den Sonnenabstand, obwohl er durch einen mathematischen Trick
aus FEuklids ,,Optik“ die Abschiitzung zu verbessern suchte.
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b) Unter der zu beobachtenden Annahme, dafl bei einer totalen Sonnenfinsternis
der Mond die Sonne ziemlich genau bedeckt, ergibt sich fiir das Verhéltnis der
Durchmesser beider Himmelskorper ebenfalls ein Wert von ungefihr 19 : 1.

¢) Man beobachtet, dafl bei einer Mondfinsternis der Mond etwa die gleiche Zeit
benétigt, um vollstdndig in den Kernschatten der Erde einzutauchen, wie um
unmittelbar anschlielend daran auf der anderen Seite des Schattens wieder her-
vorzukommen. Demnach ist der Kernschatten der Erde an der Stelle, an der der
Mond ihn durchquert, etwa doppelt so breit wie der Monddurchmesser. (Man
begriinde dies und vergleiche es mit dem Ph#inomen eines Zuges, der genau so
lange braucht, vollstéindig in einem Tunnel zu verschwinden, wie um an der an-
deren Seite wieder zu erscheinen!) Was kann man daraus unter Benutzung der
Ergebnisse von a) und b) iiber die Durchmesser von Erde und Mond erschliefen?

d) Da der gemeinsame Wert des Sehwinkels, unter dem Sonne bzw. Mond erschei-
nen, je etwa 0,5 Grad betrégt (Aristarch hatte einen grofieren Ndherungswert),
entspricht der Umfang beider Kreisbahnen je etwa 720 Durchmessern der betref-
fenden Himmelskorper. Kennt man (laut Eratosthenes) einen ungefihren Wert
fiir den Erddurchmesser, so hat man nun auch absolute Ndherungswerte fiir die
Durchmesser und die Entfernungen von Sonne und Mond. Obwohl Aristarch auf
Grund des laut a) gemessenen Winkels einen viel zu kleinen Wert fiir den Durch-
messer und die Entfernung der Sonne erhielt, ergab sich das qualitativ richtige
Resultat, dafl die Sonne betréchtlich grofler als die Erde ist. Aristarch zog dar-
aus die Konsequenz, es sei sehr unglaubhaft, dafl die riesige Sonne sich um die
kleine Erde dreht. Das Gegenteil sei anzunehmen. In der Antike konnte sich
diese Ansicht nicht gegen die iiberméchtige Physik des Aristoteles durchsetzen.
Copernicus jedoch wufite von seinem Vorgénger und erwéhnte ihn ausdriicklich.

Aufgabe 2.4.2: Die Spirale des Archimedes

a) Man gebe die Untermenge derjenigen Punkte auf der archimedischen Spirale an,
die mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind.

b) Inwiefern kann die Archimedische Spirale als Hilfsmittel zur Rektifikation (Aus-
streckung) des Kreisumfangs verwendet werden und damit indirekt zur Kon-
struktion von 7 7

¢) Auch die Dreiteilung eines beliebigen Winkels kann geleistet werden, wenn eine
Archimedische Spirale als gegeben angenommen wird. Wie hat man vorzugehen?

d) Man bestéitige mit Hilfe der Differentialrechnung das Ergebnis von Archimedes
fiir die Subtangente. Wie kann man daraus eine Konstruktionsvorschrift fiir die
Tangente an die archimedische Spirale gewinnen?

e) Zeichnet man in einem Kurvenpunkt P die Normale n und bringt sie mit der
itber O hinaus verlingerten Subtangente zum Schnitt (der Schnittpunkt sei N),
so ist die Strecke ON = s, die polare Subnormale. Man weise nach, daf} gilt:
$n, = a. (Diese Beziehung wird von Archimedes nicht angegeben!) Welche Tan-
gentenkonstruktion ergibt sich hieraus?
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Aufgabe 2.4.3: Das Problem des Apollonios

a) Im Sonderfall, bei dem die drei gegebenen Kreise im Problem des Apollonios zu
Punkten entartet sind, fallen alle beriihrenden Kreise zu einem zusammen. Wie
findet man dessen Zentrum?

b) Man bestimme fiir den Spezialfall, bei dem zwei Punkte und ein Kreis gegeben
sind, dessen Mittelpunkt den gleichen Abstand von den gegebenen Punkten hat,
die beriithrenden Kreise.

¢) Wie ist zu verfahren, wenn drei kongruente, sich nicht schneidende Kreise gege-
ben sind, deren Zentren die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks bilden? Wie
viele berithrende Kreise gibt es in diesem Fall?

d) Wie hat man im ausgearteten Fall, dafl drei Geraden vorgegeben sind, zu ver-
fahren?

Eine vollstdndige elementare Losung fiir alle Fille findet man in dem Artikel von H.
Begander: Das Apollonische Berithrungsproblem. Mathematische Schiilerzeitschrift
»alpha* 1980, Heft 5, Verlag Volk und Wissen.

Aufgabe 2.5.1: Die heronische Formel
Man beweise die heronische Formel fiir die Fliche ® eines beliebigen Dreiecks & =
V/5(s — a)(s — b)(s — ¢) nach dem Vorbild von Heron (vgl. Abb. 2.5.1).

Man zeichne den Inkreis des Dreiecks ABC (um Ubereinstimmung mit den Figuren
im Manuskript zu erhalten, bezeichne man die Eckpunkte mit A, B, C, von oben im
Gegenuhrzeigersinn beginnend). Dann verbinde man dessen Mittelpunkt O mit den
drei Ecken A, B,C und fille von O aus die Lote auf die drei Seiten a,b,c, deren
FuBlpunkte D, E, F' seien. — Dadurch wird der Umfang des Dreiecks 2s = a + b+ ¢
in 6 paarweise gleiche Stiicke geteilt, deren Lénge die Strecken s —a, s —b, s — ¢
sind, also diejenigen Groflen, die neben s in der zu beweisenden Formel vorkommen.
Der folgende Beweisgang ist dadurch bestimmt, daf§ diese vier Gréfien geometrisch
dargestellt und passend ausgedriickt werden.

Man verlidngere die Dreiecksseite CDB iiber B hinaus um die Strecke AF bis H.
Weshalb gilt jetzt: CH-OD = ® und damit ®2 = CH?-OD? ? Sodann errrichte man
die Senkrechte OL auf OC (die BC in K schneide) und die Senkrechte BL auf BC und
verbinde noch C' mit L. Weshalb liegen jetzt die Punkte C, O, B, L auf einem Kreis,
so dafB gilt ICOB+ JCLB = 2R ? Da auch 4COB + JAOF = 2R (warum ?7), folgt:
JAOF = 4CLB. Daher gilt AAOF ~ ACLB. Dies fithrt auf CH : HB = BD : DK.
Jetzt betrachte man CH? : (CH - HB) = (BD - DC) : OD? (warum gilt das?) und
setze ein in die oben hergeleitete Beziehung ®2 = CH? - OD? :

= CH?-OD*=CH-HB-BD-DC = s(s —a)(s — b)(s — c).
Aufgabe 2.5.2: Der Sehnensatz des Ptolemaios

a) Man beweise den Sehnensatz des Ptolemaios: In einem geschlossenen, einem
Kreis einbeschriebenen Sehnenviereck mit den Seiten a, b, ¢, d und den Diagona-
len e und f gilt: ef = ac+ bd. (Man zeichne dazu das Viereck ABC'D mit den
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Diagonalen e = AC und f = BD. Weshalb sind dann die Winkel $BDC und
JBAC einander gleich? Man verbinde B mit einem auf AC' gelegenen Punkt E,
der so gewihlt ist, dal AABE ~ ADBC. Es ist aber auch AABD ~ ANEBC.
Man bestétige, daf somit gilt: AB-CD = AE- BD bzw. AD - BC =CE - BD,
woraus durch Addition der Sehnensatz folgt.)

b) Man betrachte den Sonderfall, da beide Diagonalen zugleich (verschiedene)
Durchmesser des Kreises sind. Welcher Lehrsatz ergibt sich?

¢) Es sei die Seite d ein Kreisdurchmesser. Der Bogen iiber f werde mit ¢, derje-
nige iiber a mit 1) bezeichnet. Fithrt man der Kiirze halber fiir die Sehne die
Abkiirzung s ein, so daf die zugehorigen Sehnen s(¢) bzw. s(¢) werden, und
setzt mit Ptolemaios den Durchmesser zu 120 an, ergibt sich s(180° —1)-s(¢) =
s(1)-s(180° — @)+ s(¢p—1))-120P. Worin unterscheidet sich, nach Einfiihrung der
weiteren Abkiirzung s(180° — ¢) = ¢(¢), das Resultat von der Differenzformel
der Sinusfunktion?

Aufgabe 2.5.3: Die Konstruktion des regelmifligen Fiinfecks nach Ptolemaios
Man fithre die Konstruktion der Seite eines regulidren Pentagons nach Ptolemaios am
Einheitskreis durch und bestétige algebraisch, dafi sich als Lange die Groflie s5 =
1V/10 — 2V/5 ergibt.

Man zeichne einen Kreis mit Mittelpunkt O und (horizontalem) Durchmesser AOB,
errichte in O die Senkrechte nach oben, die den Kreis in C schneide. Dann halbiere
man den Radius OB in D. Mit einem in D eingesetzten Zirkel {ibertrage man die
Strecke DC' in die Strecke DE auf dem Durchmesser AB, so daf§ E zwischen A und
O zu liegen kommt. Damit ist B durch O im Verhéltnis der stetigen Teilung geteilt
(Nachweis?). Behauptet wird: s; = C'E. Man hat folglich diese Strecke nur noch mit
einem in C angesetzten Zirkel auf den Kreis zu iibertragen, um die erste Fiinfeckseite
in der gewiinschten Position zu erhalten.

Aufgabe 2.5.4: Herons Formel fiir das Kreissegment
Man iiberlege sich, wie Heron (oder wer immer der Ersterfinder war) zu der Formel
(2.5.5) fiir die Fliche des Kreissegments gekommen sein kénnte.

Aufgabe 2.5.5: Herleitung der Ellipsengleichung aus der Géartnerkonstruktion

Man leite aus der der sog. Gartnerkonstruktion der Ellipse zugrundeliegenden Bezie-
hung, dafl die Summe der Verbindungsstrecken eines Kurvenpunktes zu zwei festen
Punkten (den Brennpunkten) konstant ist, die Mittelpunktsgleichung der Ellipse her.

Man wihle dazu die beiden Brennpunkte F; und F5 auf der x— Achse mit den Koordi-
naten —e, +e und bezeichne die konstante Summe der Abstéinde des Kurvenpunktes
P = (z,y) von ihnen mit 2a. Ferner beachte man, dafl fiir die Ellipse die Bezie-
hung €% + % = a? gilt, wobei a die groBe, b die kleine Halbachse und e die lineare
Exzentrizitdt sind.





