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1. In dieser Ubung wenden wir die adiabatische Niherung auf die Schwingungszusténde
des HCN-Molekiils an.
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Das Potential ist ndherungsweise gegeben durch
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V= §kCN (ron — ron)” + §kHC (ruc — mc)’,
wobei rgc und roy der Abstand zwischen dem H- und C- Kern bzw. C- und N- Kern

und % sowie rdy der jeweilige Gleichgewichtabstand ist.

Fiir die Berechnungen werden Jacobi-Koordinaten r und R verwendet (siehe Abbil-
dung), r ist der C-N-Abstand, r = ron, und R ist der Abstand zwischen Proton
und dem Schwerpunkt der C-N-Gruppe, R = ryc + ml\:’_ﬂm ren (my und mg sind
die Massen der N- und C-Atome).

Der kinetische Energieoperator ist in Jacobi-Koordinaten gegeben durch
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Der gesamte Hamiltonoperator lautet deshalb:
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H == 244 Or? - 2up OR? * §kCN (r—ren)” + §kHC (R—ar—rge)”, (1)
wobel o = ml\:’j:jnc

Da der Wasserstoftkern leichter ist als die anderen Kerne, soll das System hier in
adiabatischer Ndherung behandelt werden. R ist dabei der schnelle Freiheitsgrad, r
der langsame.

(a) Zeigen Sie, dass sich die Gleichung

I GP(Rsr)
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_ i Rz + ékHC (R_aT_TIO{C)2 w(R, T) = 6(T)¢(R; r)’ (2)

in der r ein Parameter ist, und die Gleichung
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+ Lhen (r = rP0(r) + ) 9(r) = Bl 3)

in adiabatischer Naherung aus der Schrodingergleichung HU = EV mit dem
Ansatz V(R,r) = ¥(R;r)¢p(r) ergeben.

(Hinweis: Die Rechnung kann analog zur Herleitung in der Vorlesung durchge-
fithrt werden.)

(b) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte der Gleichung (2) als ¢;(r) = h,/?—;(i + 1)
mit ¢ =0,1,2,... sind. Zeigen Sie auch, dass die zugehorige Eigenfunktio-
nen ¥;(R;7r) = xi(R — ar — rlq) sind, wobei x;(z) die Eigenfunktionen des in
der Vorlesung TC I besprochenen harmonischen Oszillators mit m = pg und
w = w/kH—C sind.

MR
(Hinweis: Fiihren Sie die Variable R = R — ar — rj ein.)

(c) Zeigen Sie, dass in adiabatischer Ndherung die Eigenwerte des Hamiltonopera-

tors gegeben sind durch
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E=h E(z‘+—)+h CN(j+—),
MR 2 Ly 2
wobei ¢t =0,1,... und 7 = 0,1,..., und geben Sie die zugehorigen Eigenfunk-

tionen an.

(d) Berechnen Sie h IZ{—; und A k/f_rN in Wellenzahlen. Benutzen Sie:

h=1.055-10"*Js = 5.309 - 10 2 cm's
kuc = 582.5J /m*

ke = 1803.4J /m?

myg = 1.008 amu

me = 12.000 amu

my = 14.003 amu

lamu = 1.661 - 10~ *" kg.

(e) Die Schrodingergleichung mit dem Hamiltonoperator (1) kann auch analytisch
gelost werden. Dann ergibt sich
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E:ﬁw1(i+§>+hw2(j+§)7

wobei fw; = 3311cm™! und hw,= 2096 cm~!. Vergleichen Sie diese exakte
Losung mit dem Resultat in adiabatischer Ndherung.

(f) Wiederholen Sie Teilaufgabe (d) fiir das pCN-Molekiil. Da das Myonium (u),
eine Verbindung zwischen ein pt-Teilchen und einem Elektron, gleiche che-
mische Eigenschaften wie das Wasserstoffatom hat, sind die Potentiale fiir uCN
und HCN identisch. Das Myonium ist aber viel leichter (m,=0.11 amu).

(g) Vergleichen Sie die Antwort bei Teilaufgabe (f) mit dem exakten Resultat:
hw; = 9524 cm ™! und Aws,= 2170 cm ™.



