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KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE 1.1. LOGIK

1.1 Logik

Neben praktischen Erfordernissen/Urspriingen (Arithmetik, Geometrie) ist Logik die phi-
losophische Grundlage der Mathematik (Aristoteles). Die grundlegende aristotelische Lo-
gik wurde im 19. Jahrhundert formalisiert und die sogenannte Pradikatenlogik bildet
heute eine der Grundlagen der modernen Mathematik. Sie hat fiir die Mathematik etwa

die Bedeutung wie die Grammatik in der Sprache.

Pradikat: Eine Folge von Wértern mit Leerstellen
Eigenname: wird in eine Leerstelle eines Pradikats eingesetzt

Diskursuniversum: Eine Menge von Eigennamen

Beispiele:
Préidikat F' ;@ “...ist rot”
Pradikat G' | p:*“...ist groker als ...”

Eigenname z = “Die Tomate”

Eigenname y = “Der Elefant”

Aussage A(z) = Fx “ “Die Tomate ist rot”
Aussage B(z,y) = Gyz > “Der Elefant ist grofer als die Tomate”
Quantoren:

Quantoren erlauben es Aussagen iiber ganze Diskursuniversen zu machen.

Ja: es existiert ein x

V: fiir jedes x
Beispiele:
A(x) = JxFx <o “Es existiert eine Tomate, die rot ist”
B(z) =VxFx > “Jede Tomate ist rot”

Ziel der Pradikatenlogik ist es, Aussagen von nahezu beliebiger Komplexitéit kompakt zu

formulieren und auf ihren Wahrheitsgehalt {iberpriifen zu kénnen.

Gegenstand: Aussagen A, B
Mogliche Werte: Wahr oder falsch.
Negation einer Aussage: —A (nicht A)
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1.1. LOGIK KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

Verkniipfung von Aussagen:

Zur Formulieren komplexerer Aussagen stehen zwei grundlegende Verkniipfungen zur Ver-

fligung.

Konjunktion: AAB (A und B).
Disjunktion: AV B (Entweder A oder B).

Aussagetafel

Verkiipfungen von Aussagen lassen sich ein einer grundlegenden Tabelle zusammenfassen.

A B|-A|AANB|AVB
w w| f W W
w | f f W
f w| w f w
f f| w f f
Beispiele:
A(x) = JxFx <o “Es existiert eine Tomate, die rot ist”
B(z,y) = Yz ANVyGyz > “Jeder Elefant ist grofer als jede Tomate”
C(x) =3z-Fx < “Es existiert eine Tomate, die nicht rot ist”

Letzteres kann man auch lesen als “Nicht alle Tomaten sind rot”. Somit besteht eine

Aquivalenz zwischen den Aussagen Jz—Fx > XNxFx.

Grundlegende Relationen:

Materiale Implikation:

A= B Sprich: Wenn A, dann B.
Aus A folgt B driickt eine hinreichende Bedingung aus. Diese Bedingung (A) muss aber

nicht notwendig sein, damit B wahr ist.

Bikonditional:

A< B Sprich: A genau dann wenn B.

Dies driickt eine hinreichende und notwendige Bedingung aus.
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KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE 1.2. MENGEN

Beweisfiihrung;:

Direkt: A=B
Indirekt: —B = —A (Widerspruchsbeweis)

1.2 Mengen

Die “naive” Definition von Georg Cantor (1895) lautet:

Definition: Menge

Eine Menge M ist jede Zusammenfassung wohlunterschiedener Objekte m (Ele-

mente) zu einem Ganzen.

Schreibweisen:

a€ M (aist Element von M)
b¢ M (b nicht Element von M)

Angabe von Mengen:

Explizit: Aufzdhlen der Elemente
M ={a,b,c}
Implizit: Angabe von Eigenschaft F(z)
M ={x € N|E(x)}
Alle Elemente = aus der Menge N, fiir welche die Aussage E(x) wahr

1st.
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1.3. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN KAPITEL 1.

GRUNDBEGRIFFE

Einfache Mengenalgebra:

Teilmenge:

ACB A Teilmenge von B
Ve A=xzeB

Identitat:

ACBANBCAs A=1B

Vereinigungs- und Schnittmengen:

AUB={z|lr € AVvx € B}
ANB={zlr € ANz € B}

Leere Menge:

) ={x € A|E(x)} wenn E(z) fiir kein x € A wahr ist.

1.3 Algebraische Strukturen

1.3.1 Gruppe

Die Gruppe ist eine der einfachsten algebraischen Strukturen und grundlegend fiir die

Definition komplizierterer Strukturen. Gruppen spielen in der Chemie und Physik eine

wichtige Rolle bei der Beschreibung von Symmetrien.

Eine Gruppe ist definiert beziiglich einer (abstrakten) Verkniipfung “o” von Gruppenele-

menten.
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KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE 1.3. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

Definition: Gruppe

Eine Gruppe ist ein System {G, o}, in welchem die Menge G beziiglich der binéren

[1PN2]

Operation “o” abgeschlossen ist und welches folgende Bedingungen erfiillt:
a) Assoziativ: ao(boc)=(aob)oc  Va,bced
b) Neutralelement: de € G mit

aoce=coa=a VacCG

c) Inverses Element:
Vae G Ja ' €G mit

Definition: Abelsche Gruppe

Eine Gruppe G heiftt Abelsche Gruppe, wenn in ihr das Kommutativ-Gesetz gilt:

aob=boa Va,b € G

Verkniipfungen lassen sich als Gruppentafel darstellen, z.B. fiir G = {e,a}

Beispiel: Permutation von n Objekten:

~

Pk(ala az, . . ) = (apk(l)’ Apr(2) - - )

{P;} bildet eine Gruppe der Michtigkeit n! beziiglich Nacheinanderausfiihrung zweiter
Permutationen, d.h. P,o P; € {P;}

a17a27a3) = <a2yalaa3)
a/17a27a3) == (a17a37a2)

= (P o P)(ay1, as,a3) = P(ay, as, as)

= (a37 ay, a/2)

13



1.3. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

= P, = (P, 0 P}) & Py(ay, as,a3) = (a3, ay, az)

Uberpriifung der Gruppenaxiome — Ubungsaufgabe

Gegenbeispiel: {1,2,3,4. .. 00} und Multiplikation bilden keine Gruppe — Ubungsaufgabe

1.3.2 Ring

Ein Ring ist eine Menge, in der zwei innere Verkniipfungen (Operationen) definiert sind.
Diese werden allgemein als Addition “+” und Multiplikation “ - ” bezeichnet, wobei diese
aber abstrakt aufgefasst werden sollten. Die Bezeichnung “innere Verkniipfung” bedeutet,

dass die Menge beziiglich dieser Operation abgeschlossen ist.

Definition: Ring

Ein Ring ist ein System { R, +, -} aus Menge R und zwei binédren inneren Verkniip-

fungen, fiir welches gilt:
a) {R,+} ist Abelsche Gruppe mit Neutralelement 0.
b) Die Operation “ - 7 (Multiplikation) ist assoziativ:
a-(b-¢c)=(a-b)-¢c VabceR
c) Es gelten die Distributivgesetze fiir alle a,b,c € R
a-(b+c)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c

1.3.3 Korper

Ein Korper ist wie ein Ring durch zwei Operationen definiert, muss jedoch zusétzliche
Bedingungen erfiillen. Korper sind insbesondere mit Bezug auf Zahlenmengen wichtig, da

sie das Funktionieren der uns vertrauten Arithmetik sicherstellen.

14



KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE 1.4. ABBILDUNGEN

Definition: Korper

Ein Korper ist ein System {K,+, - } aus Menge K und zwei bindren inneren

Verkniipfungen, fiir welches gilt:
a) {K,+} ist Abelsche Gruppe mit Neutralelement 0.
b) {K\{0}, - } ist Abelsche Gruppe mit Neutralelement 1.

c) Es gilt das Distributivgesetz fiir alle a,b,c € K

a-(b+c)=a-b+a-c

1.4 Abbildungen

Ein fundamentaler Begriff der Mathematik ist die Abbildung. Bevor wir uns speziellen
Abbildungen zuwenden, wollen wir uns zuerst allgemeinen Eigenschaften widmen, auf die

im Folgenden immer wieder zuriickgegriffen wird.

Definition: Abbildung

Sind A und B zwei nichtleere Mengen, so ist die Abbildung
f:A—B

die Vorschrift, die jedem x € A ein f(z) € B zuordnet.

Definition: Bild

Die Menge f(A) := {f(z)|x € A} heift Bild von A.

Eigenschaften von Abbildungen:

Definition: Surjektiv

Die Abbildung f : A — B heift surjektiv, wenn f(A) = B.

15



1.4. ABBILDUNGEN KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

Dies bedeutet also, jedem Element von A wird irgendein Element von B zugeordnet. Dabei
kénnen durchaus verschiedene Elemente von A auf dasselbe Element von B abgebildet
werden. Es muss jedoch jedes Element von B mindestens einmal erreicht werden, so dass
B das Bild von A ist. Die Méachtigkeit von B kann durchaus kleiner sein, als die von A,

aber nie umgekehrt.

Beispiel:  — 22
f:R—=R,;und f: R, — R, sind surjektiv.
f R — R ist nicht surjektiv, da auf kein x < 0 € R abgebildet werden kann.

Definition: Injektiv

Die Abbildung f : A — B heiftt injektiv, wenn fiir alle x,y € A gilt:

T #y = f(z) # fy)

analog: f(x) = f(y) = T =y.

Jede Zuordnung x € A — f(x) € B ist ein-eindeutig (also umkehrbar), es muss aber nicht

jedes Element von B erreicht werden. Damit kann B also méchtiger sein als A.

Definition: Bijektiv

Eine Abbildung f : A — B heifst bijektiv, wenn sie sowohl surjektiv als auch

injektiv ist.

Dies bedeutet, dass jedem Element = € A genau ein Element f(z) € B zugeordnet wird
und umgekehrt. Damit ldsst sich also eine Abbildung g : B — A finden mit g(f(x)) = =.
Diese Abbildung bezeichnet man dann mit f~! = g und nennt sie Umkehrabbildung. Die

Umkehrbarkeit einer Abbildung ist héufig eine wichtige Eigenschaft.

16



KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE 1.4. ABBILDUNGEN

Die speziellen Abbildungseigenschaften sind im Folgenden grafisch dargestellt:

X Y
] D
2 *B
3 *(C
4
Surjektiv
X Y
\ {
Injektiv
X Y
1 D
2 ‘B
3 +(C
4 A
Bijektiv
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KAPITEL 2. ZAHLEN 2.1. NATURLICHE UND GANZE ZAHLEN

2.1 Natiirliche und ganze Zahlen

Natiirliche Zahlen:

N={1,2,3,...} Ny={0,1,2,3,...}

Ganze Zahlen:
7 =1{0,+1,+2,..}

Diese Mengen bestehen aus abzdhlbar unendlich vielen Elementen, d. h. die Elemente
kénnen durchnummeriert werden, wobei man aber beliebig lange weiterzahlen kann. Das
Abzéahlen oder Durchnummerieren von Mengenelementen basiert genau auf diesen na-
tiirlichen Zahlen, weshalb jede Menge mit abzadhlbar unendlich vielen Elementen genau
dieselbe Machtigkeit besitzt, wie die Menge N. Daraus resultiert die vielleicht etwas irri-
tierende Tatsache, dass N, Ny und Z die gleiche Méchtigkeit besitzen.

Schreibweisen:
Summation:
n n—1
14243+, 4+n=) j=Y (j+1)
j=1 §=0
allg.:
Zaj =a+ a1+ ... +an
j=l
dk=(m—1+1)-k
j=l
Bsp.:
4
Y2 =2+ 24 2= 3.2
=2
T ) T T
j =2 3 4  (4-241)
Multiplikation:

1-2-3~...-n:Hj:n! (sprich: Fakultdt n)



2.2. RATIONALE ZAHLEN

KAPITEL 2. ZAHLEN

Definition: 0! =1

m
Haj:al-alﬂ-..mam,yam
j=l

allg.:
Potenzen:
m
H a = g™ lH+1
j=l
j =
Wir erkennen daran: a' - a™ = a!™™
Daraus folgt: a® = 1 denn
a

0

.a/l

a a a
) ) )
l+1 m—1
_ 04D — 1

In N, Ny und Z sind Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz beziiglich beider

definierter bindrer Verkniipfungen “4” und * -

7 erfiillt. Dagegen stellen die weiteren

Bedingungen fiir die im letzten Abschnitt definierten algebraischen Strukturen unter Um-

standen ein Problem dar.

2.2 Rationale Zahlen

Definition: Rationale Zahlen

Q

i

p,CJGZ,q#O}

Alle vier Grundrechenarten sind definiert und aus der Schule bekannt.

Satz:

Q ist ein Korper beziiglich der {iblichen Addition und Multiplikation.

Beweis: — s. Ubung.

22



KAPITEL 2. ZAHLEN 2.3. REELLE ZAHLEN

Zahlengerade:

Y

\
\
1 0 1 V2 2
—1<0<1<vV2<?2

Q ist dicht, d.h. zwischen z,y € Q liegen unendlich viele z € Q mit z = z + =
n €N
Die Machtigkeit von Q ist abzahlbar unendlich. Dennoch ist Q auf der Zahlengerade nicht

liickenlos!

Beweis:

Annahme: /2 = 2 ecQ

L ¢ 7 = wenn n gerade < m ungerade. (Wenn n und m gerade, dann ist n/m € Z oder
man kann mit 2 kiirzen)

2 = /2= n?=2m? < n gerade, da n? offensichtlich gerade.

Wegen n gerade Jk mit 2k =n kelZ

Einsetzen: (2k)? = 4k* = 2m? = m? = 2k* = m gerade

— Widerspruch!

2.3 Reelle Zahlen

Die rationalen Zahlen konnen den Zahlenstrahl offensichtlich nicht vollstdndig abdecken.

Dieses Problem wird durch die reellen Zahlen behoben.

Definition: Reelle Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen R ist genau der Zahlenkorper, der total geordnet

und vollstandig ist.

R kann aufgefasst werden als die Menge Q, die um alle “Locher” auf dem Zahlenstrahl
erweitert wurde. Jedes & € R kann als eine Dezimalzahl mit unendlich vielen Stellen ge-
schrieben werden.

Geordnet bedeutet, dass fiir jedes Paar x,y € R entweder x > y oder x < y oder x = y gilt.

23



2.4. KOMPLEXE ZAHLEN KAPITEL 2. ZAHLEN

Definition: Betrag

z Tfirz>0
|x| == reR
—x firxz <0

Satz:

Die Betréage reeller Zahlen haben folgende Eigenschaften:
a) Ve eRist [z >0, |[z|=0&2=0

b) Va,y € Rist |z -y| = [z] - |y|

c) Vz,y € R ist (Dreiecksungleichung!)

lz +y| < x|+ y|

Hinweis:

] = Va2 & (Va)*

2.4 Komplexe Zahlen

Problem: Wurzel aus negativem x ?

V=lal = V=1 Vel =2

Imaginire Zahl: 2 = —1 < i = /—1

24



KAPITEL 2. ZAHLEN 2.4. KOMPLEXE ZAHLEN

Definition: Komplexe Zahlen

Der Kérper C der komplexen Zahlen ist die Menge R? der geordneten Paare

reeller Zahlen z,y,u,v € R mit:

(z,y) + (u,v) = (x + u,y +v)

(z,y) - (u,v) = (xu — yv, 2V + Yu)

Wir identifizieren z = (x,y) mit z = x + iy.
=i=(0,1)

=i>=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0)=(-1,0)=—1

Anders ausgedriickt:

C={zlz=(2,y) =z +iyAz,y RN = -1}

z: Realteil von z

y: Imaginarteil von z

Ebenfalls wird fiir z = (z,y) € C geschrieben:
R(z) ==z S(z) =y

Komplex konjugiert:

2 i=x—iy (manchmal auch z)
Hilfssatz:
Es gilt fir w, z € C
a) (w+ 2)* =w* + 2*
(w-z)*=w"-z* (nachrechnen!)
b) (") ==z
c) 2=z & zeR

25



2.4. KOMPLEXE ZAHLEN KAPITEL 2. ZAHLEN

Polardarstellung in der komplexen Zahlenebene

S(2)
//// \\\\
e N
N
s z
, Yoo \\
/ N
/ \
/ \
/ \
/ \
f ¢ 2|
] N L >
\ N T IR(2)
! N S
\ \\ : /
\ AN -/
\ \\ Ly
\ ok
N =Y A § /
N s
N -’
N -
S o _-

Analog zu “Vektoren” konnen wir den Betrag als “Lénge” definieren, die dann zwangslaufig

reell und positiv sein muss.

r=zl=vVa2+y2 =z 2 reRAr>0

Aus der Trigonometrie finden wir noch:

X =7-Ccos¢ Yy = rsin ¢

= |z =r(cos ¢ + isin @) pER

Den “Winkel” ¢ bezeichnen wir als Argument von z.

Bestimmung des Arguments ¢

sin
= ¢ = tan ¢
CoS

8|

¢ = arctan (tan ¢)

= | ¢ = arctan J
x

Problem: 0 < ¢ < 27 aber —F < arctan¢ < 7.
Der arctan ist nur fiir eine Bogenlénge von 7 definiert, womit nur eine Hélfte aller mog-

licher Winkel beschreibbar ist. Es ist jedoch noch unbestimmt, ob ¢ zu den Quadranten
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KAPITEL 2. ZAHLEN 2.4. KOMPLEXE ZAHLEN

mit positivem oder negativem z gehort. Also wird noch sign(x) benétigt, um ¢ vollstéandig

zu bestimmen!
Wie wir spater noch sehen werden, ergibt sich aus der Polardarstellung die oft hilfreiche

=1 e°

Bei Rechenoperationen hat jede dieser Darstellungen gewisse Vor- und Nachteile.

Euler-Darstellung.

Grundrechenoperationen:

Addition und Subtraktion:

¢1 2

snn=x1+iy1 =1r1-¢€" 29 = To +ilYys =71y €'

21+ 2z = (1 £ 22) +i(yr £ y2)

Komponentenweise Addition (— Vektor)
— “Richtung” &ndert sich i.A..

Hinweis:
242" =2R(z) z— 2" =2i3(2)
Multiplikation:
a-z=o(r+1iy) = ar+iay aeR, zeC
=ar-e?
21+ 20 =(x1 +iy1) - (w2 + iys) 21,20 € C

=(z122 — Y132) + i(T1y2 + 2201)

Héufig sehr unpraktisch!
Dagegen lasst sich das Produkt in der Euler-Darstellung sehr einfach und anschaulich

ausfiithren:

21 =11 €9 29 = Tg €92

T e T PUCIE ) R, [cos(¢1 + @) + isin(py + ¢Po)]
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2.4. KOMPLEXE ZAHLEN KAPITEL 2. ZAHLEN

Anschaulich werden die Argumente (Winkel) addiert (Drehung) und die Betréige (“Lén-
gen”) multipliziert (Skalierung):

Damit ist auch abzuleiten:

22" = (re'®)(re ")

= TQei(‘z’_‘z’) = r2e =2

z - z* ist das Betragsquadrat von z.

Da C ein Korper ist, muss es auch inverses Element beziiglich der Verkniipfung “ - ” geben

1

mit z-2~! = 1. Wir kénnen zur Vereinfachung Z statt 2! schreiben und folgendes fordern:

(r-e?)- (F-e?) =1

ropeilere) T i0
r

1 N
:>f=; r#0 und ¢=—0¢

Damit lasst sich nun leicht die allgemeine Division durchfiihren:

21 ~ (&1 (b1 —
_ = Zl . 22 —_ . ez(¢1 ¢2)
zZ9 Ty

Potenzen und Wurzeln:

=z z.. =1 = r" [cos(ne) + isin(ng)]
7= Y Ve = i ol
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KAPITEL 2. ZAHLEN 2.4. KOMPLEXE ZAHLEN
Vorsicht: % ist nur bis auf Vielfache von 27 definiert!
d.h.?+2~k7r5? k=0,1,2,...
n n
Betrachten wir
2k = gi2km/m k=0,1,...,n—1
= Z]TCL — (eiQﬂk/n)" — ei2mk
= 1 = 2} nicht eindeutig, es gibt n Losungen!

Allgemeine Losung:

%:C/;eub/nzk k;:(),l,...,n—l

Bsp: 2 =1=2=+/1
V1= |1 ez k=0,1,2
=1
= VIi=1-%3 =012
= {1, ¢20/3 in/3)
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KAPITEL 3. STOCHASTIK 3.1. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Gegenstand der Stochastik ist die Beschreibung und Modellierung zufélliger Ereignisse.
Sie gliedert sich in Wahrscheinlichkeitstheorie, Kombinatorik und Statistik.

3.1 Wahrscheinlichkeitstheorie

Mathematisch exakt, macht aber keine Aussagen dariiber, was Zufall oder Wahrschein-

lichkeit sind.

3.1.1 Grundbegriffe

Zufallsexperiment ideales, wiederholbares , Experiment mit zufilligem Ergebnis. Ein-
zelnes Experiment — Stichprobe.

Bsp.: Werfen einer idealen Miinze.

Ergebnisraum: = {w;, ws, ...} ist die Menge aller méglichen Stichprobenereignisse.
Bsp.: Kopf oder Zahl 2 = {K,Z}

Ereignis: A ist Aussage iiber Ausgang des Experiments

Ereignisraum: Menge ¥ von Teilmengen von 2. ¥ = {A;, Ay, ...}. Die Ereignisse A;
aus 2 konnen von der Fragestellung abhiangen.
Bsp.: Kartenspiel: 2 = {wy,...,wss} alle Karten.
Abfrage: Ass

Wenn wir die Bedingung ,,Ass” abfragen, resultiert als Ereignisraum z.B.

Y= {{}’ {C}v {h}7 {p}v {k}7 {C, h}u {p’ k}’ {Cv h,p, k}}

Hierbei sind Ay — Ay sog. Elementarereignisse, die Teilmenge entspricht genau einem

Ergebnis.
Wahrscheinlichkeitsmafi: Eine Abbildung P : ¥ — [0, 1] mit P(2) =1
Wahrscheinlichkeitsraum: Tripel (2, %, P)

Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum Jedem der n Elementarereignisse A4, ... A,
zu ) wird die selbe Wahrscheinlichkeit P(A;) = % zugeordnet
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3.1.2 Axiome von Kolmogorow
1. Wahrscheinlichkeit P(A) fiir jedes Ereignis A aus X ist 0 < P(A) <1, P(A) € R.
2. Fir ein sicheres Ereignis ist P =1, z. B. P(Q) = 1.

3. Vereinigung inkompatibler Ergebnisse Ay, As,... (d.h. A;, A; sind disjunkte Men-
gen), fur die gilt (4; N A; =0)

P(AjUAU...)=> P(4)

Bsp.: Miinzwurf:

Q:{K’ Z} Z:{{}a{K}u{Z}’{KaZ}}

PQ) =1
A, disjunkt zu A; = P(A;) =0

Ay, Az disjunkt = P(As) =1 — P(A3)
Annahme Laplaceraum = P(Ay) = P(A3) = 3

3.1.3 Unabhangige Ereignisse

Satz: Unabhéangigkeit

Sind zwei Ereignisse A und B unabhéngig, dann gilt:

P(ANnB)=P(A)- P(B)

In Worten bedeutet dies, Einzelwahrscheinlichkeiten werden multipliziert.

Bsp.: Kartenspiel

Ereignis A: rot Ereignis B: Ass
PA=8=1  PB)=4=}
ANB ={ch}



KAPITEL 3. STOCHASTIK 3.2. KOMBINATORIK

3.1.4 Relative Haufigkeiten

Ausgangspunkt ist ein Zufallsexperiment mit 2 = {wy,...wx}.
Wir machen n Stichproben und finden, dass wy dabei n, mal auftritt. Fiir die Anzahlen

der Stichprobenergebnisse muss dann gelten:

N
E nNe=mn
k=1

Wir betrachten nun, wie oft bei n Stichproben das Ereignis A auftritt, d.h. wir miissen
alle Stichproben zéhlen, bei denen ein w;, € A gemessen wird. Dieses lasst sich schreiben

als

Wir summieren also iiber alle Ergebnisse wy, die im Ereignis A enthalten sind, zdhlen also
die Gesamthéufigkeit von A bei n Versuchen.
Die relative Héaufigkeit ergibt sich dann durch Teilen durch die Gesamtzahl der Versuche

n zu

Die Grofe h,(A) erfiillt alle drei Axiome von Kolmogorow! Fiir Laplace’sche Wahrschein-
lichkeitsraume ist es also naheliegend, die relative Haufigkeit h,,(A) mit der Wahrschein-
lichkeit P(A) in Verbindung zu bringen. Dies lduft auf ein Auszéhlen von Realisierungs-

moglichkeiten n(A) von Ereignis A heraus,

wenn N die Gesamtzahl der Moglichkeiten ist. Die mathematische Form des Auszéhlens

heifst ,, Kombinatorik®.

3.2 Kombinatorik

Die Kombinatorik beschéftigt sich mit der Anzahl moglicher Anordnungen oder Auswahl
von Objekten. Dabei ist wichtig, ob die Objekte unterscheidbar sind oder nicht und ob
die Reihenfolge von Ergebnissen interessiert.

Eine typische Frage wére z.B. die Wahrscheinlichkeit von einem 6er im Lotto. Uns als
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Chemiker interessiert eher die Frage, wie sich Energie auf eine grofse Zahl von Molekii-
len verteilt oder wie viele verschiedene Molekiile sich aus einer gegebenen Anzahl von

Grundbausteinen erzeugen lassen (— Peptide).

3.2.1 Permutationen

Frage: Auf wie viele Arten kann ich die Buchstaben abcd anordnen, wenn jeder Buchstabe
nur einmal verwendet werden darf?

Wir kénnen dieses Problem wie folgt behandeln:

Unsere N-elementige Ergebnismenge sei 2 = {wy, ...wx}, im Beispielfall also {a,b,c,d}.
Die Anordnung in einem N-Tupel (wy,,...wy,) konnen wir durch die Indizes n; € Ay,
Ayn ={1,... N} darstellen, hier also {1, 2, 3, 4 }.

Die Anzahl P(N) der moglichen Anordnungen entspricht damit der Zahl der méglichen
bijektiven Abbildungen f : Qy — Ay zwischen den beiden N-elementigen Mengen.
Vergrofiern wir nun in einem Gedankenexperiment schrittweise die Méachtigkeit von €2 und

Apn von 1 nach N, dann finden wir folgendes:

a) Es gibt n 4+ 1 Abbildungen f(n + 1), um w,; nach A, abzubilden

b) Die Anzahl der Moglichkeiten fiir die restlichen n Elemente
[ = Ap \ f(n+1)

muss P(n) sein, da es sich um alle bijektiven Abbildungen zweier n-elementiger

Mengen handelt.

¢) Wir miissen nun jede Abbildung von a) mit jeder von b) kombinieren und finden somit:
Pn+1)=(n+1)P(n)

d) Fiir n =1 gibt es nur eine Abbildung und P(1) =1

Damit haben wir die Anzahl aller Abbildungen gefunden:

P(N)=1-2-...-N=]]i=N

Wir kénnen dieses auch alternativ wie folgt herleiten:
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a) Fir Abbildung f; : w; — Ay gibt es N Moglichkeiten.
b) Fir fo :wy — A, \ fi1 gibt es noch N — 1 Moglichkeiten, usw.
c) Fir fy :wy — Axn \ {f1,... fu_1} bleibt nur noch eine Méglichkeit.

d) Fiir n =1 gibt es nur eine Abbildung und P(1) =1

Definition: Permutation

Die bijektiven Abbildungen f : A, — A, einer N-elementigen Menge A,, auf sich

selbst heifsen Permutationen. Es gibt genau N! verschiedene Abbildungen dieser

Art.

Fiir die Anordnung der Buchstaben {a,b,c,d} gibt es also genau
P4)=4'=1-2-3-4=24

Moglichkeiten bzw. Permutationen.

3.2.2 Partitionen

Bei den sogenannten Partitionen handelt es sich um die Fragestellung, wie viele Moglich-
keiten es gibt, um N unterscheidbare Objekte auf r Klassen zu verteilen. Die Reihenfolge
innerhalb der Klassen spielt dabei keine Rolle.

Bsp.: 20 Studierende sollen auf 3 Ubungsgruppen verteilt werden, welche 8, 7 und 5 Stu-
dierende haben. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es?

Lésung:
a) Jedem Objekt wird genau ein Platz zugewiesen
— N! Permutationen.
b) Plétze werden aufgeteilt in r Klassen mit je N; Plitzen und > 5, N; = N.
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c) Innerhalb einer Klasse gibt es dann N;! Permutationen, die jedoch keine Rolle spielen

N!
Nyl Nyl O N,!

Py(Ny,...N,) =

Fiir unser Beispiel ergibt sich damit:

20!
SR 99.768.240 ~ 10%

Ein in der Chemie wichtiges Beispiel ist die Boltzmann-Verteilung. Diese behandelt die
Frage, wie sich die Gesamtenergie eines Systems auf die Zustédnde von N Molekiilen ver-

teilt.

3.2.3 Binomialverteilung

Ein wichtiger Spezialfall von Partitionen ist die sogenannte Binomialverteilung. Hierzu
bilden wir ,bindre Worte” der Lénge n aus genau zwei Buchstaben, z. B. “0” und “1”.
Wenn wir nun also k£ mal “1” vorgeben, verbleibt automatisch (n — k) mal “0”. Mit dem
vorher gelernten konnen wir sofort angeben, wie viele Realisierungsmoglichkeiten es fiir

vorgegebenes n und £ gibt:

Die Zahlen P, (k) heiffen Binomialkoeffizienten. Ein besonders hilfreiches Schema ist das
sogenannte Pascal’sche Dreieck, in dem die Binomialkoeffizienten in einfacher Weise kon-
struiert werden kénnen. Den Wert von P, (k) kann man in der n-ten Zeile als k-tes Zei-
lenelement ablesen. Eine neue Zeile kann man konstruieren, indem man ganz links und
ganz rechts eine eins eintriagt und ansonsten immer die beiden direkt dariiber stehenden
Zahlen addiert:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 D 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 26 70 o6 28 8 1
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b)

Anwendungen

Binomischer Lehrsatz
Fiir a,b € R und n € N gilt:

(a+b)" = (n) a"b"k
k
k=0

Begriindung:

n-te Potenz entspricht der Summe {iber alle bindren Worte der Lange n aus
a und b, wovon es genau 2" gibt. Wegen Kommutativitdt der Multiplikation
kbn—k

sind fiir vorgegebenes k alle Anordnungen von a gleich und davon gibt

genau (Z) Moglichkeiten.

Zufallsexperiment mit ja/nein - Ergebnis.
n Miinzwiirfe liefern entweder Kopf oder Zahl (0,1). Wie viele Realisierungsmog-
lichkeiten gibt es fiir £ mal “1” bei n Wiirfen?

— bindres Wort von Lange n mit k£ mal “1”.
Wahrscheinlichkeit fiir £ mal “17?
Da jeder einzelne Miinzwurf vom vorhergehenden unabhéngig ist, multiplizie-
ren sich die Wahrscheinlichkeiten. D. h., die Wahrscheinlichkeit fiir die Abfolge
“110” ist w(1) - w(1) - w(0). Da die Multiplikation kommutativ ist, ergibt sich
aber dieselbe Wahrscheinlichkeit fiir die Abfolge “101” oder “0117, so dass wir
fiir jede Abfolge aus k-mal “1” und (n — k)-mal “0” die gleiche Wahrscheinlich-

keit von

erhalten. Bei jedem Experiment aus n einzelnen Ereignissen kann aber nur
eine Abfolge gemessen werden, bei der k-mal “1” realisiert wird. Welche der
(Z) disjunkten Moglichkeiten erzielt wird, ist uns aber egal. Daher miissen wir
die Wahrscheinlichkeiten der erlaubten Ergebnisse aufsummieren und erhalten

als Ergebnis

Falls wir nun noch annehmen, dass ein Laplace-Raum vorliegt, so sind die

Elementarwahrscheinlichkeiten

und es folgt als Endergebnis

1 n
WLaplace = 2_n : (k)) .
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Kombination ohne Zuriicklegen

z.b. Lotto:

Wir ziehen k verschiedene Objekte aus n-elementiger Menge, ohne die Reihen-
folge zu berticksichtigen:

non—1)-...-(n—k+1) n! _(n)

k! T K-k \k

,Sechs aus 49™: @(L — 13.983.816

19-6)!

Kombination mit Zuriicklegen

Diese Problemstellung ergibt sich, wenn wir n Stichproben aus k-elementiger
Menge ziehen (z. B. durchnummerierte Kugeln), wobei sich der Elementevorrat
der Menge nicht &ndert (z. B. weil wir nach jedem Ziehen die Kugel zuriickle-
gen). Die Reihenfolge der Ereignisse (z. B. Kugeln) spielt keine Rolle. Eine fiir
uns relevante Anwendung hierfiir ist die Bose-Einstein-Statistik (Verteilung
ununterscheidbarer Teilchen auf Energieniveaus).
Frage: Wie viele Moglichkeiten gibt es n Stichproben auf k& Ereignisse zu ver-
teilen? Losung des Problems:
Die Ereignismenge ist

Y =A{ay...a}.

Die n Stichproben werden sortiert und kénnen mit den Indizes ¢ der a; bezeich-
net werden. Jedes a; kommt in seinen eigenen , Topt”, wobei wir die ,, Topfgren-

7

zen” durch “ | ” andeuten:

110222 k. .k
Dies heifst, im ersten Topf steht fiir jedes mal, dass wir a; gemessen haben eine
1, usw. Fiir die Verteilung auf Topfe, kommt es allerdings nur darauf an, wie
viele Stichproben im jeweiligen Topf liegen. Durch die Schreibweise mit Stri-
chen, konnen wir dieses bijektiv abbilden auf:

0...010...01...10...0
Hier haben wir jedes ¢ durch 0 und jedes “ | 7 durch 1 ersetzt. Damit haben wir
nun ein bindres Wort der Lange N =n+k —1 (n Nullen und (k — 1) Einsen).

Die moglichen Kombinationen von n Teilchen verteilt auf & Topfe ergibt also:

can=() (727
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e)  Variation
Damit bezeichnet man die mogliche Anzahl geordneter Stichproben mit oder
ohne Wiederholung.
Geordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen.
Z. B. Ziehung von k Lottozahlen aus n, aber Reihenfolge z&hlt:

n-(n—l)-...-(n—k’—i—l):(n_k)!

Geordnete Stichprobe mit Zuriicklegen:

3.2.4 Gesetz der Grofien Zahl

Die relative Haufigkeit

héngt von der Anzahl n der Stichproben ab. Die gemessenen h,,(A) stimmen i.d.R. nicht
mit berechneten Wahrscheinlichkeiten P(A) iiberein.

Man stellt fest, dass die Abweichung mit wachsendem n geringer wird. Man schliefst
daraus, dass fir “n — o0” h,(A) = P(A) gelten sollte. Dies ist ein Axiom und kein be-
weisbares Gesetz. h,(A) ist eine Folge und “n — oo” fiihrt uns zu der Fragestellung von

Grenzwert und Konvergenz von Folgen.
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KAPITEL 4. FOLGEN 4.1. DEFINITIONEN UND BEISPIELE

4.1 Definitionen und Beispiele

Betrachten wir das fortgesetzte Halbieren von “1”. Wir erhalten die rationalen Zahlen:

] 1 11
Y 2 Y 47 87 A
Dies konnen wir explizit angeben als:
n = 5o Vn eN
oder rekursiv durch
a, = Cln2—1’ a; =1, Vn € N.

Dieses ist ein Beispiel fiir eine Folge.

Definition: Folge

Eine Folge ist eine Abbildung aus der Zahlenmenge N.

Unter Folgen reeller oder komplexer Zahlen verstehen wir eine Abbildung;:

(a,) :N—=R  bzw. (a,) :N—=C

Ist (a,) eine Folge (z.B. in R oder C) und (nj) eine Folge in N mit ng1 > ng, so heifst
(ayn,) Teilfolge von (ay,).

Beispiel:
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Bei der Folge (ny) haben wir die Eigenschaft ny,, > n; gefordert, was auf den wichtigen
Begriff der Monotonie fiithrt. Eine Folge (a,) heifst

monoton wachsend, wenn agy; >ar VEkeEN
streng monoton wachsend, wenn agy; >ar VEkeEN
monoton  fallend, wenn azy 1 <a, VkeEN

streng monoton  fallend, wenn ap <ar VkeN

Dieses gilt allerdings nicht fiir komplexe Folgen, da C kein angeordneter Korper ist.

Beispiele:

Unimolekularer Zerfall
Wir haben zur Zeit ¢t = 0 [xo] Molekiile, welche mit konstanter Geschwindigkeit
k zerfallen. k gibt an, welcher Anteil innerhalb einer Zeiteinheit zerfallen ist.

Eine Messung nach einer Stunde ergibt eine neue Molekiilzahl von
[24)(t = 1) = [wo] - (1 — &)

Der Exponent ¢t kommt daher, dass nach einer zweiten Zeiteinheit natiirlich
wiederum der k-te Anteil der Molekiile zerfallen ist, zur Zeit ¢ = 1 aber nur

noch [xg] - (1 — k) davon {ibrig sind. Wir wollen nun aber die Molekiilanzahl

(2] (t _ %) ~ o] (1 - g)%

Der Exponent (2t) stellt sicher, dass zur Zeit ¢/2 wirklich nur k/2 Molekiile

nach ¢t = % wissen.

zerfallen sind.
Fiir beliebige Zeitabschnitte ergibt sich damit:

(2] (t _ %) — [zo] - (1 - %)m

Es stellt sich also die Frage nach einer Folge (a,) = (1 —
(an) = (14 7)".

Betrachten wir einige Werte von (a,) = (1+ =)™

EYn oder einfacher

ap = 2 Ao — 2.25 as — 2.37 ... Qop — 2.65 ... aspg — 2.67

Fiir grofe n scheint sich a,, nicht mehr stark zu dndern.
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207,

b)  Betrachten wir eine andere Folge (b,) = =+

by = 20 by = 200 bs = 1333.3 by, = 6666.6

bio ~2.8-10° ... by~ 4.3-10" ... bsg A~ 3.7 ... bigo = 1.4-107%

Offensichtlich lasst sich das Verhalten fiir grofse n nicht immer leicht abschétzen!

4.2 Grenzwerte und Konvergenz von Folgen

e-Umgebung:

Auf der reellen Zahlenachse konnen wir um einen Punkt a durch eine positive, reelle Zahl
¢ eine Umgebung definieren, die alle Punkte zwischen a — & und a + ¢ enthélt. Ubertragen
wir dies auf die komplexe Zahlenebene, so definieren wir die e-Umgebung als alle Punkte

um a, die innerhalb eines Radius von € um a liegen.

an
a—E& a a—i—g
a,a, € R
ceeR, >0
a,a, € C
eeR, >0

Im Folgenden wird uns die Frage interessieren, ob ein Folgenwert a,, innerhalb einer be-
stimmten e-Umgebung um einen Punkt a liegt. Nun kénnen wir aber £ > 0 beliebig klein
wahlen und damit eine beliebig kleine Umgebung um den Punkt a vorgeben. Dies fiihrt

zur Fragestellung, ob eine Folge gegen einen bestimmten Punkt konvergiert.
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Definition: Konvergenz

Eine Folge (a,) € {RV C} heikt konvergent gegen a € {R Vv C}, wenn zu jedem
e>0,e € R, ein N(g) € N existiert mit

la, —a| <e fir  n> N(e)

Der Wert

a = lim a,
n—o0

heift Grenzwert der Folge (ay,).

Unsere beiden Beispiele aus dem vorangegangenen Abschnitt sind beide konvergent.
Wichst eine Folge dagegen iiber alle Grenzen, so heifit sie divergent. Nun stellt sich

die Frage, ob ein Grenzwert iiberhaupt immer eindeutig bestimmt ist.

Satz: Grenzwerte von konvergenten Folgen

Jede konvergente Folge hat nur einen eindeutigen Grenzwert.

Beweis:
Angenommen es gibe zwei verschiedene Grenzwerte a und b. Dann betrachten wir ein

¢ € R definiert durch ¢ = £|a — b > 0. Sind a und b Grenzwerte, so gilt
la, —a| <& Vn>N,(e) und |a,—bl <e Vn>Nye).
Fir N = N,(e) + Ny(e) gilt sicher

la, —al <e Ala, — bl <efirn>N
=3e=la—b|=la—a,+a,—D

<la — ay| + |a, — b|

< & + ¢ = 2¢

Widerspruch!
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Beispiele:
a)
1 .
ap = — lim a, =0
n n—oo
Beweis:
la, —al=|—|<e = n>-
n €

Wegen ¢ > 0 existiert ein N(g) mit |a, —a| < e.

O
b)  (a,) = (—1)" nicht konvergent.
Definition: Beschrinkte Folge
Eine Folge heifst beschrankt, wenn gilt:
IS eR, la,| <SS VneN, (S € R).
S nennt man Schranke von (a,).
Satz:
Jede konvergente Folge ist beschrankt.
Beweis:
Da (a,) konvergent, gibt es ein N(g) € N, so dass
la, —al <e = la,| < |a| +& ¥n > N(e).
Letzteres folgt direkt aus der Definition der e-Umgebung. Wir setzen nun
M = max {|a1|,|as|, ..., lane)-1], la| + €}
M ist eine Schranke der Folge (a,,). O
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Satz:

Jede monotone und beschriankte Folge (a,) € R ist konvergent.

Vorsicht: Dies gilt nicht in C.

Beweis: (nur fiir monoton wachsend, aber analog fiir monoton fallend)

Monoton wachsend bedeutet: a,, < a,41

Die kleinste obere Schranke ist s := sup{a,|n € N}, s¢&R.

Fiir vorgegebenes € > 0 existiert dann immer ein N € N, so dass

S—e<any<a, <8

(Ansonsten wére ja nicht S sondern S — ¢ die kleinste obere Schranke). Da a,, monoton
wachst, gilt fiir n > N

S—e<any<a,<S<S+e¢
=S —e<a, <S+e¢
=>—-c<a,—5<¢
=la, — S| <e

= lim a, = S

n—oo
O
Definition: Cauchy-Folge
Eine Folge (a,) in C heift Cauchy-Folge, wenn gilt:
AN (e) zu jedem € > 0, ¢ € R mit |a, — ag| < € fur alle n,k > N(¢), n,k € N.
Satz:
Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
Beweis:
Sei lim,,_,~ a, = a.
Wir finden zu jedem € > 0 ein N (%) € N, fiir welches gilt:
€ € €
n a A - 5 7k >N <_>
la a|<2 |ag a|<2 n, k> 5
= lan, — ag| = o, —a+a—a| <la, —a| + |ap — af <%+§:5.
O
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KAPITEL 4. FOLGEN 4.2. GRENZWERTE UND KONVERGENZ

Hilfssatz:

Jede reelle Folge (a,) enthélt eine monotone Teilfolge.

Dies ist leicht zu sehen, da man einfach nur jene Folgenglieder auswéhlen muss, welche

die Monotoniebedingung erfiillen.

Satz: Bolzano-Weierstrass

Jede beschriankte Folge in R oder C enthélt mindestens eine konvergente Teilfolge.

Anmerkung: Beschrankt im Zusammenhang mit komplexen Folgen bedeutet hier, dass

der Betrag beschrankt ist.

Beweis:

|zn] < s, Zp =Tp 1y, mit |z, <sp A |yn] < Sy

a)  (z,) und (y,) sind jeweils Folgen in R. Nach obigem Hilfssatz enthalten sie
also mindestens eine monotone Teilfolge. Auferdem sind sie beschrankt.

b)  Da jede monotone und beschrénkte Folge in R konvergiert, gilt dies auch fir
die monotonen Teilfolgen von (z,) und (y,). Damit muss auch (z,) eine kon-

vergente Teilfolge enthalten.
OJ

Satz: Konvergenz von Cauchy-Folgen

Jede Cauchy-Folge ist konvergent.

Oder:
Eine Folge in R oder C ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge
ist.
Beweis:

a)  Beschranktheit von Cauchy-Folgen:
Seie=1und |a, —ai| <1 Vn,k>n.
Wir setzen N = n; + 1:

|an’ = ‘an —an +GN’ <lan, —an|+ IOLN| <1+ IGN’-

= |a,| < max {|ai|,...|an,|, 1+ lan|}
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4.3. GRENZWERTSATZE KAPITEL 4. FOLGEN

b)  (ay) ist beschrankt und enthélt nach Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teil-
folge (an,) mit Grenzwert limy_,o @y, = a. Wahlen wir |a, — a| < § fiir alle
n, k>N (%), dann gilt

5 £
\ank—a|<§ ‘v’nkZN<§>

E €
:>|an—a|:|an—ank+ank—a|§|an—ank|+|ank—a|<§—l—§:5

= lim a, =«
n—oo

4.3 Grenzwertsatze

Fiir das Rechnen mit Folgen sind einige Eigenschaften der Grenzwerte ausgesprochen
niitzlich. Damit ist es moglich, kompliziertere Grenzwerte auf solche einfacherer Folgen

zuriickzufiihren. Hierzu benutzt man hauptséchlich sogenannte Nullfolgen.

Wichtige Nullfolgen:

In vielen Rechnungen benétigt man Folgen, deren Grenzwert null ist, d. h.

lim a, =0
n—0o0

Einige Beispiele fiir Nullfolgen, die von besonderer Bedeutung sind:

1
a, = —
n
a, =n-z" lz] <1 A z€R
xn
ayp = — reR
n!
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KAPITEL 4. FOLGEN 4.3. GRENZWERTSATZE

Die Berechnung von Grenzwerten erfolgt im Allgemeinen durch geschickte Umformung
und Ausnutzung bekannter Nullfolgen. Hierzu stehen uns folgende Rechenregeln zur Ver-

fligung:

Satz: Grenzwerte von zwei Folgen

(a,) und (b,) seien zwei konvergente Folgen in C und ¢ € C, dann gilt

a)

lim (a, +b,) = lim a, + lim b,

n—oo n—oo n—o0

b)

lim (c-a,) =c- lim a,
n—oo n—oo

c)
Jim (- b) = (Jim o) - (Jim )
d) falls lim, . b, # 0 und |b,| > 0 fiir n > ng

a, lim, o ay,

lim — =
Beweise:
Im Folgenden gilt immer
lim a, =a und lim b, =b
n—o0 n—o0
a)  Wir wihlen
la —a|<E n>N(E)
" 2 “\2
€ €
by — bl < = > N, (—)
| | < 5 n v {3

und N (g) := max {N,, N,}.

:>\(an+bn)—(a+b)|§]an—a\+|bn—by<g+§:g V> N

b)  Trivial.
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4.3. GRENZWERTSATZE KAPITEL 4. FOLGEN

c) Dieser Satz ist gleichbedeutend mit
|ay - by — a - b| = |axb, — axb + a,b — ab|
< |anb, — a,b| + |a,b — ab|

< ] - b — b+ |b] - |a, — a < <.

(a,) konvergiert, d. h. es existiert eine Schranke s > |a,,|.

= |apb, —abl < s-|b, — b+ b - |a, —a] <s-e+b]-e=(s+|b]) - €

= |lapb, —abl < e fiiralle n>N <L> :
s+ |b]

d) Analog zu c).

Aus c¢) ergibt sich auch

m
lim a," = <lim an) m & N
n—o0 n—oo

wegen

m m
lim a)' = lim Han = H lim (a,)
n—00 n—oo \ 4 1 o n—00

1= 1=

Allgemeiner gilt fiir a, € R Aa, >0

lim al = <lim an>q qeQ

n—oo n—o0

54



KAPITEL 4. FOLGEN 4.3. GRENZWERTSATZE

Rechenbeispiele:

a, =Vn?>+in+1—n

(oo

=7 sind nicht eindeutig definiert!

Wurzel und n streben gegen oo aber “oo — 00” oder

Wir nutzen (a + b)(a — b) = a® — b* und erweitern.

(VAT T Bn 71— n) (VT 5T 1 +1)
(\/m—i-n)

Al L(5n 4 1)

T WiEieniiin) LV ioniiin)

541

Ay =

1+24 542
n—oo

= lim a —§
)

. . . n
Beweis fiir lim,,_,, & = 0:

n!

Wir wihlen N € Nmit n > N > 2|z| = |z] <3

x x Ed Ed

| [N N+1 n
- ﬂ(ﬂ;) ..... (ﬂl)
N! 2N+1 2n

Wegen NLH < % konnen wir alle Terme mit ﬁ (m > 0) durch die groferen Terme %

ersetzen und es folgt:

|| YT 22V Ly
n/! N\ 2 ~ N! 2
T
Nullfolge

Abschliefsend ein wichtiger Grenzwert, den wir nicht mittels einfacher Grenzwertsétze

berechnen konnen:
1 n
Gy = (1 + —) , lim a, =7
n n—o0

Wir kennen bereits folgende Grenzwerte:

1
lim <1 + —) =1 und lim (14 2)" divergiert Vx>0
n

n—oo n—oo
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4.3. GRENZWERTSATZE KAPITEL 4. FOLGEN

Skizzierte Losung:

Abschétzung nach oben:

Abschétzung nach unten:

Fiir beliebige m < n ist klar, dass

N\" 1 n!
1+—-) > S
( +n) _;k! (n — k)Ink’
da alle Terme auf der rechten Seite positiv sind. Fiir endliches k lasst sich zeigen, dass

) n!
A G e

Nun kann man zu jedem hinreichend groften n ein m < n finden mit
N\" _ &1
1+-) > —.
(1+3) > X%
k=0
Setzen wir dies in den Grenzwert ein, so finden wir

. N\N"_ . &1 , n\" . &1
lim (14+—] > lim — A lim (14+—-) < lim —
n—00 n n—00 o k! n—oo n n—00 o k!

Beide Ungleichungen kénnen nur dann erfiillt sein, wenn beide Grenzwerte gleich sind!
Damit haben wir die Losung gefunden. Allerdings ist das Ergebnis wiederum ein Grenz-
wert, diesmal allerdings {iber eine Summe von Folgengliedern.

Dies fiihrt uns zum Begriff der Reihe!
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KAPITEL 4. FOLGEN 4.4. VOLLSTANDIGE INDUKTION

4.4 Vollstandige Induktion

Eng mit Folgen verkniipft ist das wichtige Beweisprinzip der vollstéindigen Induktion.

Ziel: Zeige, dass A(n) fiir alle n € N gilt.

Satz: Vollstdndige Induktion

A(n) sei eine Aussage und es gelte:
a) A(1) ist wahr.

b) Fiir beliebiges n € N gilt A(n) ist wahr = A(n + 1) ist wahr.

Dann ist A(n) fiir alle n € N wahr.

Einfaches Beispiel:

Behauptung: Z(Qk —1) =n?
Induktionsanfang: Z(Qk —1)=2-1=1=12

Induktionschritt: n—mn+1

n+1 n
> 2k—1)=2n+1)—1+> 2k—1=2n+1+n’
k=1 k=1
2
= (n+1)* v

= richtig fiir alle n € N.
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4.4. VOLLSTANDIGE INDUKTION KAPITEL 4. FOLGEN

Beispiel: Bernoullische Ungleichung

Behauptung: (14+2)">1+nx reR, z>-1

Induktionsanfang: n =1
1+2)!>1+1-2  /

Induktionsschritt: n —n-+1

1+2)" = (Q1+2)1+2)" > (1+2)(1+n)
= l+nv+at+nz® > 1+n+Dr
>0

Anmerkung:
Das Induktionsprinzip folgt aus der Eigenschaft, dass N angeordnet ist und jede nichtleere
Teilmenge A

ACNA#D

ein kleinstes Element hat.

Nehmen wir an M C N und zeigen

a) le M

b) n€M=n+1€ M.

Dann folgt hieraus: M = N
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KAPITEL 5. REIHEN 5.1. MOTIVATION UND DEFINITION

5.1 Motivation und Definition

Wir waren bei der Untersuchung von der Folge a, = (1+ %)n auf den Grenzwert
"\ 1

lim E — gestofen. b, = L ist wiederum eine Folge mit Grenzwert null.

n—oo k! k!
k=0

Wir konnen allgemein die Glieder b, einer Folge (b,) aufsummieren:
Sn=3 by=Dbo+bi.. b,
k=0

S, heit die zu (b,) gehorige Partialsumme. (s,) bildet wiederum eine

Folge aus Partialsummen was wir als Reihe bezeichnen. Von besonderem Interesse

sind unendliche Reihen, also der Grenzwert der Folge (s,,).

Definition: Reihe

Sp = Z ai, ar € C sei Folge (s,) aus Partialsummen. Die unendliche Reihe
k=0

o0

E ap == lim s, =S
n—oo

k=0

heift konvergent, wenn der Grenzwert S von (s,,) existiert.

Da Reihen eine spezielle Form von Folgen sind, ergeben sich entsprechende Konvergenz-
kriterien und Rechenregeln. Fiir konvergente Reihen a = Y7 ax und b = > by gilt

insbesondere (s. Grenzwertsétze):

Z(ak +bk) = Zak -+ Zbk
k=0 k=0 k=0

Z(A-ak):)\iak AeC
k=0

k=0
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5.2. KONVERGENZKRITERIEN KAPITEL 5. REIHEN

Beispiel:
Als geometrische Reihe bezeichnet man  a =Y - ag - 2, ze€C, |72| <1

Zur Uberpriifung der Konvergenz beachten wir

n

(1-2)a, = Z(l — 2)agz® = Zaozk — Zaoszrl
k=0 k=0

k=0
n n+1
= E CloZk — E CloZk
= ag — aozn+1
1— Zn+1
= an, = Qo
1—=z
) . 1 —zntt agp
a = lim a, = lim qq =
n—00 n—00 1—2z2 1—2z2
> a
0
— E ap2" = lz| <1
1—2z
k=0

Wir haben hier die bekannte Nullfolge z™ fiir |z| < 1 ausgenutzt. Fiir |z| > 1 ist die

geometrische Reihe divergent.

5.2 Konvergenzkriterien

Satz:
oo
Fiir jede konvergente Reihe a = Z a, gilt lim a, = 0.
=0 n—oo
Beweis:
n n—1
Ap = Z Q. — Qg
k=0 k=0



KAPITEL 5. REIHEN 5.2. KONVERGENZKRITERIEN

Dieser Satz erlaubt uns, in einfacher Weise zu zeigen, dass eine Reihe divergiert, wenn die
zugrunde liegende Folge keine Nullfolge ist. Dass (a,) Nullfolge ist, reicht allerdings nicht
aus als Bedingung fiir Konvergenz!
Wichtiges Gegenbeispiel: Harmonische Reihe

=1 .

Z — divergiert!

k

k=1

Beweis:

Wir schétzen Partialsummen ab und verdoppeln immer den Index:

52:1+%:CL2

1 1 1 1 2
S4=a2+§+é—l>a2+<1+1):1—|—§:a4

1 1 5 4 3
Sg>a4+(g+...+§) >a4+§:1+§:a8
Son > ...:1+g = divergiert. 0

Die Konvergenzbetrachtung von Reihen wird erheblich durch die Existenz allgemeingiil-

tiger und leicht iiberpriifbarer Kriterien erleichtert. Wir beginnen mit

Satz: Leibniz-Kriterium

Alternierende Reihen

Z(_1>kak> ar 2> 0,

k=0

bei denen a; eine monoton fallende Folge mit Grenzwert 0 ist, sind konvergent.

Beweis:

Sop = Z(—l)kak

k=0
2n—1
= (Z Qg — a2k+1> + agp
k=0
> a9, > 0 = s9, nach unten beschriankt
Sont2 — Son = Qopi2 — G2py1 <0
= Die Folge s,,, ist monoton fallend

= Sg, ist konvergent, da jede monotone und beschrankte Folge konvergiert.

Analog:
2n+1

Sont1 = Z (—1)*a

k=0
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5.3. KRITERIEN FUR ABSOLUTE KONVERGENZ KAPITEL 5. REIHEN

ist monoton steigend und nach oben begrenzt = konvergent.

lim (82n+1 - 52n> = lim (—a2n+1> =0
n—00 n—00

Die Reihen sg, und sa,41 haben also einen gemeinsamen Grenzwert Y ,-,(—1)*a; und

schlieBen diesen von oben und unten ein.

O

Das Leibniz-Kriterium ist vergleichsweise schwach und speziell. Wir benétigen einen ver-

schérften Konvergrenzbegriff.

5.3 Kriterien fiir absolute Konvergenz

Definition: Absolute Konvergenz

Eine Reihe Z ay, heifst absolut konvergent, falls die Reihe Z |ag| konvergiert.
k=0 k=0

Satz:

[e.@] [e.@]
Aus absoluter Konvergenz von Z |ax| folgt immer, dass auch Zak konvergent

] k=0 k=0
1st.

Beweis: Aus Dreiecksungleichung folgt:

o0 n o0
D lal =Y jar= =3 ol
k=0 k=0 k=0

n
= Z ag beschréinkt
k=0
n
= Z |ax| — ay beschrénkt und monoton steigend (|ax| — ax > 0)
k=0

o0
= Z lak| — ax konvergent
k=0

o0 o0 o0
= Zak = Z lag| — Z lag| — ag konvergent
k=0 k=0 k=0
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KAPITEL 5. REIHEN 5.3. KRITERIEN FUR ABSOLUTE KONVERGENZ

Im Folgenden untersuchen wir allgemeine Kriterien fiir absolute Konvergenz von Reihen.

Satz: Majorantenkriterium

[e.e]
Sei Z br konvergent und by, > |ay| fiir alle & > Ny, dann konvergiert
k=0

00
D lal =a
k=0

und der Grenzwert ist a.

Beweis:

n

by < Z b, = lax| beschrankt
0 k=0 k=0

n

0<> a <
k=0 k
n

Sp = |a|

monoton steigend und beschrénkt = konvergent
k=0

Die Reihe Z by heiflt Majorante.

Fiir Reihen in C verwenden wir iiberwiegend dieses Kriterium.

Héufig verwendete Majoranten:

E:JWZIC 2] <1
k=0

o0

c
k2

k=1
Letztes lasst sich genau mit dem Majorantenkriterium beweisen.

ceC

Wir setzen als Majorante zu k—lzz

BT kk—1) k(k—1) k-1 k

Nun untersuchen wir die Konvergenz dieser Majorante:

l_ 1 k—ksl 1 1

" 1 "1 "1
LD s VR B 2%

B 1+1+1+ 1 1+1+ 1 +1

N 2 3 “'np—1 2 3 "'n—=1 n
1

=1—-=

3
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5.3. KRITERIEN FUR ABSOLUTE KONVERGENZ KAPITEL 5. REIHEN

1
lim (1 — —> =1 (sn) konvergente Majorante!

n—o0 n

2

=1
> a7
k=1

Aus dem Majorantenkriterium folgt direkt das ebenfalls wichtige Quotientenkriterium.

Satz: Quotientenkriterium

[e.9]

Sei Zak eine Reihe mit a; # 0 fiir alle k € N. Wenn ein ¢ € Rmit 0 < ¢ < 1
k=0
und ein N € N existiert, fiir welche gilt

Ag41
Qg

dann konvergiert die Reihe absolut.

Hinweis:
Das Kriterium muss fir alle k > N, erfiillt sein. Daher muss man eventuell den Grenzwert

fiir k — oo bilden, um diese Bedingung sicherzustellen.

Beweis:
Qg
1l <q = |ag11] < lag| - q
ay
= aga| < aol - ¢
oo
0<g<1 = lao| - Z ¢*  ist konvergente Majorante.
k=0
O
Beispiel:

Beim Zerfallsprozess mit konstanter Zerfallsgeschwindigkeit waren wir in Abschnitt 4.3

auf folgenden Grenzwert gestofsen:

1\" "1
i (1) = S
k=0
Nun kénnen wir mittels Quotientenkriterium beweisen, dass die unendliche Reihe

1
Z 0 absolut konvergent ist.
k=0
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KAPITEL 5. REIHEN 5.4. MANIPULATION VON REIHEN

1
! ! 1 1
(k+1)! Kk B <L
1 (k+1)! k+1—2
k!
0
— 1 i,
Z ik e Definition der Eulerschen Zahl.
k=0
Ein weiteres Kriterium lasst sich ebenfalls auf eine Majorante zuriickfiihren:
Satz: Wurzelkriterium
Existiert ein g € R, fiir welches fiir alle k£ > N, gilt
\k/ ‘ak‘ S q < 17
so konvergiert Z |ag|.
k=1
Beweis:
V| <g<1 fir k>N, = |ax| <"
Wegen |q| < 1 ist ¢* eine konvergente Majorante. 0

5.4 Manipulation von Reihen

In endlichen Reihen konnen Folgenglieder beliebig umgestellt und zusammengefasst wer-

den. Fiir unendliche Reihen gilt dies im Allgemeinen nicht!

Beispiel:
ap = (—1)F br, = (agk + azrt1)
S 4 Yn
k=0 k=0
T T
divergiert konvergiert

= Auflésen von Klammern im Allgemeinen nicht erlaubt!
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5.4. MANIPULATION VON REIHEN KAPITEL 5. REIHEN

Beispiel: Umordnung von Folgegliedern

k=1
Wenn P eine Permutation darstellt, gilt dann auch

jzzak j{:apw !

k=0 k=0

Machen wir die folgende Umformung;:

1+1 1+1+1 1+1+1 1+
3 2 5 7 4 9 11 6/

Dieses entspricht nun der Reihe

= 1 1 1 3 1 1
—— ) =-In2==1In(2*) = = In(8).
;(4k—3+4k—1 2/<:) yn2=35(2) =5(®)

Im Allgemeinen ist die Umordnung also nicht erlaubt. Es gibt aber eine wichtige Ausnah-

me:

Satz:

Konvergiert eine Reihe absolut, so konvergiert auch jede umgeordnete Reihe gegen

den selben Grenzwert.

Beweis:
n o0
Sp = Z |ag| ist monoton wachsend und hat obere Schranke Z |ag|. Das gleiche gilt auch
k=0 k=0

fiir die umgeordnete Reihe
=yl < laxl-
k=0 k=0

Andererseits konnen wir auch die geordneten Indizes (1,2,3,...) als Permutation von
(P(1), P(2), P(3),...) auffassen.

n [ee] [ee]
:>Z|ak| SZ‘CLP(I@ EZ‘GH-
k=0 k=0 k=0

Die Aquivalenz folgt also aus der Wahlfreiheit, welche Anordnung wir als Permutation

auffassen und dem Ubergang n — o0o. Wegen absoluter Konvergenz gilt sicher auch,

dass Zak und Zap konvergent sind. Auferdem gilt immer |ax| + ap > 0. Mittels

k=0
Grenzwertsatzen ﬁnden wir

> akl +ar) =) (Japw| + apw)
k=0 k=0

68
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= Zak :Zap(k).

5.5 Produkte von Reihen

Satz: Produktsatz von Cauchy

oo oo
Seien a = Z ap und b = Z bi. absolut konvergent, so konvergiert auch die Reihe
k=0 k=0
n
iber ¢, = Z apb,_r und es gilt
k=0

icn:iak‘ibk:wb.
n=0 k=0

k=0

Insbesondere ergibt sich:

n=0 \k=0

Diesen Satz wollen wir ausnahmsweise nicht selbst beweisen (s. Literatur).

5.6 Potenzreihen

Potenzreihen sind ein Spezialfall allgemeiner Reihen, aber von sehr grofter praktischer

Bedeutung.

Definition: Potenzreihe

Eine Reihe der Form

heillt Potenzreihe.

Fiir eine vorgegebene Folge (a,) héngt die Konvergenz auch von z ab.
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5.6. POTENZREIHEN KAPITEL 5. REIHEN

Konvergenzbetrachtung nach dem Quotientenkriterium:

k+1

Ag4+12 Ak+1

lim = |z| lim <1
k—o0 a,k.zk k—oo ag
: ay,
=|]z] < R = lim
k—oo | Qg1

R heifst Konvergenzradius.

Eine Potenzreihe konvergiert fiir |z| < R und divergiert fiir |z| > R.

Beispiel:
flz) = ZO i x €
konvergiert fiir
n 1!
|z| < lim I | < lim (n+ )‘:lim(n—l—l):oo.
n—00 | (b1 n—o00 n! n— 00

Diese Reihe konvergiert also fiir alle reellen .

Beispiel:

=
¥
[
(]2
|
=
N
LS
N
m
a

n=0

konvergiert fiir

(="

< i | < J =
(n+1)

o0

1
Betrachten wir Z — etwas genauer. Die Definition der Eulerschen Zahl ist
n!

n=0
=1 , 1\"
6‘—205—,}5&(”5) '

Wegen (a")* = a®™ kénnen wir e” auch durch den entsprechenden Grenzwert ausdriicken

) 1 n-x
e’ = lim (1 + —)
n—o00 n

~ lim (1 n i)m

n—o00 nx

und finden

= lim (1—|—£> , m=n-x

m—00 m
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Nehmen wir an, dass wir fiir m ganze Zahlen annehmen koénnen, dann kénnen wir aus-

nutzen:

n=0
m
_ ZL R
nl(m —n)! mn
n=0

In Analogie zum Grenzwert von (1 + %)n finden wir schliefslich
lim (1+2)" = iix”
m—00 m N 0 n!

Dies fiihrt uns zur fundamentalen Darstellung der Exponentialfunktion als unendliche

Potenzreihe:

= |e" = —X

x variabel — Darstellung einer Funktion als Reihe!

Mit Hilfe der Reihendarstellung lasst sich nun auch das wichtige Exponentialgesetz zeigen:

Tty __

e = eY

I
NER
3|>—t

(w+y)

n

0
' (Z (Z) :Eky"_k) (Nach Binomischem Lehrsatz)
n!
n=0 k=0

2r (kan—) )

© n (ZL‘k ynfk )
L (n—k)!

Nach dem Produktsatz von Cauchy gilt:

””*y—ZZ(kl' n—k ') B (§g> | (i%)

n=0 k=0

8

|~

3

:l,_.

=" eY

O

Die Reihendarstellung von e* legt die Erweiterung fiir komplexe Argumente nahe und wir

definieren
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Die Potenzen komplexer Zahlen sind eindeutig definiert und wir erhalten somit ein e* € C.

Mit z =z + 1y, x,y € R, gilt

e ="t =¢e"- e = e"(cosy +isiny).

Die Euler-Beziehung
e = cosy +isiny
ist bisher allerdings noch unbewiesen. Der Beweis gelingt, indem man zeigt, dass

cosy + tsiny
ew

= 1 = konst

was uns mit unseren derzeitigen Mitteln aber noch nicht gelingt. Hierfiir benttigen wir
noch die Differentialrechnung, die wir in Kapitel 8 kennenlernen werden. Allerdings kénnen

wir zwei fundamentale Eigenschaften schon jetzt iiberpriifen:

a) e%=cos0+isin0=1 /

Dies stimmt mit dem allgemein giiltigen a® = 1 iiberein.

b) gl . i — gila+p)

Hierfiir benotigen wir die Additionstheoreme

cos(av £+ ) = cosawcos f F sinasin 4

sin(a &+ ) = sinacos & cos asin 3

Dieses konnen wir spéter mittels Skalarprodukt oder einfacher Vektorrechnung

beweisen. Benutzen wir diese trotzdem, um die Euleridentitét zu tiberpriifen:

e e = (cosa +isina) - (cos B+ isin )
= (cosacos f — sinasin B) + i(cos asin 5 + sin a cos f)
= cos(a + B) + isin(a + B)

— ¢ilath)

Schlieflich kénnen wir die Eulerbeziechung auch nutzen, um Reihen fiir sin  und cos x zu

gewinnen:

cosz = R(e™)

sinz = 3(e™)
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Gehen wir von einer Exponentialfunktion mit rein imagindrem Exponenten aus:

o0
e’ = E —(1x)" = cosx + isinz.
n!
n=0

Wir erkennen, dass fiir alle geraden n die Terme reell, fiir alle ungeraden n imaginéar sind.

n

D"
COS{L‘—; (2n)|l‘

00 _1)n
sinz = Z ( ) $2n+1

“—~ (2n+1)!
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KAPITEL 6. FUNKTIONEN 6.1. FUNKTIONSBEGRIFF

6.1 Funktionsbegriff

Definition: Funktion

D und W seien zwei nichtleere Mengen und f : D — W eine Abbildung, welche je-
dem z € D genau ein Element f(z) € W zuordnet. Die Abbildung f: 2z — f(z)
nennen wir eine Funktion, insbesondere, wenn sie Zahlenmengen aufeinander ab-

bildet.

Anmerkung: In geometrischen Zusammenhéngen wird im Allgemeinen weiterhin von

,Abbildungen” gesprochen.

Eine reelle Funktion f : I — R bildet also das Intervall I auf R oder eine Teilmenge

davon ab. Die Menge aller Punkte (x, f(z)) in der z,y-Ebene nennt man Graph von f.

Beispiel.: * — 23 ist Funktionsvorschrift fiir Abbildung f : R — R mit f(z) = 23,
D = Rund W = R.

Graph: Y

Betrachten wir
y=flz) AN y=2a’

so stellt dies eine Funktion mit der Vorschrift z — 22 fiir die Abbildung
f R — R+

dar, d. h. f(z) = 22

7



6.1. FUNKTIONSBEGRIFF KAPITEL 6. FUNKTIONEN

Andererseits stellt
y=[flz) AN Y=z
keine Funktion dar, da die Vorschrift keine eindeutige Abbildung erlaubt. Fiir beliebige

x # 0 konnen wir mit
y=flz) =+Vx
die Vorschrift in zweifacher Weise erfiillen.

Definieren wir jedoch x — /z und
f . R+ — R+

so ergibt sich die Funktion f(x) = /x eindeutig.

Allgemein konnen Abbildungen surjektiv, injektiv oder bijektiv sein, dies gilt natiirlich
auch fiir Funktionen.

Beispiele:

f:R — R, mit f: a2 — 22 ist surjektiv, da R, eine Teilmenge von R ist und

sowohl z als auch —x auf dasselbe 22 abgebildet wird.

f:R — Rmit f: 2 — 2 ist injektiv, denn es gilt und f(z1) = f(22) = z1 = 5.
Diese Abbildung ist auch surjektiv, da jede Zahl aus R erreicht wird = bijektive

Funktion.

Bijektiv bedeutet

f:ax—uy, f:D—-W A YW =D
VrzeD und VyeW

f~1 ist Umkehrfunktion mit

[H(f@) =2
Beispiel:
flz)=2=y (m—>x3 und f:R—)R)
) =y (x = Yy und f:R—R)
Fly) = f @) =Vad =a
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Nacheinanderausfiihrung zweier Abbildungen:

gof (lies: g nach f) mit
f:D—-M ud g:M-—->W

definiert eine neue Abbildung

gof:D—W mit
go [f(x):=g(f(z)).

Verkettung ist assoziativ:

ho(go f)=(hog)of=nh(g(f(z)))

Verkettung ist im Allgemeinen nicht kommutativ
go f(x) # fog(x)

(Beispiel:  f(z) =z +1 9(y) = v*)

Mit f~! und g~ Umkehrfunktionen zu f, g gilt:

(gof) t=flog =fg ()

Symmetrieeigenschaften

Eine Funktion heift

gerade, wenn f(z) = f(—x)

ungerade, wenn f(z) = —f(—x)

Monotonie
Fiir Funktionen mit D und W Teilmengen von angeordneten Zahlenmengen (N, Z, Q, R)

nennen wir diese fiir x < y (z,y € D)

monoton wachsend, wenn flz) < fy)
streng monoton wachsend, wenn flz) < f(y)
monoton fallend, wenn flz) > fy)

streng monoton fallend, wenn  f(z) > f(y).
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6.2 Polynome

Definition: Polynom

Eine Funktion f: D — W D, W € R oder C.
f(z) = ag + a1w + axx® + ... a 2"

heift Polynom n-ten Grades, falls a,, # 0.

Reelle Polynome: ap € R

Komplexe Polynome: a; € C

Eine Erweiterung auf x € C ist problemlos moglich.

Ist f(z) ein Polynom n-ten Grades in C, n > 1, und ¢ eine Nullstelle mit f(c) = 0, so
gibt es ein Polynom p(x) vom Grad (n — 1) mit

Danach lésst sich jedes Polynom n-ten Grades in n Linearfaktoren zerlegen

fl@)y=a(x—c1) - (x—co)...(x —cp)

n

= an~H(x—ck)

k=1

(Beweis iiber vollstédndige Induktion).

Satz: Fundamentalsatz der Algebra

Ein Polynom n-ten Grades hat genau n komplexe Nullstellen, wobei man eine
k-fache Nullstelle als &£ Nullstellen zu zéhlen hat.

Der Beweis dieses Satzes folgt direkt aus der Zerlegung in Linearfaktoren.
Hierbei ist zu beachten, dass reelle Polynome durchaus weniger reelle Nullstellen haben

koénnen, als ihrem Grad entspricht. In diesem Fall liegen die fehlenden Nullstellen in C.
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Beispiele:

flz) =a*+22° + 2
=z (2 +22+1)
=x-(z+1)>
= 0 ist eine einfache Nullstelle

—1 ist eine zweifache Nullstelle

flz)=2*+1
= (x+i)(x —1)

= ¢ und — ¢ sind einfache Nullstellen

An diesem Beispiel sehen wir, dass unser reelles Polynom zweiten Grades genau zwei

komplexe Nullstellen hat, die zudem noch zueinander komplex konjugiert sind.

Satz: Komplexe Nullstellen

Hat ein reelles Polynom eine komplexe Nullstelle zy, dann ist auch z{; eine Null-

stelle.

Beweis:

k=0

Z ap(z3)F =0
k=0

flag) =0

Fiir die Nullstellen von Polynomen bis zum 4. Grad existieren geschlossene Formeln, fiir

Polynome héheren Grades kénnen diese nicht existieren (Satz von Abel).
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Ist eine Nullstelle bekannt, konnen wir eine Zerlegung mittels Koeffizientenvergleich vor-

nehmen.

n n—1
k k
E apr” = (x — x9) - E bpx (f(xo) =0)
k=0 k=0
n—1 n—1
:x-g bkxk—xo-g ba”
k=0 k=0
n—1 n—1
= E bkt — E bpxox”
k=0 k=0
n n—1
= E b2’ — E bexox”
k=1 k=0

n—1

= bn,1$n — bol’o + Z(bkfl — bk$0)$k

k=1

Damit erhalten wir die neuen Koeffizienten b, durch Vergleich:

bn—1 = a,
bi_1 = ax + brxo, firk=n—1,n-2,...,1
Qo

bg = ——
Zo

Beispiel:

flz)=a>—22° — 2 +2
f(1)=0 = 23— 2207 —x+2= (2 — 1) (byx® + bz + by)
= bQ(L‘g + (bl —b2)$2 + (bo — bl)[E — bg

Nun lassen sich die Koeffizienten leicht vergleichen und wir erhalten:

b2:a3:1

61:a2+b2x0:—2+1-1:—1
ag 2

b:——:——:—2

0 Zo 1

= f@)y=(@—1)- (2> —2—2)

Die verbleibende quadratische Gleichung kann ebenfalls noch gelost werden. Die beiden
Nullstellen sind z; = —1 und x5 = 2. Damit ergibt sich fiir das vollstandig in Linearfak-

toren zerlegte Polynom:
fl@) = (z =1z +1)(z -2)
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6.3 Rationale Funktionen

Definition: Rationale Funktionen

Rationale Funktionen sind Abbildungen der Art

f:D—W, r —

wobei P(x) und Q(x) Polynome sind.

Dieses konnen wir auch schreiben als

E akxk

P(z) k=0
@ 3,

Eine naive Festlegung des Definitionsbereichs schlieftt die Nullstellen des Nennerpolynoms
aus. Der Definitionsbereich enthélt dann die Nullstellen von @Q(z) nicht, ist also D =
R\{z | Q(z) = 0} fiir reelle rationale Funktionen oder D = C\{z | Q(z) = 0} fiir

komplexe rationale Funktionen.

Wichtige Unterscheidung;:

n < m : echt gebrochene rationale Funktionen

n > m : unecht gebrochene rationale Funktionen

Hinweis: Zerlegungen von rationalen Funktionen sind wichtige Vereinfachungen

fiir die Integration und zur Losung von Differenzialgleichungen!

Unecht gebrochen rationale Funktionen lassen sich in die Summe eines Polynoms und
einer echt gebrochen rationalen Funktion zerlegen. Dazu bedient man sich der Division

mit Rest, die uns vom Rechnen mit ganzen Zahlen gelaufig ist.
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Beispiel:
P(r) 4o =323 +222 —x+1
fz) = = :
Q(x) e+l
—14
4zt =32 4222 —x+ 1)+ (2 + 2+ 1) 4 —Tr 45—
?4+ax+1

—(4x*  +42° +42?)

— 72 =22 — x+1
—(—T2® —T2® —Tx)

522 +6x + 1
—(52% +5x +5)

r—4

Partialbruchzerlegung:
Jede echt gebrochen rationale Funktion kann in Partialbriiche zerlegt werden, wobei x;
die Nullstellen des Nenners sind:

c; c c Com
flay=) ——=——4 24 .+

)
T—T; XT—T1 T — Ty T — Ty

j=1
Die Koeffizienten ¢; kénnen mittels Koeffizientenvergleichs aus P(z) = f(x) - Q(x) be-

stimmt werden.

Beispiel:
P(x) =22 +1 keine reelle Nullstelle
Qx) =% —22% —x + 2 Nullstellen: 2 =1,29 = —1,25 =2
2+ 1
f(z) =

3 — 202 —x+2

C1 Co C3 $2 +1

f(x>:x_1+x—|—1+x—2:(37_1)(1'"’_1)(3:_2)

= +l=cr+1)(z—-2)+c(z—1)(r—2)+cs(x—1)(z+1)
=c;- (2 —2—2) + o2 =3z +2) +c3(z® — 1)
= (c1 + o+ c3)a? + (—c1 — 3c2)T + (—2¢1 + 265 — c3)
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Aus dem Koeffizientenvergleich erhalten wir drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten:

(I) 1261+CQ+63
(II) 0= —c; — 3¢y = c1 = —3co
(III) 1= —201 + 262 — C3

Einsetzen von (II) in (III):
1 =06cy +2¢c9 —c3 =8c, —c3
= c3=28cy—1
Einsetzen in (I):

1=—-3co+co+8c—1=06c, —1

1
= ngg

Einsetzen in in vorige Gleichung fiir cj:

8
63:802—125—1

5)
= ngg

Aus (IT) erhalten wir schlieflich:

‘Cl = —3C2 =-1

Als Endergebnis haben wir damit:
1 1 1 5 1
f<x>—_x—1+§.x+l+§.x—2

Wir miissen noch die Moglichkeit beriicksichtigen, dass im Nennerpolynom mehrfache
Nullstellen auftreten. Fiir den Fall einer k-fachen Nullstelle x; benotigen wir k& Koeffizi-
enten d;, welche wir durch den Ansatz

n—k k

f(x) = Z - izxz + Z_(x iljxl)j

=1

erhalten. Dieses Vorgehen ldsst sich auf beliebig viele mehrfache Nullstellen verallgemei-

nern.

Die Behandlung komplexer Nullstellen im Nenner lésst sich noch etwas vereinfachen.
Wenn z, komplexe Nullstelle ist, so gilt dies auch fiir 27 und fiir das Produkt der beiden
resultierenden komplexen Linearfaktoren erhalten wir (z — ) - (z — 2¥) = 22 — ao® + bq.
Hierfiir kénnen wir als entsprechenden Partialbruch ansetzen:

A, + B,z
f(l‘)—"‘—Fm
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6.4 Exponentialfunktion und Logarithmus

Bisher haben wir nur Potenzen mit ganzzahligen Exponenten kennengelernt. Eine Verall-
gemeinerung des Potenzbegriffs fiihrt zur allgemeinen Exponentialfunktion

— Potenz mit variablem Exponenten:
f(x) =a" aeR A a>0, z€RC
Vorerst wollen wir uns auf reelle Exponenten beschranken. In diesem Fall gilt:
fR—=R,, x—a” ist bijektive Abbildung

Spezielle Werte:

Skizze:

Besonders wichtig ist der Fall a = e (Eulersche Zahl e ~ 2,71828...).

Diese e-Funktion kennen wir bereits von den Reihen:

== Lo

Mit Hilfe der Reihen haben wir auch schon das wichtige Exponentialgesetz und die Ver-
allgemeinerung auf komplexe Argumente gezeigt.

Komplexe e-Funktion:

f(z) =€ ="t =¢" . ¥ r,yeR 2z f(z)eC

Die Funktion a” bildet R bijektiv auf R, ab, daher existiert die Umkehrfunktion, welche
wir als Logarithmus zur Basis a bezeichnen.
f(z) =a*
f(z) =log, = x>0

1R, =R, x — log, x ist Umkehrfunktion zu a”.
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6.4. E-FUNKTION UND LOGARITHMUS
Es gilt also:

log,a” =z (log,a =1)

alogax =

Damit folgt auch aus

Graph:
"
Y |

oa>1 f(x) =log, x
|
| \
\
1
\
\

\

\

\

\

\

N >
x
1\
N
N
~
~
\\
\\\

a<l1

Besonders wichtig ist der Logarithmus zu Basis e, der sogenannte natiirliche Logarithmus.

f(x) =Inzx =log, z
In(e”) =z

Auch hierfiir existiert eine Reihendarstellung;:

o0

a;n
In(l —z) = —1)nt = —-l<z<1
1) = 3 -
Der Konvergenzradius dieser Reihe ist R = 1. Fiir die Werte z > 1 nutzten wir die
Beziehung

In—=—Inx.
x
Die Erweiterung des Definitionsbereichs auf C ist mdglich iiber e*# = z. Dies ist allerdings

nicht eindeutig, da auch e™*+2"™ = » gilt. — Riemannflichen (vgl. Wurzel in C).
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Rechenregeln:

a)

- (alogaa:)z — az~logax

= |log,(z%) = z - log, ©

Ty = alogax A alogay — aloga z+log, y

= |log,(z - y) = log, = + log, y

Damit folgt auch:

1
log,, (—) = —log,x
x

log,, <£) = log,x —log,y
Yy

c) Umrechnen zwischen Basen:

a® = (blogb a)x _ ba:~logba

Damit gilt insbesondere

6.5 Trigonometrische und hyperbolische Funktionen

Die Zusammenhéange der trigonometrischen Funktionen werden besonders klar durch ihre
Darstellung am Einheitskreis. Der Einheitskreis ist die Menge aller Punkte P = (z,y) mit
z,y € R und 22 + y? = 1. Dies definiert einen Kreis um den Nullpunkt mit Radius 1 und
Umfang 27.

Eine mathematisch besonders niitzliche Form der Winkelangabe ist das Bogenmak:

Der Winkel «a zwischen der positiven z-Achse und einer Linie ausgehend vom Ursprung
wird durch die Linge S des Bogenabschnitts zwischen Punkt (1,0) und dem Schnittpunkt
der Linie mit dem Einheitskreis angegeben. Die Bogenldnge wird in ,mathematischer

Richtung”, d. h. gegen den Uhrzeigersinn gemessen.
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Yy
P |
//// \\\
S L 3
/ :
/ ) P \G = 2m
/ S1n & : - .
1 . T'a
i .
1 - i .
| ~~ | -
\ cos a 1
!
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\\ 7
S o ///
Funktionen sin a, cos a:
[ R=W, W ={R|[f(a)] <1}
a — sin o bzw. a — COoS &

Am Einheitskreis erkennen wir, dass sin « und cos a jeweils 27-periodisch sind:

cos (a) = cos (a + 2n)
n=01,2,...
sin () = sin (a + 2nm)

Symmetrie: negativer Winkel — Umkehrung der Drehrichtung

= sin(—a) = —sin (@) — ungerade
cos(—a) = cos(a) — gerade
Wichtige Werte:

o sin «v CoS «v

0 0 1

T

— 1 0

2

T 0 -1

3

— -1 0

2

T \/§ 1

3 2 2

T 1 1

4 V2 V2

0]
©



6.5. TRIGONOMETRISCHE,HYPERBOLISCHE KAPITEL 6. FUNKTIONEN
Graphen:
Yy sin x Y cos T
/ N ;N
/ \
/ \
/

oy

Wichtige Relationen:

sina+cos?av =1
sin(m/2 — a) = cos «

cos(m/2 — ) = sina

Reihendarstellung und Relationen zur e-Funktion

. ' — (D" o
sina =3(e') = n
; (2n +1)!
. > (=1)"
cos v =R(e'") = Z <(2n;' "
‘ !
Erinnern wir uns an die komplexen Zahlen z = x + 1y und z* = x — y:

eia

=cosa +isinw
e = (e")* = cosa — isina
Real- und Imaginéarteil einer komplexen Zahl erhalten wir bekanntlich durch

R(z) = %(z +2%) und 3(2) !

= Z(Z —Z )
1 j1e" —i
= cosoz:§(e +e7')
: 1 i e
sma—Z—i(e e ')

Auf diese Weise lasst sich der Definitionsbereich der trigonometrischen Funktionen auf
komplexe Argumente erweitern:

Cosz =

zeC
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Damit lassen sich auch leicht die Additionstheoreme zeigen, Giiltigkeit der Euler-

Beziehung vorausgesetzt.

cos(a + )

R (ei(a+,3))
%(eia X eiﬁ)
R((cosa + isina) - (cos f + isin f3))

=R(cosavcos f + isinacos B + isin f cos  — sin asin f3)

cosacos f — sinasin 3

sin(a + ) =S (ei(o‘+ﬁ))

sin « cos 3 + sin  cos «

cos(a + B)=cosacos f — sinasin

sin(a + ) =sin acos B + sin 3 cos «v

Aus dem komplexen co

s und sin lassen sich die hyperbolischen Funktionen definieren,

indem man die imagindre Einheit ¢ weglasst:

cosh(z) = 1 (e +e7%)

Diese gelten natiirlich auch fiir reelle Argumente z.

Wichtige Eigenschaften:

Graph:

2
: z € C.
sinh(z) = 5 (e —e7)
cosh?z — sinh?z = 1
......... 3,-
......... / 2,-/ ..
43 2 12 3%
_._.__ri_._._,._.rzzf_fs_'_.l..,- .....................................
A
e i g
A
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Abgeleitete Funktionen

Weitere trigonometrische Funktionen leiten sich aus sin und cos ab. Deren geometrische

Bedeutung ergibt sich aus der Konstruktion iiber die Strahlenséitze aus sin o und cos a.

sin av
Tangens : tan a=
COos v
COos v
Cotangens : cota= —
sin «
1
Sekans : sec o=
CoS (v
1
Cosekans : csCo= —
sin «

Alle diese Funktionen sind m-periodisch, entweder gerade oder ungerade.

Darstellung am Einheitskreis:

A
Yy cot «
//’—_ ‘_\_\_\ _______
/// N
. AN
V. |
/ CcsC o L
/ |
\
/ | tan o
/
h sec o \\:
[ |
|
' a J,
|
1 I
\ I
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
N /7
N 7/
~ 7
~ o _7
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Graphen:
| .

Y .
......................... B Y
. | . .

. \ . .

. | . .

. \ . N
N P Lol SRR T

: : \ : :

: [tanaz] | X ¢ [cota]:

: S\ NoK :

: —\ . :
. . LN X

: : T N T

2 \\ :

. . \ .
....................... P PPR T (N VI

\

v

[

.
....................... e

| .

[

Umkehrfunktionen

Wichtiger Hinweis: cot a ist nicht die Umkehrfunktion tan=! o sondern cot o = %' Glei-

ches gilt fiir sec a und

CSC .

ana”

Wegen der Periodizitédt der trigonometrischen Funktionen sind diese auf ganz R surjek-

tiv. Auf geeigneten Intervallen der Lange m werden die Abbildungen jedoch bijektiv und

Umkehrfunktionen existieren. Definitionsmengen der bijektiven Abbildungen:

sin: D= [—z, z}
2°2
cos: D=]0, 7]
tan: D:} —z, T [
2°2
cot: D=]0, 7|

Hierbei bedeutet “| |” ein abgeschlossenes Intervall mit [a,b] := {xr € R | a < 2 < b} und
“| [ ist ein offenes Intervall mit Ja,b[ := {x € R| a < z < b}.

Definitionen der Umkehrfunktionen:

f:D—W,
arcsin(sin(z)) = x,

sin(arcsin(x)) = z,

f:D—=W,
arccos(cos(x)) = x,

cos(arccos(x)) = z,

x — arcsin(z),

T — arccos T

™

fijrxe[

D={Rlla| <1}, W ={R||f@) <

2 Y

)

to| 3

m
2

]

fir x € [-1,1]

fir x € [0, 7]

D=

{Rlfz] <1}, W =A{R[0 < f(z) <7}

fiur x € [—1,1]
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6.5. TRIGONOMETRISCHE,HYPERBOLISCHE KAPITEL 6. FUNKTIONEN

f:D—=W, - arctan(z)) D=R, W= {R||f(:c)| < g}
arctan(tan(x)) = z, fir z € R\ {n T+ g, n e NO}

tan(arctan(z)) = z, firx € R

f:D—=W, x — arccot(z), D=R, W={R|0<z<7}

arccot(cot(x)) = x, fir x € R\{n-m, n € Ny}

cot(arccot(x)) = z, firx € R
Graphen:
- S ’ﬂ' ........ ‘.
.\ y .
AN :
RN .
\\ .
~
~ .
~
\\ .
~
\\ ,7-[- .
.......... >S4 R .
\\\ 2 g
\\ .
~
- .
~
~N .
~N
¢ .
< -
N .
N\
.
\.
| |

R R AR AR R -._.7'(' ..... REEEERRERN) AR LR FRRER
; T~ ; ; ; ;
;larccot x . N : : : :

: . : RN B ; ; :
[ REERERREE RREEEERPREPRPREPRR LK’ ...... KEREREREES, Tt
. . N . . .

; ; Z : : ;
: : o : . :
: : S : :
; -1 T Tme—
Il Il ! Il Il Il Il Il
T T T T T T T T
: : : : 1 : : X
larctan x| - :
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KAPITEL 7. FUNKTIONEN 7.1. GRENZWERT

7.1 Grenzwert

Betrachten wir eine allgemeine Funktion f als Abbildung
fR—=W, r — f(z) z, f(z) € R.

Dies konnen wir genauso betrachten wie eine Folge (a,), die eine Abbildung aus N dar-

stellt. Damit konnen wir analog zu Folgen einen Grenzwert fiir Funktionen definieren:

Definition: Grenzwert

Der Grenzwert lim f(z) = y einer Funktion f existiert und ist y, wenn fiir belie-
T—00

bige € € R, e > 0 ein z. existiert mit |f(z) — y| < € fur alle z > z..

Anders als bei Folgen haben wir bei Funktionen in ganz R noch einen zweiten uneigent-

lichen Rand, also:
lim f(z) =y, wenn 3 z. fir alle e € R, &> 0 mit

|f(x) —y| <e, fiir alle x < ..

Sind damit alle Fragen geklart? Natiirlich nicht!

Betrachten wir folgende Funktion in der Néhe von null, also in der Umgebung der Stelle,

an der sie nicht definiert ist:

fz) = , D=R\{0}

y A
T
27 47
~. N\ N\ L

~— \/l \/l \/lx'

—T ™

Graph:

Frage: Was passiert fiir x — 0,2 # 0 7
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7.1. GRENZWERT

KAPITEL 7. FUNKTIONEN

Offensichtlich benétigen wir fiir Funktionen auch Grenzwerte gegen eigentliche Zahlen,

null z. B. Da wir die Definitionsliicke nicht einfach einsetzen diirfen, behelfen wir uns

mittels einer Folge:

Definition: Grenzwert einer Funktion

Der Grenzwert der Funktion f(x)

lim f(x)

T—T0

existiert und sei yo wenn fiir jede Folge (z,

n—o0

)

lim z, = xg

gilt:
n—oo
sinx
Betrachten wir wieder fir x — 0.
T
T
Fir sin x konnen wir die Reihe einsetzen: sinz = x — a1 + STl + ...
Fir 0 < z <1 kénnen wir abschatzen:
3
sing < x—i—y < 4+
. x3
simzx > r—— > xr—<xX
3l
Damit erhalten wir nach Teilen durch z:
sin x
1—22 < < 1+2* fir 0<z<l1.
T

Nun miissen wir noch fiir obere und untere Schranke den Grenzwert fir + — zo = 0

bilden.

1

o = lim —
n—oo N,

. . 1
= lim (1ix2) = lim (
z—04 n—00 n2
. 1 .
. sin= . sinzx
= lim i n = lim =1



KAPITEL 7. FUNKTIONEN 7.1. GRENZWERT

Eine analoge Betrachtung fiir —1 < x < 0 fiihrt zu dem Ergebnis

. 1 .

. sin—— . sinzx
lim = lim
n—oo —= z—0_

n

=1

Das gleiche Ergebnis finden wir fiir jede beliebige Nullfolge, womit der Grenzwert
sin

lir% = 1 existiert. Dieses ist keine Selbstverstandlichkeit!
z—=0 X

Heaviside-Funktion:

1firz>0

Ofirz <0

Hier finden wir keinen eindeutigen Grenzwert fiir x — 0.

1
Tp=x9+—, x9=0
n

= lim O(z,) = lim © (l) =lml=1

n— 00 n— 00 n n—oo
1
Ty = To— —5, To =10
n
1
= lim O(z,) = lim O (——2) = lim 0=0
n—00 n—00 n n—00
—1)"
a:n:m0+( ) , x9=20
n
(—1)" 1 fiir n gerade
=0(x,) =0 (——) = = nicht konvergent
n 0 fiir n ungerade

Wir erkennen daran, dass es links- und rechtsseitige Grenzwerte geben kann. Falls diese
unterschiedlich sind, existiert also nicht der Grenzwert der Funktion. Letztes wird auch

klar aus der alternativen e-6-Definition des Grenzwertes.
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7.1. GRENZWERT KAPITEL 7. FUNKTIONEN

Definition: Grenzwert von Funktionen

lim f(x) = yo existiert und sei der Grenzwert von f(x) fiir x gegen xo, wenn fiir
T—xT0

jedes e € R, e > 0ein § € R, § > 0 existiert, so dass

\f(z) —yo|l < e fiir jedes |z — xo| < 4.

Die Analogie zur Definition des Grenzwertes einer Folge ist offensichtlich, wir erhalten

jedoch eine doppelte Umgebung (2-dimensional in R).

A

Y

\

(«%)
(«%)
aV

-
=)

Anmerkung: Mit der e-6-Umgebung ist eine Ubertragung des Grenzwertbegriffs auf kom-
plexe Funktionen moglich, allerdings nicht sehr anschaulich.
Insbesondere aus der e-9-Definition des Grenzwertes ergibt sich sofort, dass sich die be-

kannten Grenzwertsdtze von Folgen direkt auf Funktionen iibertragen lassen.

Satz: Grenzwertsitze

Wenn die Grenzwerte lim f(x) und lim g(x) existieren, so gilt:
T—T0 T—T0

a)  lim (f(z) +g(z)) = lim f(z) + lim g(z)

T—T0 T—T0 Tr—T0

) i (7 g(e)) = (Jim ) - fim o(o))

T—T0 T—T0 T—T0

In dieser Definition sind lim f(x) und lim f(x) als Spezialfélle von lim f(z) enthalten.
T—00 Tr——00 T—T0
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KAPITEL 7. FUNKTIONEN 7.2. STETIGKEIT

7.2 Stetigkeit

Definition: Stetigkeit

Eine Funktion f: D — R, D CR, heilt stetig in zg € D, wenn gilt

lim f(z,) = f(o)

n— o0
fiir jede Folge (z,) in D mit

lim z, = xg.
n—o0

f heifst stetig, wenn lim f(z) = f(zo) fir alle g € D.

T—T0

f heifst stetig ergénzbar in xy, wenn lim f(x) existiert.
T—T0

Eine wichtige Eigenschaft stetiger Funktionen ist die Vertauschbarkeit der Grenzwertbil-

dung:

i (0) = 7 ( fim )

T—T0 T—rT0
lim f(a,) = f < lim an>
n—oo n— o0

Anschaulich: In der Umgebung von ¢ kénnen wir den Funktionsgraphen ohne abzusetzen

durchziehen, d. h. f hat keine Liicken oder Spriinge.

Aus den Grenzwertsétzen ergibt sich sofort:

Satz:

Sind f(z) und g(x) stetig in xo, so gilt dies auch fir

a) a-f(z)+p-gx) (a,peC)
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7.2. STETIGKEIT KAPITEL 7. FUNKTIONEN

= Polynome sind stetige Funktionen.

= Rationale Funktionen sind stetig in ihrem Definitionsbereich. An Definitionsliicken

konnen sie stetig erginzbar sein.

Beispiel:
z-(x—2)
T) = , D =R\{-1,2
lim f(z) existiert nicht.
z——1
2
lir% f(z) = 3 = f(x) ist unstetig in o = —1 und stetig ergénzbar in xy = 2.
ﬁ

Graph:
y I x (v —2)
(x+1)(z—2)
i R
| >
; x

—1

Satz: Verkettete Funktionen

Ist g(x) stetig in xo und f(y) stetig in yo = g(xg), so ist auch f o g(x) = f(g(x))

stetig in xg.

Der Beweis ist offensichtlich und gelingt leicht iiber die d-e-Umgebung.
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KAPITEL 7. FUNKTIONEN 7.3. STETIGE FUNKTIONEN

7.3 Hauptsatze uiber stetige Funktionen

Satz: Bolzano-Weierstrass

Jede Folge (z,,) im kompakten (geschlossenen) Intervall [a, b] hat konvergente Teil-

folge (,, ) mit Grenzwert im selben Intervall.

Dies ist eine Erweiterung des Satzes, der uns bereits von den Folgen her bekannt ist.

Satz: Beschranktheit

Jede auf einem kompakten Intervall stetige Funktion ist dort beschrankt, d.h.
|f(z)| < M fiir alle x € [a, b] mit Schranke M.

Dieses ist klar, da Stetigkeit auf [a,b] die Existenz des Grenzwerts fir alle x € [a,b]
voraussetzt Fiir offene Intervalle oder unstetige Funktionen gilt diese Aussage jedoch
nicht.

Satz: Min-Max-Eigenschaft

Eine auf [a, b] stetige Funktion f besitzt in diesem Intervall ein Maximum und ein

Minimum, d.h. es existieren Punkte x4z, Tmin € [a, b] mit

f(xmm) < f(:L“) Vo € [a7 b]

Beweisskizze:

Wir zeigen, dafs f ein Maximum besitzt. Da f in [a, b] stetig ist, ist sie dort auch beschréankt.
Also existiert s = sup{f(z)|la <z < b} (fiir Maximum)

Laut Definition des Supremums gilt:

1
dr, YVneN mit s——< f(z,) <s
n

Nach Bolzano-Weierstrass existiert eine Teilfolge (x,, ) mit lim (z,,) = Zme und wegen

k—o00
Stetigkeit von f gilt:
lim f(xnk) = f(xmam)

k—o0
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7.3. STETIGE FUNKTIONEN KAPITEL 7. FUNKTIONEN

Aus Supremum folgt
1
ny

= tm f(zy,) = f(Tnaw) = s

<

|S - f<$nk)| =85 f(xnk) <

=

Damit existiert ein Maximum und ist identisch mit dem Supremum.

= f(Tmaz) > f(2) YV € [a,b)

Analoges gilt fiir ein Minimum. O

Satz: Zwischenwert

f sei stetig auf [a,b], so nimmt f(x), = € Ja,b], jeden Wert zwischen f(a) und

f(b) an.

Falls f(a) <0 A f(b) > 0 (oder umgekehrt), so hat f zwischen a und b mindestens

eine Nullstelle.

Beweis-Skizze:
0.B.d.A. nehmen wir an a < b, f(a) < f(b) und f(a) < c < f(b), f stetig in [a, b].
Wir suchen zy € [a, b] mit f(xg) = c.

Iterative Losung durch Intervallhalbierung.

Graphische Darstellung:

A

. . n + n .
Wir erhalten eine Folge ( ’ 5 J ) deren Grenzwert der Stelle x( entspricht.
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KAPITEL 7. FUNKTIONEN 7.4. REIHEN UND GLEICHMASSIGE KONVERGENZ

Satz: Umkehrfunktion

Sei f auf [a, b] stetig und injektiv. Dann ist f streng monoton und es existiert eine
Umkehrfunktion f=1. f=!ist auf [f(a), f(b)] stetig und streng monoton.

Beweis-Skizze:

Wir zeigen zuerst die Monotonie von f:
Injektiv heift: x1 # z9 = f(x1) # f(z2), V x1,29.
Wire f nicht monoton, so finde man einen Wert ¢ mit ¢ = f(z1) = f(z2) im Widerspruch

zur Annahme.

Nun zeigen wir die Stetigkeit der Umkehrfunktion:

Wir wéhlen eine e-Umgebung um den Punkt xy mit € > 0 und [zg — €, 29 + €] C [a, b].
= yelflw—e)flrote) = z=[f"(y)€lwo—cz0+¢

Dies gilt aufgrund der Monotonie von f.

Wir wihlen eine 6-Umgebung um den Punkt yg = f(z¢) mit

d(e) == min(lyo — f(zo — €)|, lyo + f(zo + €)])

Wegen der Stetigkeit von f gilt sicher |y — yo| < d(¢).

Nach Voraussetzung liegt = in [zg — &, 20 + €|, d. h. |z — x| < &, woraus folgt

If ' (y) — fF )| <e = fist stetig.

7.4 Reihen und gleichmafige Konvergenz

Zur Untersuchung der Stetigkeit von Reihen bendétigen wir einen zweifachen Grenzwert

T—T0

flx) = T}ggozak(ﬂﬂ) A lim f(z) = f(xo).

Laut Definition muss fiir alle ¢ > 0 ein N(e,z) und ein d(¢) > 0 existieren mit
|sn(x) — seo(x)| < € fir n > N(e,z), wenn |z — zo| < d(e).

Hier bedeutet s,(x) = >} _, ar(x) (Teilsummen).
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7.4. REIHEN UND GLEICHMASSIGE KONVERGENZ KAPITEL 7. FUNKTIONEN

Falls beide Bedingungen erfiillt sind, ist die Reihe in z( stetig.

Es gibt allerdings auch eine stérkere Definition von Stetigkeit bzw. Konvergenz von Rei-

hen:

Definition: Gleichméfige Konvergenz

o0

Eine Reihe Z ar () heifst gleichméfig konvergent, wenn fiir alle x € D zu jedem

k=0
e €R, £ >0, ein N(e) existiert, so dass

n

ag(x) — iak(a:) <e Yn>N(e).

k=0 k=0

Wichtig: N(e) héngt nicht von z ab!

Fiir gleichmafig konvergente Reihen gilt demnach:
iy (711520;%@) - i (JHBO ;ak@)

Damit folgt aus der Stetigkeit der ay(z) auch die Stetigkeit von Z ai(x), eine sehr niitz-
k=0
liche Eigenschaft.

Viele Reihen sind nur punktweise oder nicht gleichméfig konvergent.

Satz:

Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergrenzradius gleichméfig konvergent.

Dies ist eine wichtige Eigenschaft von Potenzreihen und die durch sie dargestellten Funk-

tionen!
Alle durch Potenzreichen darstellbaren Funktionen sind also stetig!

Bsp: €*,Inx,sin z, cos x etc.
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG 8.1. MOTIVATION UND DEFINITION

8.1 Motivation und Definition

Frage: Wie stark dndert sich eine Funktion?

Fiir lineare Funktionen ist dies konstant und leicht verstéandlich:

Fiir allgemeine Funktionen ist die Anderung

Ay = f(z) = f(zo) = f(xo + Az) — f(20)

abhéngig von xy und z:

Die Steigung einer Geraden durch die Punkte (xg,y9) und (z,y) ist gegeben durch:
@)~ f) Ay

T — Xo Az

Die Anderung in einer infinitesimalen Umgebung um z, wird durch eine Tangente be-

schrieben. Deren Steigung erhalten wir als Grenzwert

lim M bzw lim f(@o + Az) — f(20)

T—x0 r — X Az—0 A:C
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8.1. MOTIVATION UND DEFINITION KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

Beispiel:
Momentangeschwindigkeit einer beschleunigten Bewegung: ,Weg pro Zeit” ist abhangig

von ty und Messintervall At.

Definition: Differenzierbarkeit

Die Funktion f : D — W, D,W C R, heift differenzierbar in zy, wenn der

Grenzwert

1o @) = flw)

T—T0 €Xr — xo

existiert. Dieser Grenzwert heifst Differentialquotient oder Ableitung f'(zo) bzw.

a

. Die Funktion f heifst differenzierbar, wenn f fiir alle zy € D differenzierbar

dx 2o
1st.
Ableitung:
b df o Af L fro+ A) — f(x0)
fle) = 5p = dim 5 = dim, A

— Ableitung ist Grenzwert des ,Differenzenquotienten” und entspricht der Steigung der

Tangente an f(x) durch den Punkt z.

Folgerung:
Eine notwendige Bedingung fiir die Differenzierbarkeit von f in xy ist die Existenz des

Grenzwerts. Also muss f in zy zumindest stetig sein.

Hohere Ableitungen:

Die Definition hoherer Ableitungen erhélt man leicht durch mehrfaches Anwenden der

Definition:

af’ d?
Py = ¥l LS
df" d3
f///(x) — fd;'%) — d_l:;]:
allgemein:
dTL
f) = 22
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG 8.1. MOTIVATION UND DEFINITION

Beispiele:
flz) =1
feth)—f@) _ 1-1
! P pu—
Fo=im= =R
flz) =
o flx+h)—f(z) r+h—x . h
flo=in ST e
f(z) =2", n ez
, (x+h)" —a"
Jw) = lim h
(S te)
= o h
iy Q4 Qe (e
= h
= i 2" a4 M2 4 g
= o h
1
= lim (n " 4 n(n )$"_2h +-- )
h—0 2
f'(x) = na"!
f(x) =e*
ew+h — e
M) —
fla) = fim—p
T el — e
T h
h
—1
— ¢ - lim &
h—0
wobei:
I e —1 B
hoo ko
y (I+h+gh2+5h*+..) -1
ho h
" h+3h?+ :h3 + ... .
h—0 h

f'(z) =€ = f(x) — besondere Eigenschaft der e-Funktion
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8.2. ABLEITUNGSREGELN KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

8.2 Ableitungsregeln

Damit wir nicht immer auf umsténdliche Weise den Grenzwert bilden miissen, mochten wir
komplizierte Ableitungen auf einfachere zuriickfithren kénnen. Zu diesem Zweck kénnen
wir eine Anzahl allgemeingiiltiger Ableitungsregeln benutzen, die wir nur einmal beweisen

miissen und danach jederzeit verwenden diirfen.

Satz: Linearitat

Sind f(z) und g(x) differenzierbar in x, so gilt fiir jedes a , 5 € C

d o df dg
o f@)+ 0 () =a o+ 5
Der Beweis folgt unmittelbar aus den Grenzwertsétzen.
Satz: Produktregel
Sind f(z) und g(x) differenzierbar in z, so gilt
d df dg
a(f'g)zg'a"'f'@
Beweis:
d _ o St h) g+ h) — fx) g(x)
—(f(2) - 9(x)) = lim -
s FE B g+ h) = (@) gla+ 1) + F(2) gla+ ) = F(2) g()
h—0 h
9 h) (B = @)} + ) o+ h) — o))
a h—0 h

gle +h) —g(x)

_ o df dg
_g.a—i_f‘a
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG 8.2. ABLEITUNGSREGELN

Satz: Kettenregel

Ist f differenzierbar in g(z) und g differenzierbar in z, dann gilt

Merkregel: ,Innere Ableitung mal dufere Ableitung.”

Beweis:

Betrachte f(g(z)), g differenzierbar in z, f differenzierbar in g(x):

%f(g(x)) _ i 9+ 1) — flg(2))

 h—0 h

Aufgrund der Stetigkeit von ¢ in z gilt:

o fele+h) = flgl@)) . fle(zo) — flg(e)) _ df
h0 gz +h) —g(x) vz g(xo) — g(x) dz

= ['(9(2))

g(x)

Nun erweitern wir (*) mit g(x + h) — g(z) und setzen die Ableitungsdefinition ein:

<f(g(x +h) — flg(x)) glx+h)— g(fﬁ))
gz +h) —g(x) h

%f(g(x)) — lim = f'(g(x)) - ¢'(2)

h—0

Beispiel:

Satz: Quotiententenregel

Sind f und ¢ differenzierbar in x und g(z) # 0, so gilt:

d (F\ _ @) g(x) = f(x) - g'(2)
dz (g) g(z)?

Der Beweis folgt unmittelbar aus Produkt- und Kettenregel.
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8.2. ABLEITUNGSREGELN KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

Beweis:

Betrachte f(x)

g(z)

ix (o) = (70 5)

AL . (%L> (Produktregel)

dz  g(x) g(x)
/ .L_ T 'g’(:p) ettenrege
— ) == 1) 2 (Rettenregel
@) gle) — £@) - @)
g9(x)?

(") =n-2"', necZ
(ea:)/ — ex

und obigen Ableitungsregeln konnen wir alle anderen elementaren Funktionsableitungen

bilden.

In(x):
Aufgrund der Kettenregel gilt:

d _ d Inz Inx I /
ax_l_a(e )=¢€""(Inz) =2z (Inx)
= ilna:——
dx o
z* (a€C):
d a\ d Inz\® d alnz «Q o a—1
da:(x)_dx(e )_dxe —xm—ax

Allgemein koénnen wir fiir Umkehrfunktionen f~!(z) wegen

1= (z) = d%(f(f‘l(fv))) = (@) (7 (@)

den folgenden Satz herleiten.
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG 8.2. ABLEITUNGSREGELN

Satz: Ableitung der Umkehrfunktion

Sei f(x) auf dem Intervall [a, b] streng monoton und differenzierbar mit f’(z) # 0,
dann ist auch die Umkehrfunktion differenzierbar auf [f(a), f(b)] bzw. [f(b), f(a)]
mit

1

d 4 B
& W= Ty

Die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen kénnen aus der e-Funktion gewonnen

werden:

= % [(zx) e + (—iz) e ”C]
1 T X
= 5 (Ze e )
4 T —ix
D) (e ™)
1 T —1ix
=79 (€7 —e™)
= —sinx

Vollig analog erhalten wir:
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8.3. EXTREMWERTE KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

8.3 Extremwerte

Extremwerte von Funktionen sind von grofem praktischen Interesse — Optimierungs-
aufgaben (z.B. schriager Wurf — Mechanik).

Klassifizierung auf Intervall [a, b]:
A
globales und lokales Maximum

lokales Maximum

= =X
lokales \\
Minimum lokales

/1 Maximum

lokales Minimum

globales und lokales Minimum

Definition: Extremum

xo € R heifst Extremum der Funktion f, wenn in einer beliebig kleinen Umgebung

A=[zg—¢e,x9+¢| fur alle x € A, = # z gilt: f(z) < f(zo) bzw. f(x) > f(z0).

Satz:

Hat f in x( ein lokales Extremum und ist in z differenzierbar, so gilt f'(zq) = 0.

f'(x¢) = 0 ist notwendige aber nicht hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum. Es
ist jedoch hinreichend fiir ,stationidre Punkte”.
Zur Charakterisierung stationdrer Punkte untersuchen wir die Funktion in einer e-

Umgebung um z.
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Satz:

Die auf [a, b] differenzierbare Funktion f(x) ist auf diesem Intervall
a) monoton wachsend, wenn f' >0 Vz € [a, ]

b) streng monoton wachsend, wenn f' >0 V z € [a, D]

(analog fiir fallend)

= fiir Maximum ist f'(zg —) >0 A f'(xg+¢) <0.
Die Steigung von f nimmt also in Umgebung von zy ab — Anderung der Steigung: f”(z).

Daraus folgt fiir die Charakterisierung von stationaren Punkten:

f'<o0: Maximum
f">0: Minimum
ff=0: keine Aussage (hiufig Sattel- oder Wendepunkt)

8.4 Mittelwertsatz

Satz: Mittelwertsatz

Funktion f sei Stetig auf [a, b] und differenzierbar auf ]a, b, dann existiert u € ]a, b

mit
i = L0 =S

Spezialfall: f(a) = f(b) = 3 f'(n) =0 (Satz von Rolle).

Veranschaulichung;:
A
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Beweis:

a) Zunéchst zeigen wir den Satz von Rolle, d.h. f(a) = f(b)

— Falls f(x) = konst. ist f’(z) = 0 immer erfiillt
— f(z) nicht konst. = wegen Stetigkeit existieren x,,i,, Tmar und entweder
Tpmin 0der Tpa, liegt in |a, b[. Fiir den jeweiligen Fall gilt f'(2min)V f'(Tmaz) = 0,

da es sich um stationdren Punkt handelt.

b) Ubertragung auf allgemeinen Fall:

Es lésst sich leicht zeigen, dass

olx) = 1) (x —a) - T
den Satz von Rolle fiir beliebiges f(x) erfiillt.

ola) =f(a) ~ (a—a) - O -~ f(a)
o) =1(1) — (b —a) - LU= - f(a)

= gla) = g0)

= Jpumit ¢'(u) =0
g () =f'(n) - f<bl>) — ZZ(a) =0

:>f/([l) _ f(bl)) : i(a)

Satz: Verallgemeinerter Zwischenwertsatz

f,g seien auf [a,b] stetige und in |a, b] differenzierbare Funktionen mit ¢'(z) #

0 Vz € ]a,b[. Dann existiert ein p € ]a, b[ mit

f) = fla) _ f'(w)

g(b) —gla)  g'(n)

Beweis:
Wir fordern g(a) # g(b), da sonst nach Rolle eine Nullstelle fiir ¢'(p1) existieren wiirde.

Analog zum letzten Beweis setzen wir
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Wir finden leicht, dass ®(z) fiir beliebige f, g den Satz von Rolle erfiillt.

f(b) = f(a)

= es existiert ein g mit ®'(u) =0 = f'(u) — ¢'(u) - o) —g(a)

8.5 Regel von de I’Hospital

Diese Regel hilft bei der Betrachtung problematischer Grenzwerte der Form

—C)

=0 g(x)’

wobei f(zg) = g(x¢) = 0 oder beide Funktionen fiir x — x¢ gegen oo divergieren.

Betrachten wir den Mittelwertsatz fiir ein kleines Intervall [zg, x], so erhalten wir
f(z) = f(@o) _ f'(p(z, 20))
g(x) —g(zo)  g'(p(x,20))

Fiir den Fall f(x¢) = g(zo) = 0 folgt sofort

f@) _ P, 0)
g(@) ~ gl

Lassen wir nun = — z gehen, so strebt p(z, xg) — o, also

fl@) . Flulz, o)) fo)

lim .
e—wo g(x) 2=z g'(p(w, 20)) g'(xo)

Diese Herleitung ist auch gleich die Beweis-Skizze fiir die

Satz: 1. Regel von I"'Hospital

Sind die reellwertigen Funktionen g(z) und f(z) auf |a, b differenzierbar und gilt
fir zo € Ja,b] f(xo) = g(xo) = 0 sowie ¢'(zg) # 0, dann folgt

lim M = lim J(x)

0 g@)  eom ()

Y

sofern der rechts stehende Grenzwert existiert.

Anmerkung: Diese Regel wurde zuerst von ’'Hospitals Lehrer Johann Bernoulli entdeckt.
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Die Einschrankung ist hier, dass ¢’'(zo) # 0 sein muss, was nicht immer gegeben ist. Es lasst
sich allerdings zeigen, dass wir I’Hospital auch mehrmals anwenden diirfen, d.h. wenn f, g

in ]a, b[ n-mal differenzierbar sind und lim f®(z) = lim ¢®(z) =0 Vk=0,1,...n—1,
T—xT0 T—T0

dann gilt:
0]

Es gilt: . 1 ,
(765) =~ @ = 1@ = ~10? (55)

1
' (#7)
Existieren die Grenzwerte lim f(z) und lim L),, so gilt
T—T0 g/(x) T—T0 (L)
g(z)
!/
) 1@ ()
lim = @) = lim ;
T—T0 g T—T0 o 2 L
g9() g($)>
()
2 —_—
tim L0 gy A9
z—xo g(:p)z z—x0 (L)
g9(z)

/
1
<f(z)>

Existiert der Grenzwert lim ———, so gilt aufgrund der Regel von I'Hospital:

I
r=xo (1
(g(w)>

/

(#7)
lim /@) - = lim @ _
r—xQ <L) T—x0 e

~
—
Q
—~
N—

|H
8
1
8
o
=
=

.ﬁg_h (L0 )Y _ y, I

' T—rT0 g x)

g(x)? f(z)

= a:llgclo g’ (:p) T—T0

Diese ,Herleitung” stellt keinen formal giiltigen Beweis dar, fithrt uns aber zu der giiltigen

Satz: 2. Regel von I’'Hospital

Sind die reellwertigen Funktionen g(z) und f(z) differenzierbar auf ]a,b[ \{zo}
und f(x) — oo, g(z) — oo fiir x — x¢ sowie ¢’ # 0 fiir + — x¢ dann folgt

lim @) = lim J(x)

T—T0 g(gj) T—T0 g(x)’
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Fir einen formal korrekten Beweis sei auf die Literatur verwiesen.

Beispiele:
. sinz . CcosZx
lim = lim =1
z—0 z—0 1
. x . 1
lim — = lim — =0
z—o00 e r—o00 €T
Auch mehrfache Anwendung ist moglich:
ox™  ona™t  on(n—1)an? . n!
lim — = lim =]lim ———=...=1lim —=0
z—o00 et r—oo et T—00 er z—o0 %

= ¢” wichst rascher als jede Potenz x"!

8.6 Der Satz von Taylor

Viele Funktionen konnen iiber Potenzreihen dargestellt werden. Bisher bekannt ist z.B.

die e-Funktion:

T - 1 n 1 2
e :me :1—|—a:—|—§x + ...
n=0

(=)™ , 1, 1 4
_§ n_1_°2 —pt
cos(x) (2n)) x 57 + 71"

Wenn wir eine nur n-fach differenzierbare Funktion an der Stelle x = zy betrachten und

n=0

die Potenzreihe aufstellen, finden wir

n

flxo) =) ex

n=0

und fiir die n-te Ableitung genau:

f(") (x0) = cnn!xg = ¢, =

So kénnen wir uns sukzessive alle ¢; beschaffen und finden allgemein:

_ f(k)(xo)
4= TR

Wir kénnen nun auch f(z) um den Punkt z, entwickeln geméf:

f(x) = flao) + ) exlx — z0)t,

wobei obige ¢, verwendet werden konnen.
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8.6. DER SATZ VON TAYLOR KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

Dies fiihrt zum ungemein wichtigen

Satz: Satz von Taylor

Jede auf Ja,b[ (n + 1)-fach differenzierbare Funktion f lasst sich fiir x, x¢ € ]a,b]

wie folgt entwickeln:

(x — xp)"

f(@) = f(xo) + f'(wo)(x — wo) + ... + f(n)(fﬁo)T + R, (z)

Das Restglied R, (z) ist von der Form

(ZL’ _ IO)nJrl

Ru(w) = o welab]
Polynome der Form
_ . (k) ($—$0)k
Pale) = 3 1 a)
k=0 ’

heiken Taylor-Polynome oder Partialsummen der Taylor-Reihe (m < n 4 1) und kon-
nen genutzt werden, um Funktionen in der ndheren Umgebung von xy zu untersuchen.

Oft betrachten wir nur die ersten nichtverschwindenden Terme einer solchen Entwicklung.

Beweis:
Fiir x = x( ist die Identitét offensichtlich erfiillt, bleibt also x # z.
Wir definieren uns neue Funktionen F'(t) und G(t).

F(t) = () - Y0 0
k=0 '

(x — )"

Gt) = (n+1)!

F(t) sollte also dem Restglied R, entsprechen. Um dieses zu zeigen, differenzieren wir
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nach ¢:
= = ) k(x —t)kt
k=0 k=1
n n—1
R (z — t I Il t)k
k=0 k=0
(z t)”
f(n+1) (t)
n!
R C
G'(t) = — o

Fiir das Intervall [x, 2] gilt der allg. Mittelwertsatz
@)= F(zo) _ F'(u)
G(z) = G(zo)  G'(p)

Einsetzen von x ergibt

= fF () mit € [z, o]

F(z)=G(z)=0
Fan) = Gla) - F D) = Fo0 ) - 20T g o
(n+1)! "
Damit ist die Annahme bewiesen.
O

Beispiel:
Entwicklung von In(z) um zy =1

In(1) =0

d 1 dIn(z)

—1 == =1

dx n(z) x ~ dr |,_;

d? d1 1 d?In(z)

_ _—— = —— _ = —1

dx? In(z) = dr x x? ~ da? |,

d3 d 1 2 d3In(x)

— =—\|—-——=|=—= =2

da3 tn(e) dz ( a72> a3 T 1

4 d /2 2.3 d*In(z)

—1 =—|=)=——F =—-2-3

dzt n(z) dz (933) x? dat | _;

d" _ n—1 (TL B 1)' " _ n—1 |

L ey = oyt = Do) = e
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Besonders wichtig sind Taylor-Polynome als Naherung fiir Funktionen. Dabei lasst sich

nutzen, dass
lim Bn(2)

)

T—T0 (;L' — 3;‘0)”
geht, woraus folgt, dass R, (x) rasch gegen null konvergiert, Naherungen also umso besser
werden, je naher wir uns zum Entwicklungspunkt zy befinden.

Néherungen fiir In z in der Nahe von 1 wéren z.B.

@ 5 D 1 oz - 1))

~(z—1)+0(((x—1)3%

hr~((r—-1)-—

wenn wir die Restglieder O((xz — x¢)*) vernachlissigen. Die Landau-Symbole O((z — z)")
geben dabei eine Fehlerabschidtzung an. Das Symbol gibt an, dass der Fehler von der
Grofenordnung ¢, - (x — xp)" ist, wenn die Entwicklung vorzeitig nach dem (n — 1)-ten

Term abgebrochen wird.

Anwendungen:

a) Fehlerrechnung:
Ein Messwert x sei mit Fehler Az behaftet und wir sind an der von x abhéngigen
Grofke y = f(x) interessiert. Dann kénnen wir f(z) um zy = x entwickeln und nach

dem ersten Glied abbrechen. Die Abweichungen in y ergibt sich zu:

y+ Ay = flz+Ar) = f(z) + f(z) - Az + O(Ax?)
= Ay~ f'(z) - Az + O(Ax?)

Der Fehler in y ist also
Ay~ f'(z) - Az,
wobei ein Fehler in der Grofenordnung von O(Ax?) in Kauf genommen wird.

b) In der ndheren Umgebung von z, lassen sich viele Funktionen gut durch Taylor-
Polynome 2. Ordnung nihern:

f//(x0)2
2

(z — x0)?

f(x) = f(xo) + f'(xo)(z — o) +

— harmonische Ndherung (Quantenmechanik).
Quadratische Funktionen sind besonders einfach zu handhaben. Wenn wir uns zu-
dem an einem stationédren Punkt von f(x) befinden, so entféllt der lineare Term

und f(xg) ist ohnehin konstant.
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG 9.1. DAS FLACHENPROBLEM

9.1 Das Flachenproblem

Betrachten wir eine Funktion f : [a,b] — Ry, so konnen wir offenbar den Flécheninhalt

unter der Kurve bestimmen, zumindest wenn f auf [a, b] beschrénkt ist.

A

Y

y

Fiir beliebige Funktionen wissen wir aber zunéchst nicht, wie dies gehen soll. Unmittelbar

16sbar ist dieses jedoch fiir sogenannte Treppenfunktionen:

A

y  ——

..Ck

Sy

Qg Q-1 Qg an

t: R — R heiftt Treppenfunktion, wenn es endlich viele ag < a; < ... < ay gibt mit

c fir x € |ag_1, ay
) a1, ax
0 fir z ¢ [ag, an]
Auf die Funktionswerte t(ag), t(ax), ... kommt es nicht an, weshalb wir genau genommen
den Zusatz ,fast iiberall” benotigen.
Den Flacheninhalt der Treppenfunktion kénnen wir sofort angeben:

A = Ck(CLk — ak_l)

1M
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Wir definieren dies als das Integral der Treppenfunktion

an N
/ t(z)de = A= ch (ar, — ax—1)
@0 k=1 M

Axy,

Wichtige Eigenschaften folgen direkt aus dieser Definition:

a) Linearitét:

/ab(Oqtl(x) + aatz(z) dz) = an /abtl(x) dz + o /ath(x) dz

/act(:zr) dz = /abt(x) —i—/bct(x) dz

Spezialfall: / t(z)dz =0

b) Fiir a < b < ¢ gilt:

Als Hilfsmittel fiir das Folgende definieren wir uns die Supremumsnorm:

f i [a,b] =R sei beschrinkt auf [a, b]
1/1] = sup{| /() ||z € [a, 8]}

— maximaler Betrag, den f in [a,b] annimmt

Eigenschaften der Supremumsnorm:

a) |[f[l =0, Ifll=0s f=0
b) [lafll=laf-[Ifl| a€R

c) |If +gll <[IfI[ +lgl| (Dreiecksungleichung)

Wie wir noch lernen werden, stellen diese Eigenschaften die allgemeinen Norm-Axiome

dar. Eine Norm definiert in der Regel ein spezielles Mafs.

Ein solches Maf ist der gleichméfige Abstand zweier auf [a, b] stetiger Funktionen f und

g, der definiert ist als ||f — g||. Dieser gibt den grofsten vertikalen Abstand zwischen f
und g in [a, b] an.

Angewandt auf zwei verschiedene Treppenfunktionen auf [a, b] ergibt sich
b b b
/ t1(z) do — / to(z) do / t1 — to(x) do
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KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG 9.1. DAS FLACHENPROBLEM

Wir benutzen die Treppenfunktion um allgemeine, stetige Funktionen zu néhern:

A

Y

Sy

Satz:

f sei auf [a, b] stetig, dann existiert zu jedem e > 0 eine Treppenfunktion ¢y auf
[a, b] mit
If —tnl] <e

Aus Stetigkeit folgt, dass zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert mit |f(z) — f(y)| < e fiir
|z —y| < und z,y € [a,b]. Also wihlen wir N € N so, dass

b—a
N
ay :=a + hk, k=0,1,...N

h : <9

flag—q) fir a1 < x < ay
ty(r) =< f(b) fiir x = b

0 sonst

Die so definierte Treppenfunktion erfiillt ||f — tx|| < € auf [a,b] und fir N — oo gilt
If —tnll — 0.

Die Flache unter den Treppenfunktionen kennen wir:

N

[ tle) do =3 flancs)an = ax) = 3 Flanh

k=1 k=1

Die Konvergenz der Folge ty legt nahe, das Integral von f(z) als Grenzwert zu definieren.
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Satz:

Eine auf [a,b] beschrinkte Funktion f heifit integrierbar, wenn es eine Folge ¢,

von Treppenfunktionen gibt mit ||f — t,|| — 0.

Definition: Grenzwert integrierbarer Funktionen

Fiir integrierbare Funktionen f existiert der Grenzwert

b b
/ f(z)dz = lim [ t,(z)dx

n—00 a

fiir beliebige approximierende Treppenfunktionen ¢,,. Der Grenzwert heifst Integral

von f iiber [a,b].

Dieses definiert das sogenannte Cauchy- oder Regelintegral, was fiir die meisten Fille
ausreichend ist.
Wir kénnen das Integral auch anders definieren (Riemann, Lebesgue), wodurch jeweils die

Klasse der integrierbaren Funktionen erweitert wird.

Satz:

Alle stetigen Funktionen sind regelintegrierbar.

— erweiterbar auf abschnittsweise stetige Funktionen!
Hinweis: Diese Definition des Integrals ist allgemein und nicht auf positive Funktionen

beschriankt. Fliachen unterhalb der z-Achse erhalten einfach ein negatives Vorzeichen.

Aus den bekannten Eigenschaften fiir Treppenfunktionen folgt fiir Integrale regelintegrier-

barer Funktionen direkt:

a) Linearitét:

/ab(af(x) + Bg(x)) dz = oz/ab f(x) dz —1—5/;9(@ dz

f, g integrierbar, o, g € C.

/acf(:r)dx:/abf(a:)dx+/bcf(x)dx
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)
/abf(x)dx:—/baf(x)dx

Letzteres folgt aus b) und dem Umstand

/aaf@)dx:oz/abf(;c)dx+/baf(m)dx

d) Mittels geometrischer Uberlegungen folgt fiir die Fliche, welche durch das Integral

beschrieben wird

b
A:/ fr)de = (b—a)- f(u),  p€ [ab]

Damit kénnen wir den folgenden, wichtigen Grenzwert sofort hinschreiben:

. 1
= lim
b—a b —a

[ )@= st

9.2 Hauptsatz der Integral- und Differenzialrechnung

Definition: Stammfunktion

Eine Funktion F' : [a,b] — R heifst Stammfunktion zu f : [a,b] — R, wenn F' in

[a, b] differenzierbar ist und gilt:

F'(z) = f(z) Vz€lab)].

Es lasst sich leicht durch differenzieren zeigen, dass jede Funktion der Form F(z)+c¢,c € R
Stammfunktion zu f ist, wenn dies fiir F' selbst zutrifft.
Mit der folgenden Uberlegung leiten wir uns den Hauptsatz her:

Definieren wir uns die Funktion

F(z) = / F(t) dt
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und differenzieren diese beziiglich x:

d [* .
a/a f(t) dt = lim

= / f(t) dt ist also Stammfunktion von f(x)

Die Stammfunktion ist aber nur bis auf eine Konstante ¢ festgelegt, welche wir genau
genommen immer addieren miissen.

Betrachten wir nun:

F(b) + F(a) = (/abf(x)dx+c)i (/aaf(x)dx+c)

Das zweite Integral ist null, aber nur bei negativen Vorzeichen hebt sich die Konstante

auf

:>/ f(z) dz = F(b) — F(a)

Satz: Hauptsatz

Sei f(x) eine auf D = [a, b] stetige Funktion. Dann ist

F(z) = / () dt

eine Stammfunktion von f(z).

Ist F(z) eine Stammfunktion von f(x), so gilt

b
| sty at =Py - Pla)

Beweis: siche Herleitung.

Schreibweisen:
b b b
/ @) do = / dz f(x) = F(z)|" = F(b) — F(a)

Beliebige Stammfunktionen und unbestimmtes Integral:

F(zx) = /f(a:) dz
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Hinweis: Aus der Herleitung ist offensichtlich, dass Integration die Umkehroperation zur

d
Differenziation ist. So wie P kénnen wir dx als linearen Operator auffassen und die
x

integrablen Funktionen spannen einen Vektorraum auf (— QM und néchstes Semester).

9.3 Integrationsregeln

Leider gibt es im Gegensatz zum Differenzieren fiir das Integrieren keinen allgemeingiilti-
gen Algorithmus. — informiertes Raten

Viele Grundintegrale lassen sich durch die bekannten Ableitungen 16sen:

/%dx:/f’(m)def@)"'c

Wichtige Grundintegrale:

1
/xo‘ dz = Q—Hxaﬂ +c  aeR\{-1}

b) Fiir a = —1 ergibt sich

1
/—dlen\xH—c r#0
T

Beachte Unstetigkeit fiir 2 — 0!

/emdx—e‘”—l—c

d)
/sinx dxr = —cosz + ¢
/cosx dez =sinz +¢
e)
/ dx
= arctanz + ¢
14 22
f) Fur|z| < 1:

= arcsinz + ¢

=
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Rationale Funktionen:

b
Fiir g(z) # 0 in [a, b] erhédlt man / 1% dz durch Zerlegung in elementare Bausteine.
a 9\T

— Polynomdivision und Partialbruchzerlegung!

Falls ¢(x) nur reelle Nullstellen hat, liefert jede k-fache Nullstelle x,, einen Beitrag

b
a a a
/ e —

r—x, (x—u1x,)? (x — )k

Jedes Paar k-facher komplexer Nullstellen z,, 2 liefert einen Beitrag

/b A1$+Bl AQ[L'—FBQ Akl'—l—Bk
+ +ot z.
o V2F+ax+p 0 (224 ax+ F)? (22 + ax + B)k

Die Unbekannten lassen sich im Allgemeinen durch Koeffizientenvergleich nach Multi-
plikation mit ¢(z) erhalten. Die Teilintegrale fiir den Fall reeller Nullstellen lassen sich

trivial 16sen. Die Teilintegrale fiir komplexe Nullstellen sind komplizierter und erfordern

Techniken, die im Folgenden vorgestellt werden.

9.3.1 Partielle Integration

Aus der Definition der Stammfunktion und dem Hauptsatz folgt, dass zu jeder Regel der
Differentialrechnung eine Technik zur Losung spezieller Integrale resultiert. Betrachten
wir zuerst die Produktregel der Differentialrechnung:

d

(@) gl@) = L9+ I

= fg=2(f9) - fd

:s/f’gdxzf‘g—/fg’dx

Satz: Partielle Integration

f und g seien auf [a, b] differenzierbar, dann gilt

b b b
/fwgwM:ﬂmmmijmgumx

134



KAPITEL 9. INTEGRALRECHNUNG 9.3. INTEGRATIONSREGELN

Beweis: sieche Herleitung.

Partielle Integration fiihrt bei Produkten von Funktionen f’- ¢ immer dann zum Ziel,
wenn wir die Stammfunktion f kennen und sich ¢ stark vereinfacht, z.B. indem es
konstant wird.

Beispiel:

y(x) =z
Mit f/ =e* und g = x folgt: f=¢€*, ¢ =1.
= /x-ezdx:x-em—/l-emdx
=(z—-1)"+c¢
Hinweis: Partielle Integration kann auch mehrfach angewandt werden. Dabei erscheint

manchmal wieder das Ursprungsintegral.

Weiterfiihrende Beispiele:

sin?z dr = [ sinz-sinz dx
o~

1! g

——cosx-sinx—/—cos:c-cosxdx
_ . 2
——cosx-81nx+/cos z dx
:—Cosx-sinx+/1—sin2xdx

:x—cosx-sinx—/sin2x dx

= Z/Siandx:x—cosx-sinx

1
= /sian dz = i(ai—cosx-sinx) +c

Unter Umstédnden kann auch das Multiplizieren mit eins zum Ziel fiihren:

/lnxdx:/l-lnxdx (x >0)
1
:wlnx—/x-—dw
T
:xlnx—/ldx

=xlnhz —=z

=z(lnz—1)+¢
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9.3.2 Substitution

Aus der Kettenregel der Differentialrechnung folgt die Substitutionsregel beim Integrieren.

= [ Se@) g do = [ (gl de = fg(o) +e

Satz: Substitution

Ist g auf [a, b] differenzierbar und f auf [g(a), g(b)] stetig, dann gilt:

Sehr hilfreich zum Verstdndnis und besonders fiir die Anwendung ist die symbolische

Differentialschreibweise:
b b g
[ rto@) - g@ o= [ saon
g(b)
— [ 1) dg = Flg(t) - Flgla)).
g(a)
Dies entspricht gedanklich dem Ubergang von der Funktion g(x) zur Variablen g.

Besonders einfach ist der Fall, wenn wir den Integranden auf die Form f(ax + () bringen

konnen. Dann setzen wir an:

g(x)=az+p = j—i:a = %:1
= /fam+ﬁ dx—/f dx—/f ég'(m)dx

F(g(z)) (F ist Stammfunktion zu f)

Manchmal ist auch die folgende, rein symbolische Schreibweise niitzlich:

j—i =4¢(x) — dr= g’(lx)
f g(x)
= [0t o
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Beispiele:

/2x1_1dx:/$dx

Mit g(x) = 2z — 1 und ¢'(x) = 2 folgt

1 1 /1 1 1
de=—- [ —dg= -1 +c=-In]2z - 1]+
/Zx—l v 2/9 g 2n]g] ¢ 2n|x [ +e

sinx
/tanx dex = / dx
CcosST

Wir erkennen sinx = 1 cos x und setzen
T
d ) d
y=-cosxr = Y _sinz = dxz—,y
dx sinx

i d 1
/tanxdx:—/smx,y:—/—dy
y sinz Y

=—Ilnly|+c=—In|cosz|+ ¢ fiir cosz #0

Hinweis:
Es gibt auch zahlreiche Integranden, welche zwar die Bedingungen fiir Integrierbarkeit

erfiillen, fiir die aber dennoch keine geschlossene Form der Stammfunktion angegeben

sinx e 1 1

werden kann. Beispiele hierfir sind e‘””Q, , —, , , , etc. Be-
r oz’ Inz’ \/T—cosz 1+ a2t

stimmte Integrale auf [a,b] lassen sich aber auch fiir diese Integranden ndherungsweise

numerisch berechnen — numerische Integration oder Quadratur.

9.4 Uneigentliche Integrale

Bei der Einfilhrung von Regelintegral und Hauptsatz sind wir immer von Funktionen
ausgegangen, die auf einem kompakten Intervall [a,b] stetig und beschriankt sind. Wie

sieht es nun aus, wenn eine der beiden Voraussetzungen nicht erfiillt ist?

a) [a,o00[, | —00,b], oder | — 0o, 00|

b)  Polstellen (Singularitéten) in [a, b]
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Beide Félle kdnnen durch Bildung von Grenzwerten behandelt werden und kénnen Losun-
gen haben. Die entsprechenden Integrale bezeichnet man als uneigentliche Integrale.

Falls der folgende Grenzwert existiert, definieren wir

/:o f(z) dz == lim /abf(x) dz.

b—o0

Analog definieren wir einen Grenzwert fiir die untere uneigentliche Grenze eines Integrals.

Beispiel:

| b1 11°
/ — dz = lim — dz = lim [——]
1 X b—o00 1 X b—00 x

1

Vergleiche hierzu:

00 b 1
/ —dz=lim [ =dz= lim [In|z] = lim Inb
1 X b—oo J1 T b—oo b—o0
Dieser Grenzwert existiert nicht (divergiert), weshalb auch das Integral divergiert, d.h.

nicht existiert.

Bei beidseitig uneigentlichen Grenzen gilt besondere Vorsicht. Beide Grenzen sind unab-

héngig voneinander zu behandeln!

/_Zf(x) dz:= lim lim /abf(:c) dz

a——00 b—00

z

Berechnet man stattdessen lim f(z) dz, kann dies zu vollig falschen Ergebnissen

z—oo [

fihren.

& 2
Beispiel: / re © dx
— J

d d
Substitution: y = 2 = Y _ 2% = dr= 4
dzx 2x

1 1
= ze ™ do = 3 /e_y dy = —§€_I2 +c

b
1

= / ze™ dr = lim lim [——e‘xQ]
oo a——00 b—00 2

a

1 1
= lim (——e_b2> — lim (——6_“2)
b—s00 2 a——00 2

=0-0=0
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Nun miissen wir noch das mogliche Auftreten von Singularitdten behandeln. Betrachten
wir zuerst den Fall, dass eine Singularitdt an einer der Integrationsgrenzen auftritt. f sei

stetig auf [a, b| und singulédr bei b, dann gilt, falls der Grenzwert existiert:

/abf(x) dz = }Eil_ /:f(x) dz

Analoges gilt fiir den Fall, wenn die Singularitit bei der unteren Grenze des Integrals

auftritt.

Beispiele:
1 1
1 ) 1 . 1 .
—dxr = lim —dr= lim Inz| = — lim Ina
0o T a—04 J, T a—04 a a—04
Dieses Integral divergiert offensichtlich.

Andererseits:

/\/_dx—hm/ \/_dx— lim 2\/'\ =2— lim 2y/a =2

a—04 a—04 a—04

Hat die Funktion innerhalb [a,b] eine Singularitdt bei zy, so kann man das Integral in

zwei uneigentliche Integrale aufspalten:

/abf(x) dz — /;Of(x) dx+L:f(x) do

z b
= lim f(z) dz + lim f(z) dz

Z—T0— a Z—T04 o

Dabei ist zu beachten, dass hier die einseitigen Grenzwerte gebildet werden miissen.
Beispiel: ——= hat eine Singularitéit bei o = 0.
P \/m g 0
| 1 “ 1
—d:c:/ —dx—i—/ —=dz
/—a V7l —a /|] o Izl
Das zweite Teilintegral haben wir gerade ausgewertet und es liefert den Wert 2y/a. Der

Integrand ist eine gerade Funktion, d. h. f(—z) = f(z), weshalb das andere Teilintegral
ebenfalls 24/a als Wert ergibt.

dz = 4v/a

Anmerkung: Das Symmetrieargument lésst sich durch die Substitution y = —z leicht

iiberpriifen:

/0 1 0 1 S|
—dx—/ —dx—/ - dy—/—dy
o /|2] ~a /| — 7] ~y(a) \/@
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Letzteres kennen wir bereits (s. o.)

Das oben verwendete Symmetrieargument ist haufig ausgesprochen niitzlich. Allgemein

gilt fiir Funktionen mit Symmetrie und symmetrischen Integrationsgrenzen:
ferade (f(-a) = f@): [ fa)do=2 [ f@)ds
—a 0

f ungerade (f(—x) = —f(z)) : / flz)dze=0
Vorsicht ist allerdings geboten, wenn f in [—a, a] nicht beschrénkt ist!

Beispiel:

| 01 |
/—dx:/ —dx—i—/—dx
_1ZE _1.T OZL’

= Zli%l,(lnw — 1n1)+zli>l(l)l+(llj1 —1In|z|)

Beide Grenzwerte divergieren, weshalb das Integral nicht existiert.
Allerdings existiert ein schwéicheres Kriterium fiir die Existenz eines solchen Integrals, der

sogenannte Hauptwert von Cauchy:

b ‘ ro—€ b
(/a f(x) dx) . = {11_1% (/a f(z) dz + o f(z) dx)

fiir Singularitét bei xy. Fiir unser Beispiel erhalten wir folgenden Hauptwert von Cauchy:

1 —€ 1
1 1 1
(/ —dw) zlim</ —d:)c+/—da:)
-1z Cauchy &0 -1 T e T
= lim (ln |:,17|‘7i +1In |SB|‘1>
e—0 - €
=lim(Ine —Inl1+1Inl—In¢)

e—0

= lim(lne —Ine) =0
e—0

Dieses Beispiel zeigt nochmal anschaulich den Unterschied zwischen gleichzeitiger und

unabhéngiger Grenzwertbildung!
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KAPITEL 10. DGL’S 10.1. PROBLEMSTELLUNG

10.1 Problemstellung:

Mathematische Beschreibung unserer Umwelt

Ziel: Beschreibung eines beobachtbaren Phénomens durch eine mathematische Funkti-

on.

Beispiele:

Wie schnell verlauft eine chemische Reaktion?

Wie bewegt sich ein Korper, z. B. eine Gartenschaukel?

Wie entwickelt sich die Bevolkerungszahl in einem Land?

Wie hiingt das Wahlverhalten von Arbeitslosenzahl und Einkommensverteilung ab?

Problem: Im Allgemeinen ist die Funktion unbekannt. Oft kennt man aber Zusammen-
hénge zwischen der Funktion und ihrer Anderung, der Anderung dieser Anderung usw.

Dies kann genutzt werden, um die unbekannte Funktion zu finden.

Beispiel: Radioaktiver Zerfall oder Photodissoziation
N(t): Teilchenzahl zur Zeit t.

Die Zerfallsrate z(t) ist proportional zur Teilchenzahl
2(t) = kN(t).

mit der Proportionalitétskonstante (Ratenkoeffizient) k. Die Abnahme der Teilchenzahl
AN im Zeitintervall At ergibt sich zu

AN
S — (b + At) = —kN(t + Ab).
At
Ubergang At — 0:
. AN dN(t)
Y MU

Als Ergebnis erhédlt man die Differentialgleichung (DGL)
N + kN =0.
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10.1. PROBLEMSTELLUNG KAPITEL 10. DGL’S

Beispiel: Klassische Mechanik eines Massenpunktes in einer Dimension.
Die Kinematik des Teilchens ist charakterisiert durch Ort z(t), Geschwindigkeit v(¢) und
Beschleunigung a(t).

Ax  dx
hwindigkeit : P— = — =X
Geschwindigkei v At — T b'e
A d d?
Beschleunigung : a: KZ — d—: = d_t}; =X

Die Bewegung des Massenpunktes wird durch die Trajektorie x(t) beschrieben. Eine ty-

pische Bestimmungsgleichung fiir z(¢) hat die Form
ax(t) + bi(t) + ci(t) = f(¢)

und ist eine DGL.

In der nicht-relativistischen, klassischen Mechanik gilt Newtons 2. Axiom
F =mz (F: Kraft, m: konstante Masse).

Daraus ergeben sich sofort einige typische Félle, die im folgenden kurz beschrieben sind.

Kriaftefreie Bewegung:

Homogenes Schwerefeld: (Gravitation sei konstant)

F=-mg — 2+4+g=0

Federpendel: (F ist ortsabhéingig, k: Federkonstante)

F=—-kx — mit+kr=0

Freier gedampfter Oszillator: (Federkraft Fr proportional zu Auslenkung, Damp-
fungskraft Fp proportional zu Geschwindigkeit)

F:FF+FD; FF:—kl‘; Fp=—ax — mi+ar+kzr=0

Getriebener gedidmpfter Oszillator: (Zusitzlich zur Feder- und Dampfungskraft
wirkt eine zeitabhéngige dufere Triebkraft F)

F:FF+FD+FT; FT:FT(t> — mi’—i-Oéi?—FkSL’:FT(t)
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10.2 Begriffe und Definitionen

Definition: Differentialgleichung

Eine Bestimmungsgleichung fiir eine unbekannte Funktion, in der Ableitungen
dieser Funktion auftreten, heifit Differentialgleichung (DGL).

Definition: Losung einer DGL

Eine Funktion y, welche eine DGL identisch erfiillt, heifst eine Losung oder ein
Integral der DGL. Die Gesamtheit aller Losungen heifst Losungsmenge der
DGL.

Neben Funktionen von einer Verdnderlichen gibt es auch Funktionen mehrerer Verénder-
licher. Man unterscheidet zwischen gewohnlichen und partiellen DGLs gemafs folgender

Definitionen:

Definition: Gewohnliche DGL

Eine Bestimmungsgleichung F(x;v,%/,v",...y™) = 0 der Funktion y = y(z), die
nur von einer Variablen z abhéingt, heifst gewohnliche DGL. Der Grad bzw.
die Ordnung n der gewohnlichen DGL ist der Grad der hochsten auftretenden
Ableitung y™.

Definition: Partielle DGL

Eine Bestimmungsgleichung einer Funktion y(x1,...xy) mehrerer Veréinderli-

cher F(zq,xs,...2N;Y, ;—;’1, 88—;/2, ...) =0, in der partielle Ableitungen auftre-

ten, heiflt partielle DGL.

Aufser gewohnlichen und partiellen DGLs unterscheidet man auch lineare und nicht-
lineare DGLs. Die Losbarkeit einer DGL héngt dabei ganz entscheidend von ihrer Art
ab.
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Definition: Lineare DGL

Eine Bestimmungsgleichung der Funktion y heifst lineare DGL, wenn F' linear
in y und allen auftretenden Ableitungen von y ist, d. h.

n

Fziyy oy y™) =) ai(z)y™ = b(z).

i=0
Treten in F' auch partielle Ableitungen auf, welche obige Bedingung erfiillen, so

heifst die Bestimmungsgleichung partielle lineare DGL. Die lineare DGL heifst
homogen fiir b(z) = 0 und inhomogen fiir b(z) # 0.

Beispiele:

Allgemeine Form einer linearen gewohnlichen DGL 2. Ordnung:

px)y" + q(x)y’ +r(z)y = s(z)

Eine typische partielle lineare DGL ist z. B.

Py Py Py
oz  0x% O3

+ V(x17x27x3> Y = 0
In nicht-linearen DGLs treten z. B. gemischte Terme verschiedener Ableitungen oder
Funktionen von der Losungsfunktion bzw. deren Ableitungen auf.

y' -y +y=0

Y +In(y) =0

10.3 Losung von DGLs

Im Allgemeinen Fall ist die Losung von DGLs nicht immer analytisch moglich (s. Inte-
gration). Nur spezielle Typen von DGLs lassen sich geschlossen lésen. Deshalb ist man
in der Praxis oft auf numerische Losungsverfahren angewiesen. Es ist jedoch wichtig,

einige analytische Losungsmethoden fiir spezielle Félle zu beherrschen.
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10.3. LOSUNG VON DGLS

Beispiel: Zerfallsprozess

dN(?)
== = —kN(?)
1 dAN(t)
N() dt

Diese Gleichung kann man in Differentialform schreiben und integrieren:

/ﬁ S - [ a

In(N(t)) + 1 = —kt + co
= N(t) =

e—kt-i-cz

AN(r)

(N(t) > 0)

mit Co = Cy— C

Die unbestimmte Konstante ¢ stammt aus der Integration, die obige Funktion fiir N (¢)

ist eine allgemeine Losung der betreffenden DGL. Eine spezielle Losung erhélt man

durch Einsetzen einer Nebenbedingung, in diesem Falle einer Anfangsbedingung,

z. B. N(0) = Nj.

NO)=c-e " =¢

10.3.1 DGLs 1. Ordnung

= N(t)=Ny-e ™

Man kann DGLs 1. Ordnung in expliziter Form

oder in impliziter Form

schreiben.

dy
g(z;y,y) =0

Satz: Existenz von Losungen

Die Funktion f(x,y) sei in einem abgeschlossenen Bereich D(f) C R? stetig und
stetig differenzierbar nach y. Dann hat die DGL ¢’ = f(z,y) fiir jeden Punkt
(zo,Y0) € D(f) genau eine Losung y = g(z) mit der Anfangsbedingung yo = y(zo).
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Trennung der Variablen

Gegeben sei die DGL 1
y e .
o = fW) - g(2).

Diese lasst sich unter der Bedingung f(y) # 0 umstellen und integrieren (vgl. Zerfallspro-

zess):
1 dy
; (z)

fy) dz
dy /
= —— = [ g(x) dz
/ f) )
Nun stehen x und y auf verschiedenen Seiten, die Variablen sind also getrennt. Sind die

Integrale 16sbar, so erhélt man eine Losungsmenge der DGL. Eine spezielle Losung ergibt

sich durch Einsetzen einer Nebenbedingung (Integrationskonstante!).

Spezielle Fille

d
é =g(z) -y linear homogen
dy -
Qe g(z) -y + h(x) linear inhomogen
x

Losung der homogenen DGL ist oft einfach:
dy
e g(x)dr = Inlyl=G(z)+ c,
wobei G(z) eine Stammfunktion von g(x) ist. Als allgemeine Losung erhélt man

mit c=e9.

Variation der Konstanten

Um aus der allgemeinen Losung der homogenen DGL eine Losung der inhomogenen DGL
zu gewinnen, verwendet man das Verfahren der Variation der Konstanten. Dabei
ersetzt man die Integrationskonstante durch eine Funktion C(z) und setzt als Losungs-

funktion

an. Dies setzt man in die inhomogene DGL ein und erhalt

d

1 (C(2) - e“9) = g(z) - C(x) - @ + h(x).
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= i—o €@ 1 C(x) - g(x) - @ = g(x) - C(x) - %@ + h(x)
i
= g %@ = h(x).

Die so erhaltene DGL fiir C'(z) 16st man wieder durch Trennung der Variablen und erhélt

C(z) = /h(x) ce G dg,
woraus sich die allgemeine Losung der inhomogenen DGL zu
y(z) = %@ /h(:c) e 4@ dg

ergibt.

Viele DGLs 1. Ordnung lassen sich durch geeignete Substitution auf die beiden Grundty-

pen zuriickfithren und damit l6sen.

10.3.2 DGLs 2. Ordnung

Allgemeine Form einer gewohnlichen linearen DGL 2. Ordnung mit Inhomogenitat (Sto-
rung) s:

v'+ay +by=s a,beER

Hier sollen nur homogene DGLs 2. Ordnung behandelt werden, d. h. s = 0.

Satz: Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Seien die Funktionen a(t) und b(t) stetig im offenen Intervall Z. Dann gibt es in

7T genau eine Losung der homogenen DGL
y'+a(t)y' +b(t)y =0,

welche fiir ¢y € Z die Anfangsbedingungen y(to) = yo und v/'(¢y) = yj erfiillt. Es

existiert immer eine triviale Losung y(t) = 0, wenn y(ty) = v/(to) = 0 erfiillt ist.

Konstante Koeflizienten

Ein besonders einfacher Fall einer homogenen linearen DGL 2. Ordnung tritt auf, wenn

die Koeffizienten a und b konstant sind. Unter dieser Bedingung kann die DGL allgemein
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gelost werden. Die DGL kann nur dann fiir beliebige Werte der Variablen erfiillt sein,

wenn die Funktionen y, v und 3” vom selben Typ sind. Daraus folgt der Ansatz
y(t) = eM.
Durch Einsetzen in die DGL erhélt man
MM aeM + beM =0

= (A +aX+b)eM=0.

Wir sehen, dass diese Gleichung nur an den Nullstellen des sog. charakteristischen
Polynoms erfiillt sein kann. Diese Nullstellen kénnen reell oder komplex sein. Aus dem
Polynom 2. Ordnung ergeben sich zwei partikuldre Losungen y; und 3 statt der gewiinsch-
ten eindeutigen Losung. Man 16st dieses Problem durch Ansatz der Losungsfunktion als

Linearkombination gemafs

Yy = c1y1 + C2Yo.

Die Koeffizienten werden dann durch zwei Neben- bzw. Anfangsbedingungen bestimmt.

Satz:
Die DGL
y'+ay +by=0

habe in Z die partikuldren Losungen y; und ys. {y1,y2} bilden genau dann ein
Fundamentalsystem, d. h. y = c;y1+coys ist allgemeine Losung, wenn die Wronski-

Determinante W (y1,y2) = y1y5 — y1y2 in Z keine Nullstelle hat.

Potenzreihen-Ansatz

Der Fall der konstanten Koeffizienten ist keineswegs immer gegeben. Im Allgemeinen sind

die Koeffizienten nicht konstant und die homogene DGL ist von der Form
Y+ a1(t)y + ao(t)y = 0.

Dennoch lassen sich zahlreiche DGLs mit variablen (oder auch konstanten) Koeffizienten
dadurch 16sen, dass man fiir die Losungsfunktion eine Potenzreihe ansetzt:

o0

y(t) = et —to)".

k=0
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Jede beliebige Funktion lasst sich exakt durch eine Taylor-Reihe darstellen. Wir gehen
davon aus, dass sich auch die Koeffizienten a;(t) um den Punkt ¢, entwickeln lassen und
dabei ein gemeinsames Konvergenzintervall besitzen. Diese Methode ist dann besonders

einfach, wenn die Koeffizienten selbst Polynome sind.

Der allgemeine Losungsweg besteht darin, den Losungsansatz in die DGL einzusetzen, d. h.
gliedweise zu differenzieren. Man erhélt eine neue Potenzreihe, deren Wert null sein muss,
was nur dann eine nicht-triviale Losung hat, wenn alle Koeffizienten verschwinden. Daraus
kann man eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten erhalten und alle hoheren durch die
ersten beiden Koeflizienten ¢y und ¢; ausdriicken. Wenn die verbleibenden Potenzreihen

bekannte Funktionen darstellen, ist das Problem geschlossen gelost.

Beispiel: Quantenmechanischer harmonischer Oszillator

Wie Sie noch lernen werden, kann man Molekiilschwingungen durch die DGL
y'+(e—a?)y=0

beschreiben. Aus physikalischen Griinden muss y fiir 00 hinreichend schnell gegen null
abfallen. Man wéhlt den Ansatz

y(z) =C-e "
und erhélt nach zweimaligem Differenzieren
y' = (Ca? = C) e /? m Ca? e/ (Nherung fr groes ).

Diese Abschitzung legt nahe, dass der Koeffizient der Ansatzfunktion ein Polynom in x

ist, weshalb sich der Potenzreihen-Ansatz anbietet. Wir setzen als Losungsfunktion
y(x) = Hz) - P
an und erhalten nach zweimaligem Differenzieren
y' = [H" — 20H' + (* — 1)H] - e % /2.
Einsetzen in die urspriingliche DGL ergibt
[H" — 2zH' + (¢ — 1)H] - e /2 =0,

was zu der neuen DGL
H' —2zH' + (e—1)H=0

fihrt.
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Nun fithren wir den Potenzreihen-Ansatz fiir H durch und differenzieren zweimal:

H(z) = Z Cpa™

n=0

= H'(z)= chmv"’l = 2xH' =2 chnx”
n=0

n=0

= H'(z)= Zn(n —1ez™? = Z(n +2)(n + 1)cppox™

n=0
Einsetzen in die DGL liefert

oo

D ln+2)(n+ eaa + (e = 1= 2n)e,Ja" =0,

was fiir beliebige x nur dann erfiillt sein kann, wenn der Ausdruck in eckigen Klammern

null wird. Daraus erhalten wir fiir die Koeffizienten die Rekursionsformel

2n —e+1
n+2)(n+1

Eine Analyse der Konvergenz der erhaltenen Reihe zeigt, dass die Entwicklung abge-
brochen werden muss, um physikalischen Sinn zu machen. Sie erkennen, dass die Reihe
automatisch abbricht, wenn einer der Koeffizienten ¢, o null wird. Dieser Fall tritt genau

dann ein, wenn der Zahler null wird, d. h.
e=2n+1

ist. In dem Parameter ¢ steht eine Energie £, und eine Frequenz v

2F,
E =
hv

und Sie erhalten damit aus der Abbruchbedingung die Schwingungsenergien geméfs

1
E,=nh -1,
I/(n+2)

wobei n die Werte n = 0,1,2,... annehmen kann. Es bleibt nun noch zu bestimmen,
welche Werte die Koeffizienten ¢y und ¢; haben. Diese ergeben sich aus physikalischen
Nebenbedingungen, auf die hier nicht eingegangen werden soll. Da die Losungen entweder
gerade oder ungerade Funktionen sein miissen, ergibt sich noch, dass es eine Reihe mit

ausschlielich geraden und eine zweite mit ausschlieklich ungeraden Potenzen geben muss

0,2,4,... 1,3,5

Hy(z) = Z cpx” und  H,(z) = Z ™.
Die Losungsfunktionen H(x) sind die sog. Hermite-Polynome.
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10.4 Anfangs- und Randwertprobleme

Wir haben gesehen, dass man bei der Losung von DGLs zuerst eine allgemeine Losung
erhélt. Um die uns interessierende spezielle Losung zu finden, miissen wir die freien
Parameter bestimmen, die in der allgemeinen Losung noch enthalten sind. D. h. wir

bendtigen zusétzliche Bedingungen, welche die Losungsfunktion erfiillen muss.

Fiir viele physikalische Prozesse, die eine zeitliche Entwicklung beschreiben, kennt man
den Zustand des Systems zu einer bestimmten Anfangszeit t,. Man will mit der Losung
der DGL eine Vorhersage des Systemzustands zu einer spéteren Zeit ¢ machen kénnen.
Um die spezielle Losung der DGL zu erhalten, benutzt man Bedingungen, die zum Zeit-
punkt to exakt bekannt sind und erfiillt sein miissen, sog. Anfangsbedingungen. Diese

Problemstellung bezeichnet man als Anfangswertproblem.

Eine andere Problemstellung findet sich haufig in der Quantenmechanik. Eine bestimmte
DGL soll in einem Intervall I erfiillt sein. Man weifs, dass die Losungsfunktion an den Rén-
dern von I bestimmte Bedingungen erfiillen bzw. Werte annehmen muss. Eine derartige

Fragestellung bezeichnet man als Randwertproblem.

Beispiel: Gesucht ist die Losung der DGL
y'+y=0

im Intervall I = [0, 7]. Wir erkennen, dass y” = —y sein muss, eine bekannte Eigenschaft
von sinz und cos .

yp =cosxr und ¥y, =sinz

sind partikuldre Losungen, und wir zeigen, dass {y;,y2} ein Fundamentalsystem bilden:

Yyr Yo

. = cos’w +sinr=1+#0
Y1 Y2

‘ cosx sinzx

—sinx cosx
Damit ergibt sich als allgemeine Losung
y(x) = c1cosx + cosinz.

Wir benétigen nun noch zwei Nebenbedingungen, um die Koeffizienten ¢; und ¢y zu be-

stimmen. Wir fordern die Erfiillung der Randbedingungen
y(0) =0 und y(7)=0.
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Wegen

sin0=sinm =0 und cosO=—cosm=1

finden wir ¢; = 0 und y(x) = cysinz. Die beiden Randbedingungen sind aufgrund der
Symmetrie nicht unabhéngig, weshalb ¢y noch immer unbestimmt ist. Als weitere Bedin-

gung konnen wir z. B. einen Randwert fiir ¢'(0) angeben:
y(0)=1 = 4y (0)=crcos0=cy = =1

In der Quantenmechanik ist haufig eine andere Randbedingung vorgegeben:

b
(yly) = / yyde =1,

die sog. Normierungsbedingung, wobei die Integrationsgrenzen a,b den Randern von [

entsprechen. Benutzen wir diese Bedingung fiir unser Problem, so erhalten wir (c; € R)

s 2 2
(yly) = C%/ sin? z dz = % [z — Sin:pcosx]g =1 = cp=1/-.
0 T
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