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Einleitung

Dieses Buch ist — wie der Titel sagt — ein Buch {iber mathematische Sprachtheo-
rie, das heift, iber die Beschreibung von Sprache und Sprachen mit mathematischen
Methoden. Es wendet sich an Studenten der Mathematik, Informatik, Computerlin-
guistik und Sprachwissemschaft, und an alle, die sich mit dem Aufbau von Sprache
befassen wollen oder miissen. Es ist vorwiegend ein mathematisches Buch; es kann
und will die Einfiihrungen in die Sprachwissenschaft sowie speziell der Syntax nicht
ersetzen. Wer sich damit vertraut machen will, dem seien die Biicher von Lyons [35],
von Grewendorf, Hamm und Sternefeld [20] und von von Stechow und Sternefeld [50]
empfohlen. Wir besprechen hier keine der syntaktischen Theorien im Detail. Der Le-
ser wird allerdings — so ist zu hoffen — nach dem Studium dieses Buches in die
Lage versetzt, jede dieser Theorien tiefer als bisher zu verstehen.

Ich ziehe keinen Trennungsstrich zwischen formalen Sprachen und natiirlichen
Sprachen. Diese werden hier vollig gleichbehandelt. Es ist ja vollig unerheblich, ob
eine Sprache kiinstlichen oder natiirlichen Ursprungs ist, wenn wir ihren Aufbau ver-
stehen wollen. Auch wenn insbesondere Noam Chomsky betont hat, dafl es einen fun-
damentalen Unterschied zwischen natiirlichen und nicht—natiirlichen Sprachen gibt,
so muf3 sich dieser natiirlich in der formalen Beschreibung erweisen kénnen. Insofern
sollte diese Unterschied, wenn er denn existiert, nicht zur Grundlage eines solchen
Buches werden. Das vorliegende Buch ist ebenfalls keine Einfiihrung in die formalen
Sprachen im herkémmlichen Sinne, sondern eher eine mathematische Einfithrung
in die Sprachwissenschaft. Man wird viele Themen und Ergebnisse aus der Theorie
der formalen Sprachen vermissen. Dies liegt einfach daran, dafl sie erfahrungsgeméaf
keine so wesentliche Rolle spielen. Auf der anderen Seite geht dieses Buch iiber die
sonst iiblichen Einfithrungen in einigen Punkten hinaus. Der wichtigste Punkt ist,
dafl wir Sprachen nicht einfach nur als Mengen wohlgeformter Zeichenketten auffas-
sen, sondern als Zeichensysteme. Dies kommt der Sprachwirklichkeit natiirlich sehr
viel ndher. Dieser Ansatz wird in der Einleitung kurz vorgestellt und dann in seinen
konkreten Einzelheiten in Kapitel 3 eingefiihrt.

Ein Zeichen ist ein Tripel
o= (E,T,M)

Dabei ist I/ der Exponent von o, iiblicherweise eine Zeichenkette, 7" der syntak-
tische Typ von o, und M die Bedeutung. Dadurch wird jetzt eine Zeichenkette
an eine Menge von Bedeutungen gebunden; E bedeutet in S genau dann M, wenn
es einen Typ T gibt derart, dafl (E,T, M) € S. Die Aufgabe von Sprachtheorie
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ist so gesehen nicht einfach nur zu sagen, welche Zeichenketten als Exponenten
gewisser Zeichen auftreten, wie dies zum Beispiel in der Theorie der Ersetzungssy-
steme wie auch in der Grammatiktheorie die Regel ist, sondern welche Bedeutung
eine gegebene Zeichenkette haben kann. Im Zentrum steht das sogenannte Kom-
positionalitdtsprinzip, welches in seiner schwéchsten Formulierung lautet, dafl man
die Bedeutungen einer Zeichenkette auf die Weise gewinnt, dafl man ihre syntakti-
schen Ableitungen homomorph auf die Semantik abbildet. Kompositionalitat wird
im Kapitel 3 eingefiihrt und in seinen Folgen ausfiihrlich diskutiert. Wir werden
dort auch auf die Montague Semantik zu sprechen kommen, allerdings wird die
Diskussion relativ kurz ausfallen. Ohnehin gibt es zu diesem Thema so viel gute Li-
teratur, daB man den Leser getrost dorthin verweisen kann. Wir verweisen hier auf
die Einfithrungen von Dowty, Wall und Peters [10] sowie auf das Buch des Autoren-
kollektivs Gamut [12]. Ein Zeichensystem ist eine partielle Algebra von Zeichen.
Diese bedeutet, daf sie ist ein Paar (3, M), wo X eine Menge von Zeichen ist und M
eine endliche Menge von sogenannten Kompositionsmodi. Standardméflig nimmt
man an, dal M nur einen einzigen Modus enthélt, eine zweistellige Operation e,
mit welcher wir aus zwei Zeichen o; und o9 ein neues Zeichen o; e o, herstellen
konnen. Diese Operation ist nicht immer definiert, wie man sich bald iiberzeugen
kann. Die Wirkung von e mufl nun auf den drei Komponenten der Zeichen definiert
werden. Wir fiihren dies an einem einfachen Beispiel vor. Angenommen, wir haben

die Zeichen
‘rennt’ = (rennt,v, f)

‘Paul’ = (Paul,n,p)

Hierbei sind v und n die syntaktischen Typen (intransitives) Verb und Eigennamen.
p ist eine Konstante, welche ein Individuum bezeichnet (ndmlich Paul), und f eine
Funktion von Individuen nach {0, 1}. Auf der Ebene der Exponenten wihlen wir die
Wortverkettung (d.h. Verkettung mit eingeschobenem Leerzeichen); auf der Ebene
der Bedeutungen die Funktionalapplikation. Schlieflich sei o; eine partielle Funktion,
welche nur fiir n e; v definiert ist und den Wert ¢ ergibt. Jetzt setzen wir

(Br, Ty, My) @ (Ey, Ty, My) := (Ey By, Ty e Ty, My(My))
Dann ist ‘Paul’ e ‘rennt’ ein Zeichen, und es hat die folgende Form:
‘Paul’ e ‘rennt’ := (Paul rennt,t, f(p))

Wir sagen, dieser Satz ist wahr genau dann, wenn f (p) = 1; andernfalls sei er falsch.
Ubrigens ist ‘Paul’ e ‘Paul’ kein Zeichen. e ist also tatséchlich partiell.

Die Idee ist nun, dafl die Zeichen zunéchst einmal durch Strukturterme beschrie-
ben werden, welche nichts weiter als variablenfreie Terme {iber der Signatur von M.
Diese kann man durch eine kontextfreie Grammatik beschreiben. Dort ist also die
Welt noch in Ordnung. Die Algebren der Exponenten, Typen oder Bedeutungen sind
aber moglicherweise partiell, sodafl nicht jeder Term tatséchlich einem Zeichen ent-
spricht. Zudem hat man es in der Regel bei den Exponenten nicht Zeichenketten und
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bei ihrem Operationen nicht immer mit blofler Verkettung zu tun, sodaf} die entste-
henden Sprachen selbst dann sehr viel komplizierter werden kénnen als kontextfreie,
wenn alle Operationen total sind. Bevor man all dies verstehen kann, ist es deswe-
gen unerlafllich, sich mit Zeichenketten und Grammatiken im herkémmlichen Sinn
zu beschéftigen. Dies tun wir in den ersten beiden Kapiteln. Wir fithren Zeichenket-
ten formal ein und definieren dann Semi—Thue Systeme und Grammatiken. Das erste
Kapitel stellt die absolute Essenz dessen bereit, was man dazu wissen muf3. In Kapi-
tel 2 studieren wir dann regulédre und kontextfreie Sprachen im Detail. Insbesondere
werden wir uns mit ihrer Charakterisierung durch Automatenklassen, Erkennung-
und Analyse, Parsingkomplexitdt und Ambiguitdt befassen. Am Schlufl beweisen
wir den Satz von Parikh. Im Kapitel 3 beginnen wir mit Sprachen als Zeichensyste-
men. Zeichensysteme und -grammatiken werden in dem ersten Abschnitt definiert.
Anschliefend wenden wir uns einer besonderen Art von Zeichengrammatiken zu,
den sogenannten Kategorialgrammatiken. Wir werden sowohl den Ajdukiewicz—Bar
Hillel Kalkiil wie auch den Lambek-Kalkiil vorstellen, und von beiden zeigen, daf
sie nur kontextfreie Sprachen erzeugen. Fiir den Lambek—Kalkiil war dies eine lan-
ge offene Vermutung von Chomsky, welche erst Anfang der 90er Jahre durch Mati
Pentus bestétigt worden ist. Im vierten Kapitel widmen wir uns den sogenannten
PTIME Sprachen. Dies sind Sprachen, fiir das Parsingproblem in deterministisch
polynomieller Zeit entschieden werden kann. Die Frage danach, ob natiirliche Spra-
che kontextfrei sind oder nicht, galt bis in die 80er Jahre als entschieden: sie sind es
in aller Regel nicht. Dann kippte der Konsens fiir einige Zeit, als gezeigt wurde, dafl
die meisten Konstruktionen, welche fiir anerkannt nicht—kontextfrei galten, aller-
dings doch kontextfrei sind. Dennoch stellte sich bald heraus, dafl es genug Evidenz
gegen die Kontextfreiheit gibt. Auf der Suche nach Eigenschaften, welche natiirliche
Sprache stets und immer haben, fand man unter anderem die PTIME-Klasse. Diese
ist tatsdchlich umfassend genug, dal — nach allem was man bisher weil — alle
bekannten Sprachen darin enthalten sind. Ferner existieren einige sehr interessante
Charakterisierungen dieser Sprachklasse, zum Beispiel durch einfache Literalbewe-
gungsgrammatiken, welche durch Annius Groenink vorgeschlagen worden sind. Das
fiinfte Kapitel ist dem logischen Ansatz zur Sprachbeschreibung gewidmet. Auch
dieser ist im Wesentlichen in den 80er Jahren entstanden, und die Verbidung zu
dem sogenannten Constraint—Programmieren ist sicherlich nicht von der Hand zu
weisen. Es wurde vorgeschlagen, Grammatiken einfach als logische Theorien akzep-
tabler Sétze beziehungsweise akzeptabler Strukturen zu sehen. Dies ist insofern von
dem Ansatz Chomsky’s verschieden, als die Theorie in keinerlei Zusammenhang ste-
hen muf} zu einem System von erzeugenden Regeln, welche die zuldssigen Strukturen
oder Sitze bauen. Es stellt sich allerdings heraus, dafl es sogar Algorithmen gibt,
gewisse axiomatische Theorien in Grammatiken umzubauen; dies geht auf Arbeiten
von Biichi von sowie Thatcher und Donner iiber Theorien in monadischer Logik
zweiter Stufe zuriick. Interessanterweise ist die Umkehrung, ndmlich die Extraktion
der Theorie aus den Regeln, ein subtiles Unterfangen. Je nach Beschreibungsstérke
kénnen mehr oder weniger Regeln in einer axiomatischen Theorie aufgefangen wer-
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den. Dies fithrt zu einer rein logisch motivierten Komplexitétshierarchie, die indirekt
natiirlich auch etwas mit der Berechnungskomplexitét zu tun hat. In den Kapiteln
4 und 5 wird der Leser mit allerhand Formalismen vetraut gemacht, welche in den
letzten 20 Jahren in der Sprachwissenschaft vorgeschlagen worden sind.
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Kapitel 1

Grundlegende Strukturen

1.1 Algebren und Strukturen

In diesem Abschnitt werden wir grundlegende Definitionen bereitstellen, welche im
Folgenden immer wieder benotigt werden. Dazu gehéren die Begriffe Algebra und
Struktur. Diejenigen Leser, fiir die diese Begriffe vollig neu sind, sind aufgefordert,
diesen Abschnitt beim ersten Lesen zu iiberspringen und nur dann zuriickzukehren,
wenn sie erste Anwendungen dieser Strukturen gesehen haben.

Wir setzen eine gewisse Vertrautheit mit der mathematischen Begriffswelt vor-
aus, insbesondere den Umgang mit Mengen und iiblichen Beweisverfahren wie voll-
standige Induktion. In der Mengenlehre definiert man Zahlen {iblicherweise wie folgt.

0 = O
n+1l = {k:k<n}={0,1,2,...,n—1}

Die Menge aller so konstruierbaren Zahlen, also der sogenannten natirlichen Zahlen,
wird mit w bezeichnet. Thre Michtigkeit heifit Ry (sprich: Alef Null). Zwar ist X
auch die Menge w, jedoch ist der Buchstabe w eigentlich fiir den Wohlordnungstyp
der natiirlichen Zahlen reserviert. Ist M eine Menge, so bezeichnen wir mit p(M) die
Potenzmenge von M ; diese ist die Menge aller Teilmengen von M. Ferner bezeichnet
|M| die Méchtigkeit von M. Diese ist im endlichen Fall eine natiirliche Zahl, im
allgemeinen eine Kardinalzahl. Ist |[M| < Ng, so heifit M abzdhlbar. Hat M die
Méchtigkeit x, so wird die Michtigkeit von @(M) mit 2% bezeichnet. 2% ist die
Michtigkeit der Menge aller Mengen natiirlicher Zahlen. Es ist 2% strikt groBer als
Ny. Mengen dieser Méchtigkeit sind also iiberabzéhlbar. Jedoch ist die Menge aller
endlichen Mengen natiirlicher Zahlen wieder abzahlbar.

Sind M und N Mengen, so bezeichnet M x N die Menge aller Paare (z, y) mit z €

1
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M und y € N. Man kann (z,y) definieren durch {z, {z,y}}, aber dies ist fiir unsere
Zwecke meist unerheblich (siche aber Abschnitt 3.7). Eine Relation von M nach
N ist eine Teilmenge von M x N. Wir schreiben = Ry, falls (z,y) € R. Besonders
interessant ist der Fall M = N. Eine Relation R C M x M heif3t reflexiv, falls x R«
fiir alle x € M; symmetrisch, falls aus x Ry folgt y Rx. R heifit transitiv, falls
aus ¢ Ry und y R z folgt « R z. Eine Aquivalenzrelation auf M ist eine reflexive,
symmetrische und transitive Relation auf M. Ein Paar (M, <) heifit eine geordnete
Menge, falls M eine Menge ist und < eine transitive, irreflexive zweistellige Relation
auf M. < heiit eine (strikte) Ordnung auf M und M heifit dann auch durch <
geordnet. < ist linear, falls fiir je zwei Elemente x,y € M gilt x < y oder x =y
oder y < z. Eine partielle Ordnung ist eine Relation, welche reflexiv, transitiv
und antisymmetrisch ist; letzteres bedeutet, daf§ aus z Ry und y Rz folgt x = y.

Ist R C M x M eine Relation, so bezeichnet R~ := {(z,y) : y Rx} die sogenannte
konverse Relation zu R. Ist S eine weitere Relation, so setze

RoS = {{(x,y): fireinz:xRzSy}
RUS = {{(z,y):xRyoder xSy}

Es ist Ay := {{(z,z) : © € M} die sogenannte Diagonale. Nun sei

RO = Ay

Rn—i—l — RoR™®
R’* = U0<i R
R* — UiEw Rz

R* ist die kleinste transitive Relation, welche R enthilt. Sie heifit deswegen auch
die transitive Hiille von R. R* ist die kleinste reflexive und transitive Relation,
welche R enthéhlt.

Eine Funktion von M nach N ist eine Relation f C M x N derart, dafl aus
x fyund z f z folgt, daBl y = z. Wir schreiben dann auch y = f(z), falls z f y und
f+ M — N, falls f eine Funktion von M nach N ist. Schliellich schreiben wir
frxw—uy, fallsy = f(x). Ist X € M, soist f[X]:={f(z): 2z € X} das sogenannte
direkte Bild von X unter f. Wir weisen darauf hin, daf8 zwischen f(X) und f[X]
ein Unterschied besteht. Sei zum Beispiel S : w — w : x — x+1. Dann ist gemé&f der
obenstehenden Definition von natiirlichen Zahlen S(4) = 5 und S[4] = {1,2,3,4},
da ja 4 = {0,1,2,3}. Eine Funktion heif} injektiv, falls fiir alle z; € M und alle
x9 € M genau dann f(z1) = f(z2) gilt, wenn z; = xo; f heifit surjektiv, falls fiir
jedes y € N ein x € M existiert mit y = f(x). f ist bijektiv, wenn f sowohl injektiv
als auch surjektiv ist. Es sei y € N und Y C N; dann sei f~(y) := {z : f(z) =y}
sowie f71[Y] := {x : f(x) € Y}. Ist f injektiv, so bezeichnet f~!(y) auch dasjenige =
mit f(z) = y. Wir werden dafiir sorgen, dafl dies im Folgenden nicht zu Konfusionen
Anlaf} gibt.
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Es sei M", n € w, die Menge aller n—Tupel von Elementen aus M. Dies kann
man wie folgt prézisieren.

M! = M
MM = MM x M

Ferner ist M? := 1(= {@}). Damit ist ein n-Tupel von Elementen aus M schlicht ein
Element von M". Wir schreiben je nach Bedarf (x; : i < n) oder (zg,xa,...,Tn_1)
fiir ein n—Tupel tiber M.

Eine n-stellige Relation auf M ist eine Teilmenge von M™, eine n-stellige
Funktion auf M ist eine Funktion f : M™ — M. Hierbei ist n = 0 ausdriicklich
erlaubt. Eine O-stellige Relation ist demnach eine Teilmenge von 1, also entweder die
leere Menge oder 1; eine O-stellige Funktion auf M ist eine Abbildung ¢: 1 — M.
Diese bezeichnen wir auch als Konstante. Der Wert dieser Konstanten ist das
Element ¢(@). Es sei R eine n-stellige Relation und # € M"™. Dann schreiben wir
anstatt ¥ € R auch R(Z).

Es sei nun F eine beliebige Menge und Q2 : F' — w. Das Paar (F, ), oft schlicht
durch €2 bezeichnet, heifit eine Signatur und F' die Menge der Funktionssymbole.

Definition 1.1.1 Es sei ) : F — w eine Signatur und A eine nichtleere Menge.
Sei ferner I1 eine Abbildung, welche jedem f € F eine Q(f)-stellige Funktion auf A
zuordnet. Dann ist das Paar A := (A,II) eine Q—Algebra. Q-Algebren werden im
allgemeinen durch Frakturbuchstaben gekennzeichnet.

Um nicht in der Notation zu ersticken, werden wir folgende allgemein iibliche Be-
zeichnungsweise einfithren. Ist 21 eine -Algebra, so bezeichnet f* die Funktion
II(f). Anstatt also 2 als das Paar (A, TI) zu notieren, wird jetzt 2 durch (A, {f* :
f € F}) bezeichnet. Der Leser sei jedoch davor gewarnt, daf§ die letztere Schreib-
weise zu Miflverstdndnissen Anlafl geben kann, da ja Funktionen gleicher Stelligkeit
verschiedenen Funktionssymbolen zugeordnet werden kénnen. Diese Probleme wer-
den jedoch im Folgenden nicht auftreten.

Die Menge der (2-Terme ist die kleinste Menge T, fiir die gilt:

Ist fe€ Fundt; €T firalle i < Q(f), soist f(to,... tay)-1) €T.

Terme sind abstrakte Gebilde; sie nicht gleichzusetzen mit Funktionen noch mit den
Zeichenketten, durch welche wir sie bezeichnen. Zunéchst definieren wir die Stufe
eines Terms wie folgt. Ist Q(f) = 0, soist f() ein Terme der Stufe 0, welchen wir auch
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mit ‘f” bezeichnen. Sind ¢;, i < Q(f), Terme der Stufe n,, so ist f(to,...,ta)-1)
ein Term der Stufe 1+ maz{n; : i < Q(f)}. Viele Beweise laufen iiber die Stufe von
Termen, man spricht dann auch von Induktion diber den Termaufbau. Induktiv wird
die Gleichheit von Termen definiert.

Zwei Terme u und v sind gleich, falls sie die gleiche Stufe haben, und
ferner gilt:

1. w und v haben die Stufe 0, und es existiert ein f € F mit u =v =

f0O-

2. Es existiert ein f € F, und Terme s;, t;, i < Q(f), derart, daB
u = f(50,.-.,50(5)-1) und v = f(to,...,tocp-1) sowie s; = ¢; fiir
alle i < Q(f).

Ein wichtiges Beispiel einer (2-Algebra ist die sogennante Termalgebra. Wir wahlen
dazu eine beliebige Menge X von Symbolen. Dabei soll X disjunkt sein zu F'. Die
Signatur wird auf X ausgedehnt; und zwar soll jedes Symbol aus X die Stelligkeit
0 haben. Die Terme iiber dieser neuen Signatur werden als (2-Terme iiber X
bezeichnet. Thre Menge bezeichnen wir mit 7'mgq(X). Jeder Term wird nun zu einem
Objekt der Algebra, und jedes Funktionssymbol zu einer Funktion. Es sei ndmlich
II(f) die folgende Funktion:

() : (t; - i < QUf)) — f(ta, ... ,tg(f)_l)

Dann ist (T'mq(X),II) eine 2-Algebra, genannt die von X erzeugte Termalge-
bra.

Definition 1.1.2 Es seien % = (A, {f*: f € F}) und B = (B,{f® : f € F})
Q-Algebren und h : A — B. h heiffit Homomorphismus, falls fiir alle f € F und
alle Q(f)~Tupel T € AN gilt

h(f* (wo, 1, - .-, agp-1)) = FR(R(x0), h(21), - . ., h(Ta)-1))

Wir schreiben h - A — B, falls h ein Homomorphismus von A nach B ist. Ferner
schreiben wir h : A — B, falls h surjektiv ist und h : A — B, falls h injektiv ist.
h ist ein Isomorphismus, falls h sowohl injektiv wie auch surjektiv ist. B heif§t
isomorph zu A falls es einen Isomorphismus von A nach B g¢ibt;, wir schreiben
dann A =B. Ist A =B, so spricht man von einem Endomorphismus von A; ist
h zusdtzlich bijektiv, so heifst h ein Automorphismus von 2.

Ist h : A — B ein Isomorphismus von 2 nach 9B, so ist A~ : B — A ein Isomor-
phismus von ‘B nach 2.



1.1. Algebren und Strukturen 5

Definition 1.1.3 Es sei A eine Q2-Algebra und © eine zweistellige Relation auf A.
O heifit eine Kongruenzrelation auf 2, falls © eine Aquivalenzrelation ist und fiir
alle f € F und alle &, € AN gilt

Ist 2; ©y; fiir alle i < Q(f), so ist f2(T) O f2(7)).

Ist © eine Aquivalenzrelation, so setze
[]0 :={y: 20z}

Wir nennen [2]© die Aquivalenzklasse von z. Es gilt dann, daB [2]© = [y]© oder
aber [z]© N [y]© = @. Ferner ist stets x € [x]O. Ist nun © auch noch Kongruenzre-
lation, so gilt: ist y; € [z;]© fiir alle i < Q(f), so ist f2() € [f*(Z)]O. Deshalb ist
folgende Definition reprisentantenunabhéngig.

[0 ([x0l®, [21]8, ... [ra(n)-1]8) := [f* (w0, 21, - - -, Tas)-1)]©

Seien némlich yo € [20]O, ..., Yo(p-1 € [Ta()-1]©. Dann gilt y; © x; fiir alle
i < Q(f). Daraus folgt nach der Kongruenzbedingung sofort f%(7) © f*(Z). Dies
bedeutet nichts anderes als f2(7) € [f*(Z)]O©.

Setze A/© = {[z]© : x € A}. Wir bezeichnen die Algebra (A/0,{[f*O : f €
F}) mit A/©. Wir nennen /0O die Faktorisierung von 2 nach 6. Die Abbildung

he : © — [z]O erweist man schnell als Homomorphismus.

Sei umgekehrt i : A — B ein Homomorphismus. Dann sei ker(h) := {(z,y) €
A% . h(z) = h(y)}. ker(h) ist eine Kongruenzrelation auf 2. Ferner ist 2/ker(h)
isomorph zu B, falls h surjektiv ist. Eine Menge B C A heifit unter f € I’ abge-
schlossen, falls fiir alle ¥ € B/ gilt f%(¥) € B.

Definition 1.1.4 Es sei (A, {f*: f € F'}) eine Q-Algebra und B C A unter allen
f € F abgeschlossen. Setze f®() := f*(&). Dann ist f¥ : B*) — B. Das Paar
(B,{f®: f € F}) heifit dann eine Unteralgebra von 2.

Oft werden wir es mit Strukturen zu tun haben, in denen neben Funktionen auch
Relationen definiert sind. Die Definitionen (soweit sie in diesem Fall noch Sinn ma-
chen) sind vollig analog, jedoch steigt der notationelle Aufwand erheblich.

Definition 1.1.5 Es seien F' und G Mengen sowie 2 : F — w und = : G — w
Funktionen. Ein Tripel A = (A, 11, R) heifit eine (2, Z)-Struktur, falls fir f € F
II(f) eine Q(f)-stellige Funktion auf A und fir jedes g € G R(g) eine Z(g)-stellige
Relation auf A ist. Q heifit die funktionale Signatur, = die relationale Signatur
von 2.
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Sooft wir kénnen, werden wir auf den Zusatz (€2, =)’ verzichten und nur von Struk-
turen sprechen. Ist (A,II, R) eine (2, Z)-Struktur, so ist (A,II) eine Q-Algebra.
Eine -Algebra lat sich in natiirlicher Weise als (€2, @)—Struktur auffassen, wo
& die leere relationale Signatur ist. Wir gebrauchen eine Konvention dhnlich der
fiir Algebren. Ferner bezeichnen wir die Relationen mit R, S usw. Es seien nun
A=(A{f* feF},{R* . RecG})und B = (B, {f®: fe F},{R®: Re G})
Strukturen gleicher Signatur. Eine Abbildung h : A — B heifit Isomorphismus
von 2 nach B, falls & bijektiv ist und fiir alle f € F und alle # € A% gilt

W f2(@) = [2(h(Z))
sowie fiir alle R € G und alle 7 € A=)

R*(zg, 21, . .. ,Tz(r)-1)  gdw. R®(h(wo), h(21), . .., hrz(r)-1))

1.2 Halbgruppen und Zeichenketten

Sprachen konnen in erster Ndherung als Mengen von Zeichenketten iiber einem Al-
phabet aufgefafit werden. Das Alphabet ist dabei eine endliche, nichtleere Menge A.
Das Alphabet hat keinerlei Struktur, es definiert lediglich den Vorrat an primitiven
Zeichen. Sinnvollerweise machen wir keine Annahmen iiber die Anzahl der Elemente
von A. Das lateinische Alphabet besteht aus 26 Buchstaben, jeweils in Grofi— und
Kleinschrift, einigen Satzzeichen und dem Leerzeichen. Das Chinesische ‘Alphabet’
dagegen besteht aus mehreren Tausend Zeichen!

Zeichenketten sind sehr grundlegende Strukturen. Ohne ein Versténdnis von ih-
nen kénnte man zum Beispiel diesen Text nicht lesen. Wir wollen unter einer Zei-
chenkette iiber einem Alphabet A zunéchst nichts anderes verstehen als das Ergebnis
der Verkettung oder Hintereinanderschreibung endlich vieler Symbole aus A. Diese
miissen nicht verschieden sein. Ist zum Beispiel A = {a,b,c}, so sind abb, bac,
caaba jeweils Zeichenketten iiber A. Zeichenketten bezeichnen wir in der Regel mit
Vektorpfeil, etwa w0, &, i/ etc., um sie von einzelnen Zeichen unterscheiden zu kénnen.
Eine formale Definition ist wie folgt.

Definition 1.2.1 FEs sei A eine beliebige Menge. Fine Zeichenkette tiber A ist
eine Funktion ¥ : n — A fiir eine gewisse natirliche Zahl n. n heifst auch die
Linge von T und wird mit |Z| bezeichnet. Z(i), i < n, heifst das ite Segment oder
der ite Buchstabe von . Die eindeutig bestimmte Zeichenkette der Linge 0 wird
mit € bezeichnet. Sind ¥ : m — A und y: n — A Zeichenketten tiber A, so ist T -1y
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diejenige Zeichenkette der Linge m + n, fir die gilt:

N (61 falls j < m,
(@ 5)0) = { y(j —m), sonst.

Wir schreiben oft X'y anstelle von X -1/. Die Menge A heifit im Zusammenhang dieses
Buches auch das Alphabet, cin Element von A heifst auch Buchstabe. A ist, falls
nichts anderes gesagt wird, nicht leer und endlich.

Eine Zeichenkette schreiben wir durch einfaches Aneinanderreihen der Folgenglieder.
So ist also abc - baca = abcbaca. Man beachte, dafl zwischen den einzelnen Zeichen-
ketten kein Leerzeichen steht, denn das Leerzeichen ist ein Zeichen. Wir notieren
es mit O. Zwei Worte unserer Sprache werden jeweils durch ein Leerzeichen (oder
auch durch Interpunktionszeichen) voneinander getrennt, und dieses Leerzeichen ist
Teil unseres Alphabets! Wir kénnen dies bemerken, wenn wir einen Text mit der
Schreibmaschine oder dem Computer schreiben: falls wir ein Leerzeichen wiinschen,
miissen wir eine Taste driicken. Auflerdem sei angemerkt, dafl es aus rein formalen
Griinden iiber jedem Alphabet auch die leere Zeichenkette gibt. Das Problem an
ihr ist, dafl man sie nicht sehen kann, da sie aus keinerlei Zeichen besteht. Sie muf
deswegen durch ein spezielles Symbol bezeichnet werden, hier €. Es gilt also

T e=e- =27

Man sagt, die leere Zeichenkette sei ein neutrales Element oder eine Eins beziiglich
der Verkettung. Es gilt fiir Zeichenketten &, i/ und 2 stets

Wir sagen daher, die Verkniipfung - sei assoziativ. Doch davon gleich mehr. Wir

definieren noch die Schreibweise #* induktiv iiber 3.
70 = £,
= 7.7,

—

Ferner wird [[,_, #; induktiv wie folgt definiert. Ist n = 0, so sei [[,_, % = e.

i<n i
Ferner ist
I =q]=) =z
i<n+1 i<n

Man beachte, dafl der Buchstabe a verschieden ist von der Zeichenkette ¥ : 1 — A :
0 — a. Notiert werden sie jedoch auf die gleiche Weise, ndmlich a. Wir gebrauchen
im Ubrigen die Schreibmaschinenschrift, um konkrete Buchstaben und konkrete Zei-
chenketten hinzuschreiben. Sind a und b Buchstaben unseres Alphabets, so sind ab
und abba Zeichenketten; hingegen steht x anstelle eines Buchstabens (ist also ei-
ne Metavariable fiir Buchstaben, wie man sagt), wie auch # anstelle von konkreten
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Zeichenketten steht. Ist 7 eine Zeichenkette iiber A und A C B, so ist Z auch eine
Zeichenkette iiber B. Die Menge aller Zeichenketten iiber A wird mit A* bezeichnet.
Auf A* definieren wir die sogenannte lexikographische Ordnung wie folgt. Wir
ordnen A willkiirlich durch <. Es ist dann & <, ¥/, falls es , ¥ und w sowie a und
b gibt derart, daB £ =4 -a - U, ¥y = - b- & und a < b. Man iiberzeuge sich, daf§ ¥
keineswegs kiirzer sein muf als ¢. Eine andere wichtige Ordnung ist die folgende. Es
sei p(a) = k, falls a das kte Symbol von A in der Ordnung < ist. Ferner sei |A| = n.
Einem Wort & = x¢z; ... 2,1 ordnen wir die Zahl Z(Z) zu, wobei

—_

Z(Z) =Y p(z)nP~!

i

Il
=)

—

Nun sei & <y ¢, falls Z(Z) < Z(y). Diese Ordnung wollen wir die numerische
Ordnung nennen. Wir weisen darauf hin, daf§ diese Ordnungen von < abhingen.
Wir illustrieren die Ordnungen mit einem zweielementigen Alphabet, A = {a,b}.
Es sei a < b. Dann sieht die numerische Ordnung wie folgt aus

€, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, ...

Die lexikographische Ordnung ist etwas komplizierter. Wir illustrieren sie fiir Worte
mit hochstens 4 Buchstaben.

g, a, aa, aaa, aaaa, aaab,
aab, aaba, aabb, ab, aba, abaa,
abab, abb, abba, abbb, b, ba,

baa, baaa, bab, baba, babb, bb,
bba, bbaa, bbab, bbb, bbba, bbbb

In der lexikographischen und der numerischen Ordnung ist € stets das kleinste Ele-
ment.

Ein Monoid ist ein Tripel 9 = (M, 1,0) dergestalt, daf§ o eine zweistellige
Operation auf M ist und 1 ein Element, sodaf fiir alle x,y, 2 € M Folgendes gilt:

roe = x
lox =
zo(yoz) = (xoy)oz

Zum Beispiel ist die Algebra ({0, 1,2, 3},0, maz) ein Monoid. In der Terminologie
des ersten Abschnitts ist ein Monoid eine Algebra beziiglich einer Signatur €2, welche
ein nullstelliges und ein zweistelliges Symbol hat.

Proposition 1.2.2 Es sei 3(A) := (A% e,-). Dann ist 3(A) ein Monoid.
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Ist M = (M, 1,0) ein Monoid und N C M eine Teilmenge, welche 1 enthilt und
abgeschlossen ist unter o, so heifit das Tripel (N, 1,0) ein Untermonoid von 0.
Untermonoide von 9 sind eindeutig durch ihre unterliegende Menge bestimmt, da
die Operationen ja von 9t herkommen. Seien 9t = (M, 1,0) und N = (N, 1’, o)
Monoide. Eine Abbildung i : M — N heiit Homomorphismus, falls 2(1) = 1’ und
h(xoy) = h(z)o' h(y) ist fiir alle z,y € M. In dem Falle, daf§ h ein Homomorphismus
ist, schreiben wir h : 9t — 9. Die Abbildung, welcher jeder Zeichenkette ihre Lénge
zuordnet, ist ein Homomorphismus von 3(A) in das Monoid (w,0,+). Dieser ist
surjektiv, da A stets als nicht leer vorausgesetzt wird. Ein Homomorphismus von
3(A) nach 9 ist nun bereits eindeutig definiert, wenn er nur auf den Elementen
aus A definiert ist. Ferner definiert jede Abbildung v : A — M einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus 7 : 3(A4) — 9.

Definition 1.2.3 Sei 9t = (M, 1,0) ein Monoid und X C M. X erzeugt M, falls
das kleinste X enhaltende Untermonoid M ist. X heifst dann auch Erzeugenden-
system. X erzeugt M fret, falls es zu jedem Monoid N = (N, 1,-) und zu jeder
Abbildung v : X — N einen eindeutig bestimmten Homomorphismus v : 9T — N
gibt mit v | X = v.

Proposition 1.2.4 Das Monoid 3(A) ist frei erzeugt von A.

Der Beweis dieser Tatsache ist nicht schwer. Es sei 91 = (N, 1, 0) ein Monoid und
v: A — N eine beliebige Abbildung. Dann definieren wir zunéchst eine Abbildung
v wie folgt:

o(e) = 1
v(a) = wv(a)
v(Z-a) = (%) owv(a)

Diese Abbildung ist gewifl wohldefiniert, sofern wir in der letzten Zeile noch voraus-
setzen, dal ¥ # . Wir miissen zeigen, dafl diese Abbildung ein Homomorphismus
ist. Seien dazu « und ¥ Worte. Wir wollen zeigen, dafl

o(Z - g) = 0(T) o 0(¥)
Wir beweisen diese Behauptung durch Induktion iiber die Lange von 3. Ist diese
Léange 0, so ist die Behauptung gewifl richtig. Denn es ist § = ¢, und deswegen gilt

U(Z - y) = 0(Z) = 0(Z) o 1 = (&) o v(y). Sei nun |y| > 0. Dann ist § = @ - a fiir ein
ac A

v(Z-y) = v(Z-W-a)
= 9(7-w)owv(a) nach Definition
= (v(Z) ov(w))ow(a) nach Induktionsannahme
= 9(Z) o (v(wW) owv(a)) weil N Monoid
= 9(Z) oT(Y) nach Definition
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Dies zeigt die Behauptung. Der Beweis ist beendet.

Die Menge A ist im Ubrigen die einzige Menge, die 3(A) frei erzeugt. Denn
da durch Komposition stets langere Worte entstehen, kann ein Buchstabe nicht aus
Worten der Lange > 1 erzeugt werden. Das leere Wort ist stets entbehrlich. Denn wir
haben in der Signatur ein nullstelliges Symbol, 1, dessen Wert in einer Algebra stets
eine Eins sein muf. Nun kann ein Monoid mehrere Einsen haben, aber das Monoid
3(A) hat nur eine. Also muf} jede Menge von erzeugenden Elementen das Alphabet
enthalten. Dann folgt aber leicht, dafl die Menge genau aus den Buchstaben besteht,
wenn sie 3(A) frei erzeugt. Haben wir etwa X = {a, b, bba}, soist 3(A) zwar durch X
erzeugt, aber nicht frei erzeugt. Zum Beispiel gibt es zu der Abbildungv : a — a,b +—
b,bba — a keinen Homomorphismus, der diese auf ganz A* fortsetzt. Denn dann
miifite einerseits T(bba) = a sein, andererseits aber v(bba) = v(b)-v(b)-v(a) = bba.

Die Tatsache, dafl 3(A) von A frei erzeugt ist, begriindet nun zwei Prinzipien.
Erstens mufl ein Homomorphismus von 3(A) in irgendein Monoid lediglich auf A
definiert werden, um eindeutig bestimmt zu sein; zweitens aber 148t sich jede Abbil-
dung von A in das Zielmonoid zu einem Homomorphismus fortsetzen. Als besondere
Anwendung erhalten wir, daf3 jede Abbildung v : A — B* sich zu einem Homomor-
phismus von 3(A) nach 3(B) fortsetzen lit. Ferner haben wir folgendes Ergebnis,
welches zeigt, dafi die Monoide 3(A) bis auf Isomorphie die einzigen frei erzeugten
Monoide sind.

Theorem 1.2.5 Es seien I = (M, 0,1) und 9N = (N,o,1) frei erzeugte Monoide.
Dann gilt entweder (a) oder (b).

(a) Es existiert eine Injektion i : MM — N und eine Surjektion h : M — M mit
hot= 1M

(b) Es existiert eine Injektion i : N — M und eine Surjektion h : M — N mit
hot= 1N~

Beweis. Es sei I von X und 9 von Y frei erzeugt. Dann ist entweder | X| < |Y|
oder |Y| < |X|. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir das Erste an.
Dann existiert eine injektive Abbildung p : X ~— Y und eine Abbildung ¢ : Y — X
derart, dafl gop = 1. Da 9t von X frei erzeugt wird, existiert ein Homomorphismus
p:IM — Nmit p | X = p. Ebenso existiert ein Homomorphismus g : 91 — 991 mit
q 1Y =q, da M frei erzeugt wird von Y. Nun ist die Einschriankung gop auf X die
Identitéit. (Denn g o p(x) = g(p(x)) = q(p(z)) = x.) Da 9 von X frei erzeugt wird,
existiert genau ein Homomorphismus, welcher 1x auf ganz 91 fortsetzt, und dies ist
die Identitdt. Deswegen ist gop = 1,,. Es folgt daraus, dafl § surjektiv ist und p
injektiv. Also ist Fall (a) eingetreten. Ist |Y| < |X]|, so ist analog (b) der Fall. 4
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Theorem 1.2.6 In 3(A) gelten auch folgende Kiirzungsregeln.

—

1. FallsZ-u=1v-u

8y
Il
<y

S0

-

8y
I
<y

2. Fallsu-Z=1u-1v, so

Ist & eine Zeichenkette, so ist Z7 definiert durch

3

(

ZT heiBle das Spiegelwort von Z. Es ist leicht zu zeigen, daf (#7)” = Z. Der Leser
iiberzeuge sich davon, daf§ die Abbildung Z +— & kein Homomorphismus ist.

s
NS

81
Qd’%@ m

T =

—

Definition 1.2.7 Es seien T,y € A*. Dann heifit ¥ ein Prdfix von 1, falls j = - u
fir ein w € A*. ¥ heifst Postfix oder Suffix von i, falls ¥ = 4 - ¥ fiir ein gewisses
u € A*. T heifst Tedlwort von i, falls y = 4 - X - U fiir gewisse u,v € A*.

Es ist leicht einzusehen, daB ¥ genau dann Prifix ist von ¥ wenn &7 Postfix ist
von 7'. Man beachte, da88 ein gegebenes Wort Z mehrmals als Teilwort in i auf-
treten kann. So tritt z. B. aa in aaaaa insgesamt viermal auf. Die Vorkommen von
aa iiberschneiden sich auch. Ist allerdings ¢ und ¥ gegeben, so existiert héchstens
ein Vorkommen von ¥ als Prifix bzw. als Postfix von . Man unterscheide daher
sorgfiltig zwischen der Tatsache, dal ein Wort ¥ Teilwort eines Wortes ¢ ist und
einem bestimmten Vorkommen von 7 in 3. Vorkommen von Teilworten kann man
auf zwei Weisen eindeutig bestimmen. Einer Kette zqz ... x,_1 ordnen wir n+1 so-
genannte Positionen zu. Diese Positionen kénnen wir als Zeitpunkte interpretieren;
jedes x; definiert namlich ein Ereignis — die AuBerung von z; in der gesprochenen
Sprache —, das zu einem Zeitpunkt ¢; beginnt und zu einem spéteren Zeitpunkt ¢,
aufhort. Der Zeitpunkt t; bestimmt die Position 7. Die x; sind also stets zwischen
die Positionen eingeschoben. Jedes Teilwort z;z;y1...x;_1, ¢ < j, wird eindeutig
bestimmt durch das Paar (i, j). Das leere Wort nimmt einen Sonderstatus ein. Zwar
konnte man es als Paar (i,7) kodieren, aber dann hétte man je nach Wahl von i
verschiedene leere Worte. Alternativ dazu kann man ein Teilwort durch die beiden
links und rechts neben ihm verbleibenden Worte charakterisieren. Dazu definieren
wir einen Kontext als ein Paar C' = (¢, Z) von Zeichenketten. Eine Einsetzung
von Z in C, in Zeichen C(Z), ist definiert als die Zeichkette /- Z - 2. Wir sagen, &
kommt in ¢ im Kontext C vor, falls ¥ = C(Z). Stets ist & ist ein Teilwort von
C(Z). Jedes Vorkommen von Z in einem Wort ¥ ist eindeutig durch seinen Kontext
bestimmt. Deswegen sagen wir, C' sei ein Teilwortvorkommen von ¥ in v.
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Definition 1.2.8 Es seien C' = (i, ) und D = (¥, 7s) Vorkommen einer Zei-
chenkette T beziehungsweise i in Z. Dann sagen wir, C' set in D enthalten, falls
U1 Prdfiz von wy und vy Suffix von iy ist. Ferner sagen wir, C' und D diberlappen,
falls (1) W, @ kein Prdfix von ¥y und U1y kein Prdfiz von i, und (2) Ty kein Suffic
von Uy, und Tiy kein Suffiz von Uy und yvs kein Suffiz von sy ist.

Man beachte, dal © ein Teilwort von 4 sein kann, aber nicht jedes Vorkommen von &
in jedem Vorkommen von g enthalten sein mufl. Zum Beispiel ist a ein Teilwort von
ab aber das Vorkommen (g, ab) in der Zeichenkette aab ist nicht in dem Vorkommen
(a,e) sondern nur in dem Vorkommen (e, b) enthalten.

Definition 1.2.9 Fine Sprache iiber einem Alphabet A ist eine beliebige Menge
S C A*.

Diese Definition 1at zu, dal S = @ ist wie auch, dai S = A*. Es gibt damit un-
abhingig von der Kardinalitéit von A 2% viele Sprachen. Denn A* enthélt abzihlbar
viele Elemente, und zwar genau X, viele, da A nicht leer ist und endlich. Im Falle, wo
A mindestens 2 Buchstaben enthélt, 148t sich dieser Sachverhalt auch leicht direkt
beweisen.

Theorem 1.2.10 Dazu sei C' = {¢; : i < p}, p > 2, ein beliebiges Alphabet und
A = {a,b}. Ferner sei v die homomorphe Fortsetzung von v : ¢; +— a'-b. Die
Abbildung S +— ©[S] : p(C*) — p(A*) definiert durch V(S) = v[S] ist eine Bijektion
zwischen p(C*) und den Sprachen, welche im vollen Bild von T enthalten sind.

Der Beweis ist eine Ubung. Die Menge aller Sprachen iiber A ist abgeschlossen
beziiglich der Operationen N, U, und —, dem relativen Komplement beziiglich A*.
Ferner kénnen wir die folgende Operationen definieren.

S-T = {Z-y:2e€8S,yeT}

SO = {e}

Sl = gn. S

S* = UpeoS"

ST = {yeA:(FdeT)(y-£€9)}
T\S = {geA:(FeT)(Z-y€95)}

* heiBit der Kleenesche Stern. Zum Beispiel ist S/A* die Menge aller Zeichenketten,
welche man zu einer Zeichenkette aus .S verldngern kann, d. h. die Menge aller Préfixe
von Ketten aus S. Wir bezeichnen diese Menge auch als die Préfixhiille von S, in
Zeichen ST. Analog ist S° := A*\ S die Suffix— oder Postfixhiille von S. Daraus
folgt dann, da8 (ST)® nichts weiter ist als die Teilworthiille von S.
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Sei S eine Sprache iiber A, C' = (&, ) ein Kontext und @ eine Zeichenkette. Wir
sagen, C' akzeptiert ¢ in S, falls C'(@) € S. Es sei nun M C A* und P C A* x A*.
Dann sei C's(M) die Menge aller C, die alle Zeichenketten aus M akzeptieren; und es
sei Zg(P) die Menge aller Zeichenketten, die von allen Kontexten aus P akzeptiert
werden. Dann gilt:

Lemma 1.2.11 Es sei S eine Sprache iiber A. Ferner seien M, N C A* und P,(Q C
A* x A*. Dann gilt:

1. Genau dann ist M C Zg wenn Cg(M) D P.

(P),
2. Ist M C N, soist Cs(M) 2D Cg(N).
>

3. Ist P C Q, soist Zs(P) 2 Zs(Q).

4. M C Zg(Cs(M)).
5. P C Cs(Sz(P)).

Beweis. Es sei M C Zg(P). Dann wird jede Zeichenkette aus M von allen Kontex-
ten aus P akzeptiert. Also ist jeder Kontext in P ein Kontext, der alle Zeichenketten
aus M akzeptiert. Es gilt daher P C Cg(M). Die Umkehrung beweist man genauso.
Ist nun M C N und ist C ein Kontext, der alle Zeichenketten aus N akzeptiert,
so akzeptiert C' auch alle Zeichenketten aus M. Dies zeigt die zweite Behauptung;
die dritte wird analog gezeigt. Nun zur vierten. Mit der ersten Behauptung folgt
aus Cs(M) D Cg(M) bereits M C Zg(Cs(M)). Ebenso folgt aus Zg(P) C Zg(P)
bereits P C Cg(Zg(P)). -

Wir nennen M abgeschlossen, falls M = Zg(Cg(M)). Die abgeschlossenen
Klassen bilden genau die sogenannten Distributionsklassen von Zeichenketten. Man
nennt Zs(Cs(M)) die Sestier—Hiille von M und die Abbildung Ss : M +— Zgs(Cs(M))
den Sestier—Operator.

Definition 1.2.12 FEs sei M eine Menge und H : p(M) — (M) eine Funktion.
H heifit Hiillenoperator auf M, falls fir alle X, Y C M gilt:

1. X CH(X).
2. Aus X C Y folgt H(X)C H(Y).
3. H(X)= H(H(X)).

Proposition 1.2.13 Der Sestier—Operator ist ein Hiillenoperator.
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Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich aus Lemma 1.2.11. Ferner folgt aus M C
N erst Cg(M) D Cg(N) und daraus wiederum Zg(Cg(M)) C Zg(Cs(N)). Nun
haben wir wegen M C Zg(Cs(M)) einerseits Cs(M) D Cs(Zs(Cs(M))), wegen der
ersten Behauptung des vorigen Lemmas andererseits Cs(M) C Cs(Z5(Cs(M))), da
P +— Cs(Zg(P)) monoton ist. Also gilt Cs(M) = Cs(Zs(Cs(M))), und daraus folgt
Zs(Cs(M)) = Zs(Cs(Zs(Cs(M)))). Dies ist aber die Behauptung, da§ Sg(M) =
Ss(Ss(M)).

Aus gewissen Griinden ist einem Mathematiker das Hantieren mit Zeichenketten
suspekt, da es auf einer gewissem Anschauung beruht (dem Symbol bzw. der Kette
von Symbolen auf dem Papier). Daher haben wir eine Zeichenkette als eine Funktion
von einem Abschnitt der naiirlichen Zahlen in das Alphabet definiert. Allerdings muf}
man sich klar machen, dafl wir Terme durch Zeichenketten bezeichnet haben. Diese
sind jedoch streng genommen nicht die Terme, sondern lediglich Représentanten.
Dazu eine Definition.

Definition 1.2.14 FEs sei () eine Signatur. Fine Reprdsentation von Termen
(mittels Zeichenketten tiber A) ist eine Relation R C Tmq x A* derart, daf$ zu
jedem Term t eine Zeichenkette T existiert mit (t,z) € R. T heifft Reprdsentant
oder reprdsentierende Zeichenkette von t in Bezug auf R. T heifit eindeutig
lesbar, falls aus (t,%),(u,Z) € R folgt, daff t = u. R heifit eindeutig beziehungs-
weise eindeutig lesbar, falls jedes ¥ € A* eindeutig lesbar ist.

Dem Leser wird als Ubung iiberlassen zu zeigen, daf8 die im vorigen Abschnitt defi-
nierte Représentation tatséchlich eindeutig ist. Dies ist nicht selbstverstandlich. Ein
Term konnte unter Umsténden mehrere reprisentierende Zeichenketten besitzen.
Unsere iibliche Art, arithmetische Terme zu notieren ist nicht notwendig eindeutig.
Wir schreiben zum Beispiel 2+ 3 +4, obwohl dies sowohl fiir den Term +(+(2,3),4)
wie auch fiir den Term +(2, +(3,4)) stehen kann. Diese haben zwar denselben Wert
(ndmlich 9), sind aber als Terme offensichtlich verschieden. Diese Konvention ist
also niitzlich, fithrt aber zu nicht eindeutigen Termen.

Es gibt noch andere Konventionen, welche wir benutzen. Wir nennen einige Bei-
spiele. (a) Ein zweistelliges Symbol wird stets zwischen seine Argumente anstelle
des Komma gesetzt (das ist die sogenannte Infixnotation. Also schreiben wir nicht
+(2,3) sondern (2+3). (b) AuBere Klammern diirfen fortgelassen werden. (2+3)
bezeichnet denselben Term wie 2+3. (¢) Das Multiplikationszeichen bindet stérker
als das Additionszeichen. Es bezeichnen also folgende Zeichenketten stets denselben
Term:

(2+(3-5)) 2+(3-5) (2+3-5) 2+3.5

In der Logik benutzt man auch Punkte anstelle von Klammern. Die Schreibweise
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pAq. — .pist kurz fir (p A ¢) — p. Die Punkte werden also rechts und links von
dem hoheren Zeichen gesetzt.

Da allerdings die Zeichenkette (2+3)-5 einen anderen Term représentiert als
2+3-5 (und beide auch ein anderes Ergebnis liefern, ndmlich 30 beziehungsweise 17),
so ist das Setzen von Klammern durchaus notwendig. Dafl es auch ohne Klammern
geht, diese Erkenntnis verdanken wir dem polnischen Logiker Jan Lukasiewicz. In
seiner Notation, die deswegen auch Polnische Notation heifit, wird das Funk-
tionssymbol stets vor seine Argumente gesetzt. Alternativ kann man es auch ans
Ende setzen (dies ist die sogenannte umgekehrt(e) polnische Notation). Ge-
wisse Rechner haben die umgekehrt polnische Notation implementiert. Man sucht
deswegen vergebens nach einem Klammersymbol. Dafiir bekommt man es aber mit
der Taste namens ‘enter’ zu tun. Diese braucht man ndmlich, um zwei aufeinander-
folgende Zahlen zu trennen. Denn jetzt wiirde der Term +(13,5) wie folgt notiert:
135+. Das Problem ist, da§ auch der Term +(1, 35) auf diese Weise geschrieben wird.
Damit dies nicht geschieht, mufl man die erste Zahl von der zweiten durch enter
trennen. Die Eingabe ist somit 13/ enter [5+. (Hierbei macht die Box in der iiblichen
Schreibweise der Computerhandbiicher aus der Zeichenkette enter einen Buchsta-
ben, der der Taste gleichen Namens entspricht. Im Kapitel 3 werden wir im Ubrigen
noch ausfiihrlich auf das Problem der Notation von Zahlen zuriickkommen.)

Nun aber zu dem versprochenen Satz iiber die eindeutige Lesbarkeit. Wir zeigen,
dafl die Polnische Notation (PN) eindeutig lesbar ist. Es sei dazu F' eine Menge von
Symbolen und €2 eine Signatur iiber F, wie im vorigen Abschnitt definiert. Jedem
Symbol f wird eine Zahl Q(f), die Stelligkeit, zugeordnet. Nun wird eine Menge
Tmq(X) von Zeichenketten iiber der Symbolmenge und Variablen aus X definiert,
welche wir der Kiirze halber wohlgeformt nennen wollen. Tmgq(X) ist die kleinste
Menge M von Zeichenketten, fiir die gilt:

1. Fiir jedes x € X ist v € M.

2. Ist fe Fund Z; € M, i < Q(f), dannist -2 -...  Zog € M.

Dies ist also die sogenannte Polnische Notation. Die Zeichenkette ‘z’ représentiert
den Term ‘a’. Falls Z; den Term t; reprisentiert fiir jedes i < €(f), so représen-
tiert die Zeichenkette f -y - ... Zop-1 den Term f(to, ..., tac-1). Wir wollen
nun zeigen, dafl die Polnische Notation eindeutig lesbar ist. (Ein anderer Beweis wie
der hier vorgeschlagene findet sich in Abschnitt 2.4, Beweis zu Satz 2.4.4.) Dazu
bedienen wir uns eines wichtigen Schluiverfahrens, der Induktion iiber die Erzeu-
gung einer Zeichenkette. Wir beweisen nun induktiv: (1) kein echtes Anfangsstiick
einer wohlgeformten Zeichenkette ist eine wohlgeformte Zeichenkette, (2) ist & eine
wohlgeformte Zeichenkette, so hat & mindestens die Lange 1, und es gilt:



16 1. Grundlegende Strukturen

1. Hat & die Lénge 1, so ist & = a fiir ein a € X, oder a € F und Q(a) = 0.

2. Hat & die Lange mindestens 2, so existieren f und ¢ mit & = f - 1/, wobei 7/
eine Folge von €(f) vielen wohlgeformten Zeichenketten ist.

Der Beweis ist wie folgt. Seien ¢ und u Terme, welche durch die Zeichenkette &
reprasentiert werden. Habe ¥ die Lénge 1. Dann sind ¢t und v Terme der Form a,
a € X oder a € F mit Q(a) = 0. Es ist klar, dal dann ¢ = w ist. Ein echtes
Anfangsstiick von a ist die leere Zeichenkette, €, welche nicht wohlgeformt ist. Dies
sichert den Induktionsanfang. Nun sei & von der Linge mindestens 2. Dann existiert
ein f € F und eine Folge 4;, i < Q(f), von wohlgeformten Ketten derart, dafl

(i) fzf’ﬁo‘---‘ﬂb(,t)q

Es existieren also Terme b;, ¢ < (f), welche durch ¢; représentiert werden. Diese
Terme sind eindeutig, nach Induktionsannahme. Ferner ist das Symbol f eindeutig
bestimmt. Seien nun Z;, i < 2(f), wohlgeformte Zeichenketten mit

T=f-Z... Zop-
Dann gilt 4 = Zy. Denn es ist 3, Anfangsstiick von 2 oder Zy Anfangsstiick von .
Aber kein echtes Anfangsstiick von 1y oder Z ist eine wohlgeformte Kette. Also sind
beide Ketten gleich. Ist Q(f) = 1, so sind wir fertig. Andernfalls folgern wir nach
demselben Muster, dafl §; = 21, 9o = Z3, usw. Die Zerlegung in Q(f) viele Ketten
ist demnach eindeutig, und so reprasentiert die Kette genau einen Term.

Zu guter Letzt miissen wir noch sichern, dafl kein echtes Anfangsstiick von ¥ eine
wohlgeformte Kette ist. Dazu nehmen wir uns wieder die Zerlegung (I) vor. Ist @
ein wohlgeformtes Anfangsstiick, so ist @ # €. Also @ = f - ¥ fiir ein U, welches sich
in Q(f) viele wohlgeformte Ketten w; zerlegen 1afit. Wie vorher argumentieren wir
nun, daf @; = ; sein muf fiir alle ¢ < Q(f). Also ¥ = Z, und dies zeigt, da} kein
echtes Anfangsstiick wohlgeformt ist.

Ubung 1. Beweisen Sie den Satz 1.2.10.

Ubung 2. Zeigen Sie, daB die Postfixrelation eine partielle Ordnung ist, ebenso die
Préafix— und Teilwortrelation. Zeigen Sie ferner, dafl die Teilwortrelation die transi-
tive Hiille der Vereinigung von der Postfixrelation mit der Préfixrelation ist.

Ubung 3. Es seien F, X und {(,)} drei paarweise disjunkte Mengen, Q eine Signa-
tur auf F. Wir definieren folgende Funktion von 2-Termen in Zeichenketten {iber

Fuxu{(}:
xt =

flt, . tagp-)T = f-Ct -t

(Also: wir représentieren Terme durch die Zeichenkette, die wir in Abschnitt 1.1
hingeschrieben haben.) Man beweise die eindeutige Lesbarkeit. Man beachte, dafl
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dies nicht schon daraus folgt, daff wir ja diese Zeichenketten als reprasentierende
Zeichenketten gewahlt haben. Wir miissen die eindeutige Lesbarkeit wirklich zeigen!

Ubung 4. Man gebe eine exakte obere Schranke an fiir die Anzahl der Priifixe
(Postfixe) eines Wortes der Lange n, n eine natiirliche Zahl, sowie eine Schranke fiir
die Anzahl von (Vorkommen von) Teilworten.

Ubung 5. Seien S, T C A*. Definiere

ST = {7 (vFe D)7
T™\S = {§: (V7€ T)

8 @1
S
m
2!
—

Man zeige: Fiir alle S, T, U C A* gilt

TCS\U & S.TCU <« SCUJT

Ubung 6. Man zeige, daB nicht alle Aquivalenzen der vorigen Ubung gelten, wenn
man statt \\ und // einfach \ und / nimmt. Welche Richtungen bleiben allerdings
dennoch giiltig?

1.3 Grundlegendes aus der Sprachwissenschaft

In diesem Abschnitt wollen wir einiges Grundsétzliche zu unserer Konzeption von
Sprache sagen. Da wir die sprachwissenschaftlichen Termini nicht wirklich erklédren
werden, sei der Leser an dieser Stelle auf das Buch von Bussmann [5] verwiesen.
Strukturell gesehen ist Sprache in vier Ebenen oder Schichten (sogenannten Stra-
ta) organisiert: dem phonologischen, dem morphologischen, dem syntaktischen und
dem semantischen Stratum. Jedes Stratum besitzt elementare Einheiten und Kombi-
nationsregeln; Strata sind untereinander durch Realisierungsregeln verbunden. Auf
der phonologischen Ebene finden wir die bloBe Reprisentation einer Aufierung in
ihrer lautlichen Form. Elementare Einheiten sind Phone. Begriffe wie Phon, Silbe,
Betonung beziehen sich auf diese Ebene. Auf der morphologischen Ebene finden wir
die Elementarzeichen der Sprache, welche auch Morphe genannt werden. Diese sind
die kleinsten sinntragenden Einheiten und durchaus von Worten verschieden. So ist
das Wort sehen das Ergebnis der Kombination von zwei Morphen, ndmlich der Wur-
zel seh und dem Infinitivmorph en. Das Morph Baum ist allerdings ein selbstandiges
Wort. Auf dem syntaktischen Stratum sind die Einheiten Worte (auch Lexe ge-
nannt), und auf der semantischen Ebene sind es die Seme. Gewisse Phone sind, wie
man sich ausdriickt, nichts als alternative Realisierungen einer abstraktem Einheit,
des Phonems. So wird ch in Licht anders ausgesprochen als Nacht; dies ist nach
allgemeiner Auffasssung alleine durch den davorstehenden Vokal bestimmt. Man
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nimmt also an, das Deutsche besitze ein Phonem x, welches je nach vorangehen-
dem Vokal wie in Licht, oder wie in Nacht ausgesprochen wird. Desgleichen nimmt
man fiir das Deutsche an, es gebe ein Pluralmorphem, obwohl es sicher zahlreiche
Pluralmorphe gibt. Die folgende Liste gibt eine Auswahl méglicher Pluralmorphe.

Singular | Plural
Wagen | Wagen
Auto Autos
Bus Busse
Licht Lichter
Vater Viter
Nacht Nachte

Der Plural wird also wahlweise durch die leere Zeichenkette, durch ein s—Suffix,
ein e-Suffix (die Verdopplung ist ein phonologischer Effekt), ein er—Suffix, oder gar
allein durch Umlaut oder Kombination von Umlaut mit e-Suffix bezeichnet. All dies
sind verschiedene Morphe, aber sie gehoren einem einzigen Morphem an; man sagt
deswegen, sie seien Allomorphe. Die Schichtung in Ebenen erlaubt es, schrittweise
Abstraktionen vorzunehmen und sich so von stoérenden Phdnomenen zu befreien.
Auf der sogenannten oberflichenmorphologischen Ebene ist Nachte die Kombination
von zwei Morphen, dem Morph Nacht und dem Pluralmorph, welches den Umlaut
bildet und ein e-Suffix anhéingt. (Wie der Umlaut gebildet wird, das muf im Ubrigen
die phonologische Ebene bestimmen; zum Beispiel heifit es Altare und nicht etwa
Altare oder Altidre!) auf der sogenannten tiefenmorphologischen Ebene findet sich
davon nur noch die Kombination von zwei Morphemen, dem Morphem Nacht und
dem Pluralmorphem. Auf der syntaktischen Ebene ist davon wiederum nicht zu
sehen. Dort haben wir ein einziges Lex, ndmlich Nachte. Auf der phonologischen
Ebene haben wir dagegen eine Folge von 5 (!) Phonen, welche in der Schreibung
dem n, dem &, dem ch, dem t und dem e entsprechen. Auch hier unterscheiden
wir Oberflichenanalyse von Tiefenanalyse. Auf der tiefenphonologischen Ebene der
Unterschied zwischen den Allophonen von x wiederum veschwunden.

In Abschnitt 3.1 werden wir einen Zeichentheoretischen Ansatz vorstellen. Dieser
unterscheidet lediglich 3 Ebenen: diese entsprechen fiir ein Zeichen seiner Realisie-
rung, seiner Kombinationsfahigkeit und seiner Bedeutung. Die Realisierung kénnen
wir wahlweise als Phon(em)sequenz, oder als Morph(em)sequenz oder gar als Lex(em)
ansetzen. Jeder dieser Ansétze ist legitim und fithrt zu ganz neuen Einsichten.

In der Sprachwissenschaft unterscheidet man zwischen einem Buchstaben und
Lauten. Diese betrifft — wie man sagt — den Kanal. Der Kanal ist das Medium,
in welchem sich die Botschaft (man spricht auch von Nachricht) physikalisch ma-
nifestiert. Sprache manifestiert sich ihrem Wesen nach akustisch (dadurch, daf sie
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gesprochen wird), in den meisten Féllen allerdings auch graphisch. ' Jeder Kanal
erlaubt — durch seine physikalische Beschaffenheit — eine ganz andere Kombinati-
onsweise. Ein Blatt Papier ist ein zweidimensionales Gebilde, und wir sind, anders
als in der gesprochenen Sprache, gar nicht gezwungen, Sprache linear fortlaufend zu
notieren, auch wenn wir dies in der Regel so tun. Man denke aber an die Tatsache,
da zum Beispiel ein Chinesisches Zeichen ein graphisches Gebilde ist, welches die
Zweidimensionalitat wesentlich benutzt, indem Zeichen aus Teilzeichen zusammen-
gesetzt werden. Dies nimmt ganz im Gegensatz zu westeuropéischen Sprachen keinen
Bezug dazu, daf die reprisentierte Silbe eine Folge von Lauten ist. Das Devanagari,
worin zum Beispiel Hindi geschrieben wird, ist eine Silbenschrift. Ein Zeichen be-
zeichnet zunécht einen Konsonant plus den Vokal a. Zusatzzeichen bestimmen, ob
der nachfolgende Vokal verschieden von a ist. Eine Konsonantenhiifung wir durch
Verklebung der Zeichen fiir die Einzelkonsonanten geschrieben. Man kann auch in der
Mathematik sehen, was der schriftliche Kanal an Mitteln zulaft: wir kénnen Indizes,
Superskripte, Subskripte, Unterstreichungen usw. benutzen oder sogar Funktionen
einfach in einem Achsenkreuz darstellen.

Wiéhrend die akustische Manifestation von Sprache in gewisser Weise essenti-
ell fiir menschliche Sprache ist, mufl man ihre schriftliche Manifestation erst erfin-
den. Wahrend also die Lautstruktur von Sprachen natiirlich gewachsen ist, ist ein
Schriftssystem ein Kulturprodukt. Deswegen kommt es vor, daf§ Schriftsysteme gar
nicht so einheitlich sind. Manche Schriftsysteme fassen ganze Worte als Einheiten
(Chinesisch), andere nur Silben (Devanagari, worin zum Beispiel Hindi geschrieben
wird), oder andere wiederum nur Laute. 2 Wir wollen im Folgenden immer Sprache
als geschriebene Sprache studieren, wollen aber trotzdem einiges Grundsétzliches
iiber die Beziehung zwischen Laut- und Schriftbild sagen. Wir benutzen das soge-
nannte Lateinische Alphabet, welches in den meisten européischen Landern iiblich
ist, wobei allerdings jedes Land dennoch einen mehr oder weniger spezifischen Satz
an Buchstaben hat. Der Buchstabe 8 ist zum Beispiel spezifisch fiir das Deutsche
(wird aber in der Schweiz nicht verwendet). Das Dénische kennt das @, das Polni-
sche dasg L, das Ungarische das & usf. Der Vorrat an Einzelzeichen, welche wir in
der Terminologie als Buchstaben bezeichnen, liegt irgendwo zwischen 60 und 100.
Dazu gehoren neben je einem kleinen und grofien Buchstaben und den Satzzeichen
sowie dem Leerzeichen, noch die eben genannten Sonderzeichen.

!Tausbtummensprachen sind hier ein Fall fiir sich, auf den wir nicht niiher eingehen wollen.

2Man mag einwenden, dafl im Chinesischen ein Zeichen immer nur eine Silbe bezeichnet, aber
Worte aus mehreren Silben, also mehreren Zeichen bestehen. Trotzdem besteht ein Unterschied
zum Devanagari. Viele Zeichen haben dieselbe Aussprache, aber unterschiedliche Bedeutung. Sie
werden im Chinesischen also durch unterschiedliche Zeichen, nicht aber im Devanagari. Auch hier
ist Vorsicht geboten. Das Franzosische néhert sich in dieser Hinsicht ndmlich (trotz lateinischen
Alphabets) dem Chinesischen an. Die folgenden Worte werden zum Beispiel vollig gleich ausge-
sprochen: au, haut, eau, eaux; desgleichen vers, vert, verre, verres.
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Das Gegenstiick zu dem Buchstaben ist in der gesprochenen Sprache das soge-
nannte Phonem. Jede sprachliche AuBerung ist in eine Folge von Phonemen ana-
lysierbar (sowie einem Rest, auf den wir noch weiter unten eingehen werden). Es
gibt aber leider keine eineindeutige Zuordnung zwischen Phonemen und Buchstaben.
Die Beziehung zwischen Laut- und Schriftbild ist ganz und gar nicht einheitlich. Die
Buchstabenreihe sch bezeichnet in den meisten Féllen den einzelnen Laut, welcher
zum Beispiel in Schwamm auftritt. Allerdings gibt es Ausnahmen, wie zum Beispiel
Menschenrechtscharta. Der Buchstabe u wird im Englischen in den meisten Féllen
nicht wie in Deutsch und ausgesprochen. Deswegen hat man ein sogenanntes Interna-
tionales Phonetisches Alphabet geschaffen, welches fiir jede Sprache gestattet, eine
AuBerung auf einheitliche Weise aufzuschreiben, sodaB sie von jedem, der dieses Al-
phabet kennt, in der gleichen Weise gelesen wird. Dieses Alphabet bildet Laute eins
zu eins auf Zeichen ab. Hier ist die Zuordnung also ideal.

Die eigentlich sinntragenden Einheiten der Sprache sind allerdings nicht die Laute
oder Buchstaben. Sondern sie sind in aller Regel Folgen von Lauten. Folgen von
Buchstaben, welche durch ein Satz- oder Leerzeichen getrennt werden, nennen wir
ein Wort. (Hierbei ist Satz- wie in dem vorigen Satz verwendet, allerdings kein
Wort. Das werden wir jedoch nicht weiter problematisieren.) Worte sind jetzt also
Einheiten, welche zwar weiter analysiert werden konnen (zum Beispiel in Folgen von
Buchstaben), welche wir aber in den meisten Féllen nicht weiter analysieren werden.
Deswegen wird es oft dazu kommen, dafl unser technisches Alphabet A nicht die
Menge der Laute oder Buchstaben ist, sondern die der Worte. Da es zum Beispiel
im Deutschen unendlich viele Worte gibt, mufl man allerdings etwas vorsichtig sein,
wie man das exakt verstehen will. Wir werden darauf spéter, in Abschnitt 4.7, noch
eingehen.

Wir haben also Worte als Folgen von Buchstaben bzw. Lauten definiert und einen
Satz als Folge von Worten. Dies impliziert unter anderem, dafl ein Wort stets und im-
mer in eine solche Folge von Lauten zerlegt werden kann. Die einzelnen Laute heiflen
auch Segmente. Zum Beispiel sind o, d, e und r die Segmente von oder. Wir wollen
diese Zerlegungseigenschaft deswegen Segmentalitit nennen. Diese ist allerdings
bei ndherem Hinsehen eine Illusion. Ein Fragesatz unterscheidet sich von einem Aus-
sagesatz durch eine sogenannte Intonationskontur (zum Beispiel steigt die Tonhohe
gegen Ende des Satzes an anstatt zu fallen). Diese ist auf die ganze AuBerung ver-
teilt, ohne dafl man sie einem spezifischen Segment zugeordnet werden kann. Man
nennt sie deswegen auch suprasegmental. Ein Beispiel aus der Schriftsprache ist
der Schragdruck. Wenn wir etwa das Wort ‘Tafel’ Tafel schreiben und nicht Tafel,
so wollen wir das Wort ‘Tafel” an dieser Stelle hervorheben. Dies tun wir, indem wir
jeden einzelnen Buchstaben unterstreichen. Die Unterstreichung als Hervorhebungs-
merkmal kommt dem ganzen Wort zu, nicht einem seiner Segmente. Von diesen
Dingen abgesehen ist Sprache jedoch {iberwiegend segmental. Unabhéingig davon,
ob jede AuBerung segmentierbar ist, gibt es das Problem, da wir einem Morphem
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nicht einfach eine Zeichenkette als Realisierung geben konnen. Instruktiv ist hier
das Indonesische. Dort wird der Plural durch dir Verdopplung ausgedriickt. So heift
zum Beispiel anak ‘Kind’, und anak-anak bedeutet ‘Kinder’. Genauso heifit orang
‘Mensch’, und orang-orang heifit dementsprechend ‘Menschen’. Dem Zeichen fiir
Plural 148t sich offenbar keine spezielle Zeichenkette als Exponent zuordnen, sondern
nur die Funktion f : A* — A" : ¥ — o-7. Trotzdem ist jede einzelne Zeichenkette,
im Singular wie im Plural segmental analysierbar, nur ist das Pluralzeichen selbst
nicht segmental. Dies ist es im Ubrigen auch nicht im Deutschen; hier sind allerdings
die Regeln zur Formung des Plurals deutlich komplizerter, wie oben angedeutet.

Allerdings sind auch die Buchstaben oder Laute nicht einfach Einheiten, sondern
sind ihrerseits komplexe Gebilde. Phoneme werden durch eine Menge von einfachen
Merkmalen spezifiziert, welche man auch distinktive Merkmale nennt. Das p
unterscheidet sich vom b dadurch, dafi es stimmlos ist, wihrend b stimmbhaft ist.
Stimmlos sind weiter auch k, t, wihrend wiederum g und d stimmbhaft sind. Dies ist
aus folgendem Grund bedeutsam. Es gibt eine phonologische Regel im Deutschen,
welche besagt, dafl Konsonanten im Silbenauslaut stimmlos werden. So spricht man
zum Beispiel Jagd als wire es Jakt geschrieben. Man schreibt allerdings nicht so,
denn erstens kommt das Wort von jagen, sodafl man g anstelle von k setzt; zwei-
tens ist das d in Jagden im Silbenanlaut, also stimmhaft. Die Schreibung geht also
dahingehend, denjenigen Konsonanten zu nehmen, welcher auftreten wiirde, wenn
der Laut im Silbenanlaut wéare. Die Ausspracheregel ist dann natiirlich sehr einfach.
Phonematisch gesehen lautet die Regel: ersetze das Merkmal ‘stimmhaft’ durch das
Merkmal ‘stimmlos’ im Silbenauslaut. Man notiert dies allerdings anders; es exi-
stiert nur das Merkmal STIMMHAFT, und es erhélt entweder den Wert +, falls der
Laut stimmbhaft ist, oder den Wert —, falls der Laut stimmlos ist. Eine Vergleich-
bares Szenario bietet die GroB- und Kleinschreibung. Worte werden im Deutschen
und vielen anderen Sprachen am Satzanfang grofl geschrieben, auch wenn sie nor-
malerweise klein geschrieben werden. Offensichtlich spielt der Satzanfang hier die
gleiche Rolle wie der Silbenauslaut. FEr verwischt den Unterschied zwischen Grof3-
und Kleinschreibung (man sagt, er neutralisiere die Opposition zwischen Grofi— und
Kleinschreibung). Im Lexikon werden die Worte deswegen so aufgeschrieben, wie sie
geschrieben wiirden, wenn sie nicht am Satzanfang auftreten. Téte man dies nicht,
so ware jeder Anfangsbuchstabe grof}, und wir miiften uns zuséatzlich merken, ob er
im Satzinneren durch einen kleinen ersetzt werden mufl oder nicht. Falls sie dann
am Anfang eines Satzes stehen, lautet die Regel so: ersetze den ersten Buchstaben
falls notig durch den entsprechenden Groflbuchstaben. Damit man dies so sagen
kann, mufl man Buchstaben entsprechend analysieren. Jeder Buchstabe bekommt
entweder das Merkmal [GROSS : +] oder das Merkmal [GROSS : —]. Der Buchstabe
A unterscheidet sich von dem Buchstaben a zum Beispiel nur durch den Eintrag
fiir das Merkmal GROSS. Da man im Wortinneren im Allgemeinen Gro3buchstaben
nicht verwendet, erlaubt dies auch eine relativ kompakte Kodierung von Worten, da
man im Innern auf die Spezifizierung des Merkmals GROSS verzichten kann.
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Wir haben im vorigen Abschnitt relativ ausfiihrlich {iber Représentationen von
Zeichenketten gesprochen. In der Sprachwissenschaft ist dies ein grofies Thema, al-
lerdings unter der Bezeichnung Wortstellung. Dies wollen wir jetzt von seiner rein
kombinatorischen Seite analysieren. Sehen wir einmal von Wortklassen ab, so hat
jedes Wort einer Sprache auch eine Stelligkeit. Das finite Verb sieht hat zum Beispiel
die Stelligkeit 2. Da die Worte Marcus und Paul jeweils die Stelligkeit 0 haben, ist
zum Beispiel sieht(Marcus, Paul) ein Term. Wir reden bei diesem Term von sieht als
dem Funktor und Marcus und Paul als seinen Argumenten. In der Syntax redet
man auch von Kopf und Komplement. Ferner ist Marcus das Subjekt, und Ob-
jekt. Die Begriffe ‘Subjekt’” und ‘Objekt’ bezeichnen sogenannte grammatische
Relationen. Die Zuordnung von Argumentstellen zu grammatischen Relationen ist
willkiirlich und wird vom Lexikon sowie der Grammatik iibernommen.

Wie wird nun dieser Term représentiert? Die Reprisentation von sieht ist offen-
sichtlich sieht, die Reprisentation von Marcus ist Marcus und von Paul ist Paul,
und der ganze Term wird durch die Zeichenkette

Marcus sieht Paul.

représentiert. (Also: das Verb erscheint nach dem Subjekt und vor dem Objekt, und
am Ende setzt man einen Punkt.) Dies ist keineswegs so banal wie es den Anschein
hat. Denn wir wollen den Term als sprachunabhéngiges Gebilde betrachten, welches
uns unter anderem eindeutig seine Bedeutung angeben 148t (hier: dal Marcus Paul
sieht). Indem wir den Term in einer anderen Sprache reprisentieren, bekommen wir
so die Ubersetzung unseres deutschen Satzes in die jeweilige andere Sprache. Dies
ist, auf ganz elementarem Niveau, die Konzeption von Montague. Wir werden darauf
im Kapitel 3 eingehen. Man betrachte folgende Repréisentationen in ausgewéhlten
Sprachen.

sieht Marcus | Paul
Englisch sees | Marcus | Paul
Lateinisch || vidit | Marcus | Paulus
Ungarisch | 1atja | Marcus | Pal

Im Englischen gilt nun, daf§ das Verb zwischen seine Argument tritt. Wie im Deut-
schen ist das Subjekt zuerst:

Marcus sees Paul.

Englisch wird deswegen auch eine SVO-Sprache genannt, weil in transitiven Kon-
struktionen das Subjekt vor dem Verb, und dieses vor dem Objekt steht. Dies ent-
spricht im Ubrigen der Infixnotation; natiirliche Sprachen haben allerdings keine
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Klammern, und deswegen kann es zu Mehrdeutigkeiten kommen. Mit den Kiirzeln
‘S’ V7 und ‘O’ kann man insgesamt 6 Sprachtypen unterscheiden: SOV, SVO, VSO,
OSV, OVS, VOS. Diese sind in den Sprachen der Welt nicht gleichverteilt. Etwa 40 %
der Sprachen sind SOV Sprachen, etwa 36 % SVO Sprachen, und noch einmal etwa
6 % sind VSO Sprachen. Somit gilt fast immer, dal das Subjekt vor dem Objekt
erscheint, wihrend das Verb entweder vor beiden (VSO), zwischen beiden (SVO)
oder aber nach beiden (SOV) steht. Man sagt im ersten Fall, die Sprache sei Kopf-
initial, im zweiten Kopfmedial und im dritten, sie sei Kopffinal. Fiir Neugierige
sei erwahnt, dafl das Deutsche entgegen dem Anschein eine SOV—Sprache ist, also
kopffinal. Dies kann man daran sehen, daf lediglich der finite Anteil des Verbs an
die zweite Stelle des Satzes riickt, und dies auch nur im Haupsatz. Man ersieht das
unter Anderem aus folgenden Sétzen.

(1.1) Marcus sieht Paul.

(1.2) Marcus will Paul sehen.

(1.3) Marcus will Paul sehen konnen.
(1.4) ., weil Marcus Paul sieht.

(1.5) ., weil Marcus Paul sehen will.

(1.6) ..., weil Marcus Paul sehen kdénnen will.

Nun ist es so, dafl viele Sprachen alternative Wortstellungen erlauben. Ein instruk-
tives Beispiel ist das Latein. Jede Permutation der Worte des folgenden Satzes re-
prasentiert unseren Term:

Marcus vidit Paulum.

Man beachte allerdings, dafl Subjekt und Objekt durch sogenannte Kasus unter-
schieden werden. Wir haben nédmlich Paulum (im Akkusativ) anstelle von Paulus
(im Nominativ), wie unsere Tabelle nahelegte. Deswegen mufl man die Analyse ver-
feinern. Wir wollen hier nicht in die Einzelheiten gehen. Im Kapitel 4 werden wir
auf Kasusmarkierung noch einmal zu sprechen kommen. Es sei nur gesagt, dal man
beim Latein von freier Wortstellung spricht. Dies bedeutet allerdings nur, daf
die Reihenfolge von Kopf und seinen Argumenten nicht festgelegt ist. Es heifit, daf3
fiir jeden Satz grundsétzlich jede Reihenfolge seiner Worte zuléssig ist und dasselbe
bedeutet.

In natiirlichen Sprachen ist die Stelligkeit allerdings nicht eindeutig bestimmt;
man spricht hier von Polyvalenz. Das Verb rollen kann sowohl einstellig sein wie
zweistellig. Dies ist in unserer Terminologie nicht vorgesehen. Man kann allerdings
die Definitionen so umbauen, dafl sie polyvalente Zeichen zulassen.
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1.4 Baume

Zeichenketten kann man auch als Paare (£, f) betrachten, wo £ = (L,<) eine
endliche, linear geordnete Menge ist und f : L — A eine Funktion, die wir Mar-
kierungsfunktion nennen wollen. Da L endlich ist, ist (L, <) isomorph zu (n, <)
fiir ein gewisses n. (Man beachte, daB n ja auch eine Menge ist.) So kann also
eine Zeichenkette als ein Tripel (n, <, f) angesehen werden oder schlicht als ein
Paar (n, f), da ja die Ordnung auf n bereits festliegt. Wir werden im Folgenden
stets Strukturen von der Gestalt (M, R .0y treffen, wo M eine Menge ist, R cine
Folge gewisser Relationen auf M und ¢ eine Funktion von M nach A. Diese heiflen
Strukturen diber A.

Eine sehr wichtige Struktur in der Sprachanalyse ist der Baum. Ein Baum ist
ein spezieller Fall eines sogennanten gerichteten Graphen. Ein gerichteter Graph
ist eine Struktur (G, <), wo < C G? eine binire Relation ist. Wie allgemein {iblich
werden wir x < y schreiben, falls * < y oder x = y. Ferner sollen x und y ver-
gleichbar heiflen, wenn = < y oder y < z. Eine (gerichtete) Kette der Lange k
ist eine Folge (x; : i < k+1) mit z; < 41, fiir alle i < k. Eine ungerichtete Kette
der Lénge k ist eine Folge (x; : i < k+ 1) mit x; < x;1 oder x;41 < a;, fiir alle
1 < k. Ein gerichteter Graph heifit zusammenh&ngend, falls zu je zwei Elementen
x und y eine ungerichtete Kette von x nach y gibt. Eine gerichtete Kette der Lénge
k heifit Zyklus, falls z; = zy. Eine zweistellige Relation heifit zykelfrei, falls sie
nur Zykeln der Lénge 0 besitzt. Eine Wurzel ist ein Element r derart, daf fiir alle
x eine gerichtete Kette von r nach x existiert.

Definition 1.4.1 FEin gerichteter azyklischer transitiver Graph (dat—Graph)
ist ein Paar = (G, <) dergestalt, dafy < C G? eine azyklische transitive Relation
15t.

Definition 1.4.2 & = (G, <) heifit ein Wald, falls < transitiv und irreflexiv ist
und fiir x <y, z gilt, daf$ y und z vergleichbar sind. Ein Wald mit einer Wurzel ist
ein Baum.

Dazu einige Uberlegungen. In einem zusammenhingenden dat-Graphen ist eine
Wurzel stets mit jedem von ihr verschiedenen Knoten vergleichbar. Dies folgt aus
der Transitivitdt der Relation. Man mache sich klar, dafl in Gegenwart der Transi-
tivitdt < genau dann azyklisch ist, wenn < irreflexiv ist. Denn wenn < reflexiv ist,
so hat < einen Zyklus der Linge 1. Umgekehrt, falls es einen Zyklus (x; : i < k+ 1)
der Lange k > 0 gibt, so gilt zg < x = xp.

Falls z < y und es kein z gibt mit x < z < y, so heifit + Tochter von y, und y
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Mutter von z. Wir schreiben x < y. Man mache sich klar, daf in endlichen Baumen
Folgendes gilt.

Lemma 1.4.3 Es sei (B, <) ein endlicher Baum. Falls x < y, so existiert ein T
mit v < T <y und es existiert ein y mit x <y < y. T und y sind durch x und y
jeweils eindeutig bestimmt. -

In unendlichen Strukturen muf} dies nicht gelten! Man nehme zum Beispiel die Struk-
tur (Q, <). Diese ist ein dat—Graph, aber Proposition 1.4.3 Ist nicht anwendbar. Ein
ebenfalls wichtiges Faktum ist das Vorfahrenlemma. Wir definieren zoy durch x <y
oder y < x und sagen x und y tiberlappen.

Lemma 1.4.4 (Vorfahrenlemma) Fs sei B ein endlicher Baum. Es seien x und
y Knoten, welche nicht tberlappen. Dann existieren eindeutig bestimmte u, v und
w, sodaf gilt: v <u<w, y<v<w undv # u.

Beweis. Zunéchst existiert ein wy mit x,y < wp, da B Baum ist. Nun setze [ :=
{w" : z,y < w'} und w := minl. Da I nicht leer ist und linear geordnet, ist dies
wohldefiniert. Nun ist x,y < w. Da aber x und y nicht vergleichbar sind, ist sogar
r < w und y < w. Nach Lemma 1.4.3 existieren deswegen eindeutig bestimmte
und v mit £ < u < w und y < v < w. Gewifl ist v # wu, ansonsten wére w nicht
minimal in /. Dies zeigt die Existenz eines solchen Tripels und die Eindeutigkeit von
u und v. Dal w auch eindeutig bestimmt ist, sieht man so. Ist z € [ und z # w, so
gilt z <w < zund y < w < z. Dann existiert ein @ mit w < w < z. Dann ist aber
auch r < W < z und y < w < z. Mit dem vorigen Lemma folgt nun wiederum, daf
kein Tripel der gewiinschten Art existiert. -

Ein Knoten y verzweigt sich n—fach nach unten, falls er genau n T6chter hat,
und er verzweigt sich n—fach nach oben, falls er genau n Miitter hat. Wir sagen,
ein Knoten verzweige nach oben (nach unten), falls er nach oben (unten) n—
fach verzweigt fiir ein n > 1. Ein Wald ist dadurch charakterisiert, dal kein Knoten
nach oben verzweigt. Daher reden wir speziell bei Wildern und Baumen schlicht
von n—fach verzweigenden Knoten, wenn wir Knoten meinen, die sich n—fach nach
unten verzweigen. Es heifit x Blatt, falls kein y < x existiert, d. h. wenn x sich
O—fach nach unten verzweigt. Die Menge der Blitter in & wird mit (&) bezeichnet.
Wir definieren ferner folgende Bezeichnungen.

le = {y:y<az}
Te = {y:y=>ux}
Nach Definition eines Baumes ist Tz stets linear geordnet durch die Einschrankung

von < auf Tx. Ebenso priift man leicht nach, dafl | x versehen mit der Einschréinkung
von < wieder ein Baum ist mit Wurzel x.
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Wichtig sind auch die Begriffe Pfad und Zweig. Eine Menge P C G heifit ein
Pfad, wenn sie beziiglich < linear geordnet ist und konvex, d. h. mit z,y € P ist
auch z € P fiir jedes z mit < z < y. Mit der Ladnge von P bezeichnen wir |P| — 1.
Ein Zweig ist ein beziiglich Mengeninklusion maximaler Pfad. Die H6he von z in
einem dat—Graphen, in Zeichen hg(z) oder schlicht h(zx), ist die maximale Lénge
eines Zweiges in | x. Die Hohe 148t sich wie folgt definieren.

h(z) = 0, falls = Blatt,
h(z) = 14 maz{h(y):y <z}, sonst.

Dual dazu ist die Tiefe definiert:

t(x) = 0, falls x Wurzel,
t(x) = 14 maz{t(y):y > x} sonst.

Definition 1.4.5 FEs seien & = (G, <g) und 9 = (H, <g) gerichtete Graphen und
G C H. Dann heifit & ecin Teilgraph von 9, falls <¢ = <z NG2.

Sind & und $ nun dat—Graphen, Wélder oder Béaume, so heiflit & ein Teil-dat—
Graph, Teilwald bzw. Teilbaum. Ein Teilbaum mit unterliegender Menge | z wird
Konstituente genannt.

Definition 1.4.6 FEs sei A ein Alphabet. Ein dat—Graph (Baum) iiber A ist ein
Paar (&, f), wo & = (G, <) ein dat-Graph (Baum) ist und f : G — A eine beliebige

Funktion.

Alternativ sprechen wir von einem dat—Graphen (Baum) mit Marken in A, oder
schlicht von einem markierten Baum, wenn das Alphabet feststeht. Die Begriffe der
Teilstruktur werden analog ausgedehnt auf markierte Strukturen.

Die Baumstruktur soll die hierarchischen Beziehungen zwischen Elementen wi-
derspiegeln, nicht die (zeitlich oder 6rtlich) linearen. Die letzteren miissen zusétzlich
eingefiihrt werden. Dies geschieht, indem wir eine zusétzliche zweistellige Relation,
notiert C, in die Signatur aufnehmen. Unsere Sprechweise ist so. Wir sagen, x sei
vor y oder links von y, falls x C y. Wir sagen, = sei iiber y oder dominiere
y, falls x > y. Wir denken uns dabei, da3 die Baumstruktur eine zusétzliche hier-
archische Struktur iiber einer Zeichenkette artikuliert. Diese Zeichenkette ist auf
den Blattern des Baumes realisiert. Ein beliebiger Knoten x des Baumes entspricht
einer Zeichenkette, ndmlich derjenigen aller Bldatter unterhalb von z. Die Ordnung
auf den Bléttern wird nun auf eine Ordnung auf dem gesamten Graphen angehoben,
indem wir sagen, daf§ x C y immer dann gilt, wenn fiir alle Blatter u < x und alle
Blatter v < y gilt v C v. Diese Definition ist allerdings nur dann unproblematisch,
wenn Knoten nach oben nicht verzweigen. Daher werden wir im Folgenden nur noch
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von Baumen reden. Die folgende Definition beschreibt die so erhaltenen Strukturen
intrinsisch.

Definition 1.4.7 FEin geordneter Baum ist ein Tripel (B,<,C) derart, daf$ Fo-
gendes gilt.

(0) (B, <) ist ein Baum.

(1) L st eine lineare, irreflexive Ordnung auf den Bldittern.

(2) Istx C z sowie y < x, so ist auch y C z.
Ist x T 2z sowie y < z, so ist auch x C .

(3)  Falls x kein Blatt ist und fir alle y < x gilt y C z, so ist auch x C z.
Falls z kein Blatt ist und fiir alle y < z gilt x C y, so ist auch x C z.

Die Bedingung (2) ist eine Kohérenzforderung an die Ordnung [, die uns sichert,
daB z C y nur dann gelten kann, wenn alle Blatter unterhalb von x vor allen Blattern
unterhalb von y sind. (3) ist dagegen eine Vollstandigkeitsforderung, die sichert, daf
dies auch eine zureichende Bedingung ist.

Wir verabreden folgende Bezeichnung. Es sei © € G ein beliebiger Knoten in
einem dat—Graphen. Dann sei [z] := | #Nb(®). Wir nennen dies die Extension von
x. [x] ist linear geordnet durch C. Wir schreiben k(x) := ([z],C) und nennen es die
mit z assoziierte (Zeichen)Kette. Es kann vorkommen, daf§ verschiedene Knoten
dieselbe assoziierte Kette haben. Die zu dem Graphen assoziierte Kette ist schlicht
k(®) := (b(®),C). Eine Konstituente heift kontinuierlich, falls die assoziierte
Kette eine beziiglich C konvexe Teilmenge ist von k(®).

Theorem 1.4.8 Es sei (B,<) eine Baum und C eine lineare Ordnung auf den
Blittern. Dann existiert genau eine Relation ' O C derart, dafi (B,<,C') ein
geordneter Baum, ist.

Beweis. Wir definieren folgende Schreibweise. Fiir Mengen M, N sei M = N genau
dann, wenn fiir alle x € M und alle y € N gilt  C y. Es gilt dann wegen (2), da8
aus x C' y folgt [z] C [y]. Aus (3) wiederum bekommen wir, dal wenn [z] C [y], so
ist z ' y. Also gilt

() =c'y &  [ZC [y

Daraus bekommen wir sofort die Eindeutigkeit der Fortsetzung. Diese erfiillt (2) und

(3). Sie erfiillt (1) nach Voraussetzung. (0) ist ebenfalls nach Vorausstzung erfiillt.
_{

Wir weisen darauf hin, da§ die Ordnung C’ nicht linear sein kann, falls |B| > 1. Es
kann sogar vorkommen, dafl ' = C. Man kann zeigen, daf {iberlappende Knoten
niemals vergleichbar sein kénnen beziiglich . Denn sei z o y, etwa x < y. Sei
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u < z ein Blatt. Angenommen, z C y; dann ist nach (ii) « C y und auch u C w.
Dies widerspricht jedoch der Anforderung, daf§ C irreflexiv sein mufl. Genauso kann
y C x nicht gelten. Zwei Knoten sind also in der Tat hochstens dann mittels
vergleichbar, wenn sie nicht iiberlappen. Es ist nun aber gut moglich, dafi zwei
Knoten genau dann C—vergleichbar sind wenn sie nicht iiberlappen. In diesem Fall
nennen wir " erschépfend. Ein Kriterium dafiir wollen wir jetzt entwickeln.

Theorem 1.4.9 FEs sei (B,<) ein Baum und T eine lineare Ordnung auf den
Bldttern. Genau dann ezistiert eine erschopfende Erweiterung C' O C, wenn je-
de Konstituente kontinuierlich ist.

Beweis. Zunéchst einmal existiert immer eine Ordnung, welche den Baum zu ei-
nem geordneten Baum macht. Zu kléren bleibt, wann die so definierte Ordnung
erschopfend ist. Wir nehmen an, jede Konstituente sei kontinuierlich. Seien z und
y nicht iiberlappende Knoten. Dann ist [x] N [y] = &. Deswegen mufl [z] T [y] oder
ly] T [z] sein. Also ist z ' y oder y ' . Die Ordnung ist also erschépfend. Sei um-
gekehrt ' erschopfend. Angenommen, u ist ein Blatt mit u ¢ [z]. Dann {iberlappt
w nicht mit z. Nach Voraussstzung mufl v ' z oder x T’ u gelten, also [u] C [z]
oder [z] C [u]. Dies bedeutet nichts anderes, als dafl entweder u C y fiir alle y € [x]
oder y C w fiir alle y € [z]. Also ist [z] kontinuierlich. x war beliebig, also ist jede
Konstituente kontinuierlich.

Lemma 1.4.10 (Konstituentenlemma) Es sei (B, <,C,{) ein erschipfend ge-
ordneter A—Baum. Ferner sei p < q. Dann existiert ein Kontext C = (i, V) derart,
dafs

k(q) = C(k(p)) = u- k(p) -V

Es gilt nicht die Umkehrung. Ferner gilt, da8 durchaus k(q) = k(p) sein kann, auch
wenn ¢ < p.

Proposition 1.4.11 Sei (B, <,C) ein geordneter Baum. Genau dann ist [x] = [y]
glerchbedeutend mit x =y, wenn es keinen 1-fach verzweigenden Knoten gibt.

Beweis. Es sei z ein 1-fach verzweigender Knoten mit Tochter y. Dann gilt [z] = [y],
aber = # y. Es sei nun x mindestens 2—fach verzweigend. Sei {y; : i < n} die Menge
der Tochter von x, n > 1. [z] ist die Vereinigung der [y;]. Daher gilt [y;] € [z]
fur alle ¢ < n. Falls nun [z] = [z], so mul mindestens z < z oder z < z gelten.
Falls aber nach Voraussetzung alle Knoten mindestens zweifach verzweigen, so kann
weder x < z noch z < z sein, da dann [z] C [z] oder [2] C [z] sein miifite.

=

Wir sagen, ein Baum verzweige echt, falls es keinen 1-fach verzweigenden Knoten
gibt. Eine andere Methode, Bidume zu definieren, ist die folgende. Es sei B eine
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Menge, und < eine zykelfreie Relation auf B. Dann ist (B, <) ein Baum, wo <:=<7"
die transitive Hiille von < ist. Ferner ist x < y genau dann, wenn x Tochter von y
ist. Es bezeichne T'(z) die Menge der Tochter von x. Nun sei zusétzlich eine Relation
P gegeben, derart, dafi (a) x P y nur dann, wenn z,y € T(z) fir ein gewisses z,
(b) P linear auf T'(z) ist fiir jedes z. P ordnet also die Mengen der Téchterknoten
linear. Dann setze x C y genau dann, wenn 2’ > z existiert und 3’ > y mit ' P /.
< und P sind die unmittelbare Nachbar-Relationen. Der folgende Satz liefert uns
die Rechtfertigung dafiir, dafl (B, <,C) ein erschopfend geordneter Baum ist.

Proposition 1.4.12 FEs sei (B, <,C) ein erschopfend geordneter Baum. Dann ist
x C y genau dann, wenn x' > x und y' > y existieren, welche gemeinsame Tdochter
eines Knotens z sind, und es ist ¥’ C 3.

Zum Schlufl sei noch ein weiteres niitzliches Konzept erwdhnt, ndmlich das der
Konstituentenstruktur.

Definition 1.4.13 FEs sei M eine beliebige Menge. Fine Konstituentenstruktur
tiber M ist ein System € von Teilmengen von M mit folgenden Eigenschaften. (0)
{z} € € fiir jedes x € M, (i) @ ¢ €, M € €, (i) falls S,T € € und S € T sowie
TZS, s0S5NT=g2.

Proposition 1.4.14 FEs sei M eine nichtleere Menge. Es besteht eine eineindeu-
tige Zuordnung zwischen Konstituentenstrukturen tiber M und echt verzweigenden
Baumen, deren Menge von Bldttern {{x} : x € M} ist.

Beweis. Sei (M, €) eine Konstituentenstruktur. Dann ist (€, C) ein Baum. Dazu
mufl man priifen, daf§ C irreflexiv und transitiv ist, sowie, dal es eine Wurzel gibt.
Dies ist leicht. Ferner, sei S C T,U. Dann ist UNT O S # &, wegen Bedingung (i).
Also mufl U C T oder T' C U gelten. Dies bedeutet nichts anderes, als dafl 7' und U
vergleichbar sind. Die Menge der Blétter ist genau {{z} : + € M}, wie man leicht
nachpriift. Sei nun umgekehrt B = (B, <) ein Baum. Definiere M = b(B). Setze
¢ = {[z] : x € B}. Dies ist eine Konstituentenstruktur. Denn zunéchst ist fiir jedes
Blatt u [u] = {u}, also sind alle {u} € €. Weiter ist fiir jedes = [z] nicht leer, da
der Baum endlich ist. Auflerdem existiert eine Wurzel, r, und es gilt [r] = B, nach
Definition. Zuletzt sei [z] € [y] und [y] € [z]. Dann sind 2 und y unvergleichbar.
Falls nun u ein Blatt ist und u € [z], so ist u < z. v < y kann dann nicht gelten;
denn Tu ist linear und dann wéaren x und y vergleichbar. Ebenso folgt aus u < y
sofort w £ . Daher ist [z] N [y] = @.

Im allgemeinen Fall kann man einem Baum stets eine Konstituentenstruktur
zuordnen. Aus dieser 148t sich allerdings der Baum nur dann rekonstruieren, wenn
er echt verzweigend ist.
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Der Begriff der Konstituentenstruktur kann nun erweitert werden zu dem Begriff
einer geordneten Konstituentenstruktur. Dabei fordert man analoge Bedingungen,
wie sie bei geordneten Baumen gefordert sind. Weiter kénnen wir bei allen Struktu-
ren auch noch Marken einfithren, das heifit Funktionen f : G — A, wo G der Grund-
bereich und A das Alphabet ist. Die Begriffsbildung verldauft in volliger Analogie zu
dem unmarkierten Fall, so dafl wir auch von markierten Konstituentenstrukturen,
markierten geordneten Konstituentenstrukturen etc. reden konnen.

Wir wollen uns nun der Repréisentation von Termen durch (geordnete) Baume
zuwenden. Es gibt zwei verschiedene Methoden, einen Term durch einen Baum dar-
zustellen, und beide haben ihren unterschiedlichen Nutzen. Bevor wir sie einfiihren,
werden wir allerdings noch eine wichtige Methode bereitstellen, geordnete Baume
durch Mengen von Zahlenfolgen zu codieren.

Definition 1.4.15 FEs sei B C w* eine Menge von endlichen Zahlenfolgen. B heifst
Baumbereich, falls Folgendes gilt:

1. Ist¥-i € B, soist ¥ € B.

2. IstZ-1€ B und j <1, soist auch Z-j € B.

Einem Baumbereich B ordnen wir einen geordneten Baum zu, indem wir als Knoten-
menge gerade B wihlen und die Relationen < und C uniform fiir alle Baumbereiche
definieren. Es sei & < ¢ genau dann, wenn g echtes Prifix von & ist. Ferner sei
Z C ¢ genau dann, wenn es Zahlen 7, j gibt und Zahlenfolgen «, v, & mit (a) i < j
und (b) & = @ -i-v, ¥ = u-j-w. Mit diesen Relationen wird B tatsdchlich zu
einem erschopfend geordneten Baum, wie man leicht nachrechnet. In Figur 1.1 wird
der Baumbereich B = {¢,0,1,2,10,11, 20,200} gezeigt. Ist B ein Baumbereich und
T € B, so setze
B/i:={y:%-ye€ B}

Dies ist anschaulich gesprochen die Konstituente von B unterhalb des Knotens .

Sei nun umgekehrt ein erschopfend geordneter Baum (B, <,C) gegeben. Wir
definieren den zugeordneten Baumbereich, B® durch Induktion iiber die Tiefe ¢(z)
wie folgt. Ist ¢(z) = 0, so sei #” := . In diesem Fall ist = die Wurzel des Baumes. Ist
nun z° bereits definiert, und y Tochter von z, so sei % := 2 - i, wenn y genau die
ite Tochter von links ist. (Es gilt somit |2°| = t(z).) Wir kénnen ganz leicht sehen,
daB8 die so definierte Menge ein Baumbereich ist. Denn zunichst ist ja @ € B,
sobald @ - j € B ist fiir ein j. Also gilt 1. Ferner, ist @ -7 € B” etwa @ -1 = g7,
so ist y die ite Tochter von einem Knoten z. Sei nun j < 7. Dann sei z die jte
Tochter von z (von links). Diese existiert gewif, und es ist 2% = @ - j. Nun ist man
allerdings noch nicht fertig. Denn wir wollen noch zeigen, daf§ auf dem Baumbereich
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Abbildung 1.1: Baumbereich

€
0 1 2
10 11 20

200

definierten kanonischen Relationen genau die sind, welche auf dem Baum definiert
sind. Mit anderen Worten, wir wollen zeigen, dafl z ~— 2 ein Isomorphismus ist.
Dazu miissen wir nur zeigen, dafl diese Abbildung die Relationen Tochter und linker
Nachbar treu erhélt. Dies ist aber leicht zu zeigen.

Theorem 1.4.16 Sei B = (B, <,C) ein endlicher, erschopfend geordneter Baum.
Die Abbildung x — 2P ist ein Isomorphismus von B auf den zugeordneten Baumbe-
reich (BP, <, C). Ferner gilt: genau dann ist B = €, wenn BP = &P,

Mit Hilfe der Baumbereiche konnen wir nun die Kodierung von Termen relativ
leicht vornehmen. Terme werden schlicht in Baumbereiche mit Marken iibersetzt.
Wir ordnen also jedem Term ¢ einen Baumbereich #* und eine Markierungsfunktion
t* zu. Der zu t assoziierte markierte Baumbereich ist dann #™ := (t*, t*), der wie folgt
definiert ist. Der unterliegende Baumbereich des Terms z ist {€}, und ¢ trigt die

Marke z. Der Term s := f(tg,...,t,_1) wird in folgenden Baumbereich iibersetzt:
o={eyul|Jli 77t}
<n

Dann ist s* wie folgt definiert:

s*(e) = f
PG5 = 2@

Dies bedeutet, dafl s™ aus einer Wurzel mit Namen f besteht und n To6chter hat,
welche zu den Baumbereichen von 2o, ..., to(s)—1 isomorph sind. Wir nennen diese
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Abbildung 1.2: Dependenz— und Strukturkodierung

/\ T
) /X\ | T TN
5 7 13 x T T

Kodierung, welche ¢ auf t™ abbildet, die Dependenzkodierung. Sie ist sparsa-
mer als die folgende Kodierung, welche wir die Strukturkodierung nennen. Wir
wéhlen dazu ein neues Symbol 7" und definieren induktiv zu jedem Term t einen

Baumbereich ¢ und eine Markierungsfunktion t*. Setze z¢ := {¢,0}, a/(¢) := T,
x#(0) := x. Ferner sei fir s = f(to,...,tn-1)

5 = {e,0tU U0<i<n+1{i SURRUACE

st(e) = T

s#(0) = f

st(j+1-7) = (2

(Man vergleiche die Strukturkodierung mit der assoziierten klammerfreien Zeichen-
kette.) In Figur 1.2 sind beide Kodierungen fiir den Term (13 + (5 X 7)) im Ver-
gleich gezeigt. Der Vorteil der Strukturkodierung ist dafl die dem Term assoziierte
Zeichenkette auch die assoziierte Zeichenkette des Baumes (bzw. des Baumberei-
ches) ist.

Ubung 7. Analog zu erschépfenden Ordnungen auf Biumen sind erschépfende Ord-
nungen auf Konstituentenstrukturen definiert. Zeigen Sie, dal eine Ordnung auf den
Blattern eines Baumes genau dann zu einer erschépfenden Ordnung erweiterbar ist,
wenn sie es schon auf der zugehorigen Konstituentenstruktur ist.

Ubung 8. Es sei B = (B, <) ein Baum und C eine 2-stellige Relation dergestalt,
daB x C y nur dann gilt, wenn z,y To6chter desselben Knotens sind. Ferner sollen
die Tochter eines Knotens jeweils durch [ linear geordnet sein. Man zeige, daf§ es
eine erschopfende Relation auf B gibt, welche C enthélt.

Ubung 9. Man zeige: Die Anzahl der 2-fach verzweigenden erschépfend geordneten
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Béaume mit einer gegebenen Menge von n + 1 Bléttern ist genau

o - 1 (Qn)
n+1\n
Die Zahlen C), heilen Catalan Zahlen.
Ubung 10. Zeigen Sie, daf8 C,, < #14" ist. (Im Lehrbuch der Analysis von Heuser,
Teil 1, S. 505, befindet sich ein Beweis, daf} sich (2n) im Limes der Folge - F néahert.

Man kann sogar zeigen, daB letztere Folge die erste majorisiert. Fiir die in der Ubung
verlangte Tatsache existiert allerdings ein elementarer Beweis.)

Ubung 11. Es sei L endlich mit n Elementen und < eine lineare Ordnung auf L.
Man konstruiere einen Isomorphismus von (L, <) nach (n, <).

1.5 Ersetzungssysteme

Sprachen sind nach Definition 1.2.9 beliebige Mengen von Zeichenketten iiber einem
(endlichen) Alphabet. Dennoch sind die Sprachen, mit denen man es normalerweise
zu tun hat, solche Mengen von Zeichenketten, welche man durch einen endlichen
Prozefl gewinnen kann. Dies konnen Prozesse sein, welche Zeichenketten iterativ er-
zeugen, oder solche, welche zundchst andere Strukturen (z. B. Bidume) erzeugen,
aus denen man dann wiederum Zeichenketten gewinnen kann. Der zweifelsohne po-
pulérste Ansatz ist der iiber Zeichenketten.

Definition 1.5.1 FEs sei A eine Menge. Fin Semi—Thue System tiber A ist eine
endliche Menge T = {(Z;,4;) : i < m} von Paaren von Zeichenketten iber A. Ist T
gegeben, so sei u :>T ¥, falls fiir gewisse §,¢ und eini < m qilt €@ = §- Z; -t und
T=58-7,-t. Bsistd :>”+1 U, falls ein Z existiert mit 4 =% Z =1 ¥. Schlieflich ist
U =5 U falls © =7 U fur einn € w. Wir sagen dann, U sei tnI' aus u herleitbar.

Man kann @ = v auch wie folgt definieren: es existiert ein Kontext C' und ein
(Z,y) € T derart, da gilt « = C(Z) und ¥ = C(). Da das Semi-Thue System
endlich ist, kommen dort nur endlich viele Buchstaben vor; deswegen geniigt es,
wenn man A endlich wéhlt. (Siehe dazu die Ubungen.) Ein Semi-Thue System T
heifit Thue—System, falls mit (7, ) € T auch (,Z) € T. In diesem Falle kann ¢
aus u genau dann hergeleitet werden, wenn auch « aus ¢ hergeleitet werden kann.
Eine Ableitung von ¢ aus & in T ist eine endliche Folge (7; : ¢ < n+ 1) derart, da8
Up = & und v, = ¢, und fiir alle ¢ < n ist ¥; = U;41. Die Lange dieser Ableitung
ist n.
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Eine Grammatik unterscheidet sich von einem Semi—Thue System wie folgt. Er-
stens wird eine Unterscheidung zwischen dem eigentlichen Alphabet und einem Hilf-
salphabet vorgenommen, und zweitens wird die Sprache iiber ein spezielles Symbol,
das sogenannte Startsymbol definiert.

Definition 1.5.2 FEine Grammatik ist ein Quadrupel G = (S, N, A, R), bei dem
N, A nichtleere, endliche und disjunkte Mengen sind, S € N und R ein Semi—Thue—
System tiber N U A, bei dem (7, 5) € R nur dann, wenn § € A*. Es heifst S das
Startsymbol, N das Alphabet der nichtterminalen Symbole, A das Alphabet
der Terminalsymbole und R die Menge der Regeln von G.

Wir wéhlen in der Regel S = S. Dies ist jedoch nicht notwendig. Der Leser sei al-
so gewarnt, dafl S nicht immer das Startsymbol sein muf, es jedoch immer dann
ist, wenn nichts anderes gesagt wird. Nichtterminalsymbole werden durch Grof3-
buchstaben bezeichnet, Terminalsymbole durch Kleinbuchstaben. Ein griechischer
Buchstabe wird benutzt, wenn es sich sowohl um ein Terminalsymbol wie auch um
ein Nichtterminalsymbol handeln kann. Der Gebrauch der Vektorpfeile ist selbst er-
klarend. Wir schreiben G = 4 oder auch ¢ 7 im Falle, dal S =5 ¥ und sagen, G
erzeuge . Auflerdem schreiben wir 7 F¢ 5. , falls ¥ =5 §. Die durch die Grammatik
erzeugte Sprache ist definiert durch

L(G) = {Fe A : G+ 7}

Man beachte, dafl G Zeichenketten erzeugt, welche sowohl nichtterminale als auch
terminale Symbole enthélt. Jedoch sollen Zeichenketten, welche nichtterminale Sym-
bole enthalten, nicht zu der von G erzeugten Sprache gehoren. Eine Grammatik ist
also ein Semi-Thue ProzeB;, bei dem wir bestimmen, wie eine Ableitung anfangt
und wann sie abgebrochen werden darf. Gegeben eine Grammatik G, so nennen wir
das Analyseproblem (oder Parsingproblem) fiir G das Problem, zu gegeber Zei-
chenkette (1.) zu sagen, ob sie aus G ableitbar ist, und (2.) falls sie ableitbar ist, eine
konkrete Ableitung zu benennen. Dabei ist (1.) alleine das Erkennungsproblem

fir G.

Eine Regel (a, ﬁ_} wird auch oft Produktion genannt und oft durch @ — 3
notiert. Wir nennen & schlicht die linke Seite und 5 die rechte Seite der Produk-
tion. Die Produktivitét p(p) einer Regel p = & — 43 ist die Differenz |ﬁ| — |al.
p heiBt expandierend falls p(p) > 0, strikt expandierend falls p(p) > 0 und
kontrahierend, falls p(p) < 0. Eine Regel heifit terminal, falls sie von der Form
a— 7 (d. h. mit & € A*) ist.

Der Begriff einer Grammatik ist relativ allgemein. Zwar gibt es nur abzihlbar
viele Grammatiken iiber einem gegebenen Alphabet — also auch nur abzéhlbar
viele Sprachen —, welche von Grammatiken erzeugt werden koénnen; trotzdem ist
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die Vielfalt dieser Sprachen sehr grof§ und sie kénnen sehr kompliziert sein. Wie sich
herausstellen wird, ist jede rekursiv aufzihlbare Sprache schon erzeugbar durch eine
Grammatik. Dies legt nahe, den Begriff der Grammatik einzuengen. Noam Chomsky
hat folgende Hierarchie von Grammatiken und Sprachen vorgeschlagen. (Hierbei ist
X, kurz fir X U{e}.)

x Eine Grammatik heif3t im allgemeinen Fall vom Typ 0.

* Eine Grammatik heiit vom Typ 1 oder kontextsensitiv, falls alle Regeln
von der Form §; X9y — 0100, sind, und entweder ist stets & # ¢, oder aber
S — ¢ ist eine Regel, und S ist niemals auf der rechten Seite einer Regel.

*x Eine Grammatik heiffit vom Typ 2 oder kontextfrei, falls sie kontextsensitiv
ist und alle Regeln von der Form X — a.

* Fine Grammatik heifit vom Typ 3 oder regulér, falls sie kontextfrei ist und
alle Regeln von der Form X — & mit a@ € A, - N..

Eine Sprache heifit vom Typ i, falls sie von einer Grammatik vom Typ ¢ erzeugt
werden kann. Dabei ist unerheblich, ob es auch Grammatiken vom Typ 7, 7 < i,
geben kann, die diese Sprache erzeugen.

Wir geben Beispiele von Grammatiken vom Typ 3, 2 und 0. Es gibt eine regulére
Grammatik, mit der man einfache Zahlausdriicke erzeugen kann. Hierbei ist ein ein-
facher Zahlausdruck ein Paar von Ziffernfolgen, getrennt durch ein Komma und mit
einem optionalen Vorzeichen. Die Grammatik ist wir folgt. Die Menge der Termi-
nalsymbole ist {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,-, , }, die Menge der Nichtterminalsymbole
ist {V,Z,F,K,M}. Das Startsymbol ist V und die Regeln lauten

V o +Z|-2]z

Z — OF|1F|2F|...|9F

F — OF|1F|2F|...|9F|K

K — ¢| ,M

M — OM[1IM|2M]|...|9M|O0|1|2]...]|9

Hierbei haben wir uns der folgenden, allgemein iiblichen Schreibweise bedient. Das
Symbol ‘|" auf der rechten Seite des Pfeils bedeutet, dafl es sich um mehrere Pro-
duktionen handelt, welche jeweils dasselbe Nichtterminalsymbol ersetzen. So kann
zum Beispiel V wahlweise durch +Z, -Z oder durch Z ersetzt werden. Die Syntax der
Sprache Algol wurde urspriinglich in dieser Form notiert, wobei anstatt des Pfeils
‘.:=" geschrieben wurde. Diese Schreibweise nennt man auch Backus—Naur Form.

Die Mengen der Terme iiber einer endlichen Signatur und endlicher Basismenge
X konnen wir durch eine kontextfreie Grammatik erzeugen. Sei F' = {F; : i < m}
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und Q(j) := Q(F,).

T — =z reX

T — FiTQ(i) (2 < p)
Damit die Menge der Regeln endlich ist, mufl deswegen auch F' endlich sein. Das
Startsymbol ist T. Diese Grammatik erzeugt die assoziierten Zeichenketten in Polni-
scher Notation. Man beachte auch, daf§ die Grammatik genau der Strukturkodierung
entspricht. In der Tat erzeugt sie genau die Baume, welche der Strukturkodierung
entsprechen. Doch davon spéter. Die eben beschrieben Grammatik liefert Terme in
Strukturkodierung. Falls wir Dependenzkodierung haben wollen, miissen wir folgen-
de Grammatik wéhlen.

F, — Fjonl s Fjﬂ(i)—l

Dies ist ein Regelschema, welches fiir endlich viele Regeln steht.) Hierbei mufl man al-
lerdings jedes Symbol als Startsymbol wahlen diirfen. Zu dieser Problematik néheres
weiter unten.

Als Beispiel fiir eine Typ 0 Grammatik wollen wir folgende Grammatik nehmen,
welche wir dem Buch von Salomaa [44] entnommen haben.

(a) X — a, Xo — aXXyZ,

(b) X2Z — aa,

(c) Xa — aa, Ya — aa,

(d) XoZ — Y YXZ

(e) XX1 — XlYX, YX1 — YlYX,

(f) XY1 — XlY, YY1 — YlY,

(g) aX; — aXXYXo,

(h) XY — XY, Y.Y —  YYo,
Y2X — YX2 .

Als Startsymbol dient Xo. Diese Grammatik erzeugt die Sprache {a" : n > 0}. Dies
zeigt man so. Zunédchst kann man mit (a) entweder die Kette a oder die Kette aXX,Z
erzeugen. Sei nun 7; = aX6;X»Z, 0; € {X,Y}*. Wir betrachten Ableitungen, die von
¥; zu einem terminalen Wort fithren. Zunéchst ist nur (b) oder (d) anwendbar. Es
werde (b) angewandt. Dann kann man nur noch mit (c) fortfahren, und dann wird
ein Wort der Linge 1+ 3+ |¥;| erzeugt. Da wir nur einen Buchstaben haben, ist das
Wort damit schon eindeutig bestimmt. Nehmen wir nun an, (d) werde angewendet.
Dann bekommen wir das Wort aX¥;Y;YXZ. Die einzige Moglichkeit weiterzumachen,
ist (e) und (f) anzuwenden und damit den Index 1 nach links zu schieben. Diese
Prozedur resultiert darin, dafl vor jedes Vorkommen von X ein Y gesetzt wird. Wir
bekommen so ein neues Wort aXXYXQCi’»YYXZ. Nun bleibt keine Wahl, als den Index
2 mit Hilfe von (h) nach rechts zu schieben. Dies ergibt ein Wort 7,1 = an;HXzZ
mit 5@+1 = XYX&’ YY. Wir haben

[Gi1] = 6] + €a(5) + 5
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wo £,(9;
da £, (

die Anzahl der X in &; ziahlt. Da nun ém((i-ﬂ) = Em(g;) + 2, so schlieSen wir,
;) = 2¢ ist und somit |6;| = (1 + 1)* — 4, 7 > 0.

N2

1

&

Bei der Definition einer kontextsensitiven Grammatik mufl man Folgendes be-
denken. Der Intention nach ist eine kontextsensitive Grammatik eine Grammatik, in
der keine Regel kontrahierend ist. Allerdings schliefit eine solche Definition aus, dafl
¢ der durch diese Grammatiken erzeugbaren Sprachen angehért. Also mufl zumin-
dest die Regel S — ¢ zugelassen werden. Hat man allerdings eine solche Regel, so
mufl man verhindern, daf§ diese Regel nach Anwendung einer anderen Regel ange-
wendet werden kann, um nicht den Effekt zu zerstoren, dal — bis auf die erwahnte
Ausnahme — eine Ableitung niemals die Kette verkleinern kann. Dies erreicht man,
indem man verlangt, dafl das Startsymbol nie auf der rechten Seite einer Produk-
tion auftauchen kann. Man beachte, daf diese Bedingung auch an eine kontextfreie
Grammatik gestellt wird. Dies ist im Prinzip nicht notig. Wir kénnen Grammatiken
unter Wahrung der erzeugten Sprache so umformulieren, daf§ S niemals auf der rech-
ten Seite einer Produktion steht. Man ersetze einfach in allen Regeln, welche nicht
von der Form S — ﬁ sind, S durch Z, wobei Z ein neues Symbol ist; ferner nehme
man fiir jede Regel S — 5, noch einmal die Regel Z — ﬁ hinzu. Dies garantiert,
daB in einer Ableitung das Symbol S nur am Anfang steht. Die erzeugte Sprache ist
gleichgeblieben. Man moge sich iiberzeugen, dal auch der Typ der Grammatik sich
nicht geéndert hat.

Die Menge der reguléren Grammatiken werde mit RG, die der kontextfreien mit
CFG, die der kontextsensitiven mit CSG und die der Typ 0 Grammatiken mit GG.
Entsprechend werden die Mengen der durch sie erzeugbaren Sprachen mit RS, CF'S,
CSS und GS bezeichnet. Die Grammatiktypen bilden eine Hierarchie, das heifit, wir
haben

RG C CFG C CSG C GG

Dies ist nicht schwer zu sehen. Daraus folgt unmittelbar, dafl die entsprechenden
Sprachmengen analog durch Inklusion geordnet sind. Nicht unmittelbar klar ist al-
lerdings, dafl auch die zugehorigen Sprachmengen echt ineinander enthalten sind.
Wir haben namlich auch

RS C CFS ¢ CSS C GS

Wir werden die Nachweise der Echtheit dieser Inklusionen im einzelnen erbringen.
Wir werden in Abschnitt 1.7 (Satz 1.7.8) zeigen, dafl es Sprachen vom Typ 0 gibt,
welche nicht vom Typ 1 sind. Ferner wird aus dem Pumplemma (Satz 1.6.13) fiir
kontextfreie Sprachen folgen, dafi {a"b™c™ : n € w} nicht kontextfrei ist. Diese ist
aber eine Typ 1 Sprache (der Nachweis soll in den Ubungen erbracht werden). Als
Letztes wird sich zeigen, dafl {a"b™ : n € w} zwar sicherlich kontextfrei ist, aber
nicht reguldr. (Siehe Ubung 2.1.) Es sollte erwihnt werden, daf iiblicherweise in
kontextfreien Grammatiken auch Regeln der Form X — ¢, d. h. kontrahierende
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Regeln, zugelassen werden. In den Ubungsaufgaben soll gezeigt werden, daf diese
Definition in Bezug auf die erzeugten Sprachen nicht allgemeiner ist. Allerdings ist
der Fall der kontrahierenden Produktionen oft sehr stérend; deswegen haben wir
ihn aus der Definition herausgenommen. Ferner ergibt sich, wenn man kontrahie-
rende Regeln ausschlieit, sofort, dal die Sprachen eine Hierarchie bilden, da eine
Grammatik vom Typ j auch eine Grammatik von Typ ¢ ist mit ¢ < j.

Um iiber Aquivalenz von Grammatiken zu sprechen, mufl man hiufig iiber Ab-
leitungen sprechen. Wir wollen dazu die folgende Begriffsbildung vorschlagen. Es
sei G eine Grammatik. Eine Ableitung der Léinge n ist eine Folge (A; : i < n)
von Anwendungen von Regeln aus G. Mit der(G, &) bezeichnen wir die Menge der
Ableitungen in G aus der Zeichenkette a und der(G) := der(G, S). Der Begriff der
Anwendung einer Regel ist noch zu prézisieren. Sei p = 7 — 5. Wir nennen ein
Tripel A = (d;, C, d;11) eine Anwendung von p, wenn C' ein Vorkommen von 7 in
a; ist und gleichzeitig ein Vorkommen von § in d;y1. Dies bedeutet im Einzelnen,
daf} :‘Zl und :‘%)2 existieren mit C' = <l_€’1, :‘Zg) und 621 = I?d)l . ’7 : I_{Q und &i+1 = :‘%)1 : 5 EQ.
Wir nennen C' den Bereich von A.

Diese Definitionen sind mit einigem Bedacht gew#hlt worden. Sei (A4; : i < n),
A; = (d;,C;, @iy 1) eine Ableitung in G. Dann heifit (@; : ¢ < n + 1) die zugehori-
ge Kettenfolge. Man beachte, dafl die Kettenfolge um ein Glied lénger ist als die
Ableitung. Im Folgenden werden wir Kettenfolgen auch schlicht als Ableitung be-
zeichnen. Aus der Kettenfolge 148t sich jedoch im Allgemeinen die Ableitung nicht
rekonstruieren. Ein Beispiel mag dies verdeutlichen. Es sei G folgende Grammatik.

S — AB
A — AA
B — AB

Die Kettenfolge (S, AB, AAB) entspricht zwei verschiedenen Ableitungen:

((S, (¢,¢), AB), (AB, (¢, B), AAB))
((S, (e,€),AB), (AB, (A, £), AAB))

Nach Anwendung von p wird zwar 7 ersetzt, aber £; und K5 lassen sich noch immer
identifizieren. In diesem Sinne koénnen wir im folgenden Lemma davon reden, dafl
der Bereich einer auf der Anwendung von p folgenden Regelanwendung von einer
Regel o disjunkt sei zu dem Bereich von p, ndmlich wenn der Bereich von ¢ in &
oder K9 enthalten ist.

-

Lemma 1.5.3 (Regelvertauschung) Fs sei (@, ) eine Anwendung von p und
(B,7) eine Anwendung von o. Es seien die Bereiche dieser Anwendungen disjunkt.

Dann ezistiert eine Anwendung (&,0) von o sowie eine Anwendung (0,7) von p,
und beide Anwendungen haben disjunkte Bereiche.
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Der Beweis ist einfach und eine Ubung. Wir geben ein Beispiel. Es seien die folgenden
Regeln gegeben:

AX — XA XA — Xa

XB — Xb Xa — a

Auf die Zeichenkette AXB koénnen nun zwei Regeln angewendet werden. Die erste
hat den Bereich (e, B), die zweite den Bereich (A, ¢). Die Bereiche tiberlappen; und
in der Tat zerstort die Anwendung der einen Regel den Bereich, auf den die zweite
angewendet werden kann. Wenden wir die Regel AX — XA an, so kénnen wir nicht
zu einer terminalen Kette kommen:

AXB = XAB = XaB
Wenden wir dagegen die Regel XB — Xb an, so bekommen wir:
AXB = AXb = XAb = Xab = ab

Soweit zu einem Beispiel, wo die Anwendungen nicht vertauschen. Nun nehmen wir
die Zeichenkette AXXB. Wiederum sind die beiden erwéhnten Regeln in Konkurrenz;
aber diesmal zerstort keine der Anwendungen den Bereich der anderen:

AXXB = AXXb = XAXb
AXXB = XAXB = XAXb

Daraus kann dann wie vorher die Zeichenkette ab abgeleitet werden. Man mache sich
klar, dal zum Beispiel in einer kontextfreien Grammatik grundsétzlich jedes Paar
konkurrierender Regelanwendungen auf verschiedenen Nichtterminalen vertauscht.
Dies liegt einfach daran, dafi die Bereiche dieser Regeln stets nur das einzelne Symbol
umfaflt.

Wir wollen noch ein paar weitere Vereinfachungen vorschlagen. Zunéchst kann
man statt eines einzelnen Startsymbols auch eine Menge von Startsymbolen haben.
Wir definieren eine Grammatik* als ein Quadrupel G = (X, N, A, R), wo alles ist
wie oben, aufler dal ¥ C N. Dann ist G = 7 falls es ein S € ¥ gibt, derart, dafl
S =x 4. Man kann die Grammatik* G wie folgt in eine Grammatik G umformen.
Man nimmt ein Sy, € AU N zusammen mit Regeln Sy, — X, fiir alle X € 3. Es ist
dann leicht zu zeigen, daB L(GY) = L(G) ist.

In der Definition einer Grammatik wurde gefordert, dafl die Menge der nichtter-
minalen Symbole sowie die Menge der terminalen Symbole disjunkt sind. Wir wollen
uns iiberlegen, dafl diese Bedingung keine Einschrankung bedeutet. Wir werden sie
deshalb auch manchmal fallenlassen, was sowohl aus sachlichen Griinden wie auch
aus Finfachheitsiiberlegungen geboten sein kann.

Definition 1.5.4 Fine Quasi—Grammatik ist ein Quadrupel (S, N, A, R) bei dem
A und N endliche nichtleere Mengen, S € N, und R ein Semi—Thue System tiber

=

N U A derart, daff wenn (a,5) € R, so enthdlt « ein Symbol aus N.
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Proposition 1.5.5 Zu jeder Quasi—Grammatik existiert eine Grammatik, welche
die gleiche Sprache erzeugt.

Beweis. Sei (S, N, A, R) eine Quasi-Grammatik. Setze N; := N N A. Dann sei
mit jedem a € N; Y, ein neues Symbol. Wir setzen Y := {Y, : @ € Ny}, N° :=
(N —=N)UY, A°:= A. Jetzt ist N°N A° = &. Wir setzen S° := 8, falls S ¢ A und
S° =Yg, falls S € A. Als letztes definieren wir die Regeln. Es sei @° das Ergebnis
der Ersetzung von jedem a € N; durch das entsprechende Y,. Dann ist

R ={@—F:d—FecRU{Y,—a:ae N}

Mit G° := (S°,N°, A°, R°) gilt jetzt L(G°) = L(G). Die Begriindung ist wie folgt.
Wir definieren einen Homomorphismus A : (AU N)* — (A° U N°)* durch h(a) :=a
fir a € A— Ny, h(a) ==Y, fir a € Ny und h(X) := X fiir alle X € N — N;. Dann
gilt h(S) = S°, sowie h(R) C R°. Daraus folgt unmittelbar, daf§ wenn G + &, dann
auch G° F h(d). Dies weist man durch Induktion iiber die Lange der Ableitung nach.
Da nun in G° @ aus h(d) herleitbar ist, so gilt sicherlich L(G) C L(G°). Fiir die
Umkehrung mufl man sich iiberlegen, dal die Anwendung einer Regel Y, — a stets
an das Ende der Ableitung gelegt werden kann. Denn wenn & — 5 eine Regel ist,
so ist sie entweder vom Typ Y, — b und ersetzt ein Y, durch b; und sie vertauscht
daher mit der Anwendung der ersten Regel. Oder sie ist von einer anderen Form,
namlich von der Form a° — EO; da a nicht in @° vorkommt, so vertauschen auch
diese Anwendungen von Regeln. Ist dies gezeigt, so gilt mit G° I @ sofort G° F a°.
Letzteres hat G F & zur Folge.

Wir weisen darauf hin, dafl auch die Bedingung, dafl in einer Produktion die
linke Seite ein Nichtterminalsymbol enthélt, keine wirkliche Einschrinkung darstellt.
Denn sei G = (S, N, A, R) eine Grammatik, bei der dies nicht so ist. Dann sei fiir
jedes Terminalsymbol a a' ein neues Symbol, und A! := {a' : @ € A}. Schlieflich
sei fiir jede Regel p = a — 3 die Regel p' das Ergebnis der Ersetzung von jedem
Vorkommen eines a € A durch a' (auf beiden Seiten der Produktion). Nun setze
man §' := S, falls S ¢ A, und 8’ := S! andernfalls, und R' := {p' : p € R} U {a! —
a:a € A}. Endlich sei

G' = (s, NUA' A R

Es ist nicht schwer zu zeigen, daB8 L(G’) = L(G). Damit ist die Definition einer
Grammatik um einiges einfacher geworden.

Als néchstes wollen wir noch eine Verallgemeinerung fiir kontextsensitive Spra-
chen beweisen. Eine Grammatik heifle nichtkontrahierend, falls entweder keine
Regel kontrahierend ist oder alle Regeln nichtkontrahierend sind bis auf die Regel
S — ¢, und in diesem Fall ist das Symbol S niemals auf der rechten Seite einer
Produktion.
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Theorem 1.5.6 Genau dann ist eine Sprache kontextsensitiv, wenn sie durch eine
nichtkontrahierende Grammatik erzeugt werden kann.

Beweis. Gewifl sind kontextsensitive Grammatiken nichtkontrahierend. Sei also
G nichtkontrahierend. Wir wollen ein G* finden, welches kontextsensitiv ist und
L(G*) = L(G) erfiillt. Sei dazu p: XoX1 ... Xpn_1 — YoY1...Y, | eine Regel. (Wie
oben gesehen, konnen wir uns auf solche Regeln und Regeln der Form X — a be-
schrianken. Letztere sind aber gewifl nicht kontrahierend.) Es ist m < n. Wir nehmen
uns m neue Symbole, Zy, Z1, ..., Z,_1 und anstelle der alten Regel die folgenden:

XOXl---Xm—l i ZOXI---Xm—l
ZoXlXQ e Xm—l i ZOZ1X2 [N Xm—l

2070 .. Zoma X1

— Z0Z1 . mel
Z0Z1 . Zm—l — YE)Zl . Zm—l
YE)ZlZQ e Zm—l — }/E)}/IZQ e Zm—l

}/E)Yi s Ym—2Zm—1 - YE)le ce Yn—l

Die Menge dieser Regeln werde mit p* bezeichnet. Es sei G* das Resultat der
Ersetzung aller nicht kontextsensitiven Regeln p durch p*. Gewif sind alle diese
Regeln kontextsensitiv. Nun sei eine Ableitung in G' gegeben. Dann ersetze eine
Anwendung der Regel p durch die angegeben Sequenz von Regeln in p*. Dies ergibt
eine Ableitung der Zeichenkette in G®. Sei umgekehrt eine Ableitung in G* gegeben.
Man iiberlegt sich zunéchst dies: wird irgendwo eine Regel aus p* angwedent, und
darauf eine Regel aus ,01‘, so vertauschen diese, sofern nicht p; = p und die zweite
Regelanwendung gerade die auf die erste innerhalb p* folgende ist. Dann ist nach
geeigneter Umordnung der Beweis eine Folge von Segmenten, wo jedes Segment,
welches eine Anwendung einer Regel aus p* enthélt, von der oben gegebenen Form
ist, wobei es also mit X beginnt und mit Y endet. Es kann also durch p ersetzt
werden. Man fiihre alle diese Ersetzungen durch. Dies ergibt eine Ableitung in G. -

Der folgende Satz zeigt, dafl die Sprachen vom Typ 1 nicht unter beliebigen
Homomorphismen abgeschlossen sind (unter Beniitzung von Satz 1.7.8).

Theorem 1.5.7 Es sei a,b € A. Zu jeder Sprache S iiber A vom Typ 0 existiert
eine Sprache T iber AU{a,b} vom Typ 1 derart, daf$ zu jedem T € S ein i existiert
mit a'bZ € T und jedes ij € T die Form a'bZ mit ¥ € S.

Beweis. Wir setzen N* := NU{A,B,S%*}. Essei p: XoX1... X1 — YoV1... Y,
eine kontrahierende Regel. Dann sei p"' = XoX1... X1 — ATYY LY p"‘
ist gewifl nicht kontrahierend. Ist p nicht kontrahierend, so sei p* := p. Es bestehe
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R* aus allen Regeln p* mit p € R, sowie folgenden Regeln:

s* — BS,
XA — AX, X e N*,
BA — aB,
B — Db.

Es sei T := L(G*). Gewif} ist 4 € T nur dann, wenn ¢ = a’b# fiir ein & € A*.
Zunichst enthalten Worte nur einmal B (oder nur einmal b). Weiter kann man A in
a nur dann umwandeln, wenn es direkt vor B steht. Danach ist B hinter a. Folglich
mufl b hinter allen a sein, aber vor allen anderen Symbolen, da man B nicht vor diese
bewegen kann. Nun betrachte die Abbildung v definiert durch v : A,a,B,b,S* — ¢
und v: X — X fiir X € N, a a fiir a € A. Ist (@; : i < n) eine Ableitung in G*,
so ist (U(@;) : 0 < i < n) eine Ableitung in G (von Wiederholungen abgesehen). So
zeigt man, daf aus a'bZ € T folgt © € L(G). Nun sei T € L(G) Es sei (ozl i<n)
eine Ableltung von Z in G. Dann verfahre man so. Es sei ﬂo = S* und ﬁl = BS.
Ferner sei @H von der Form BAM @, fur gewisses k;, welches man induktiv berechnet.
Es ist leicht zu sehen, dafl @H Fos BHQ, sodal man die Folge (ﬁz i <mn+1) leicht
zu einer Ableitung auffiillen kann. Aus BA*»# 1i8t sich nun a*bZ herleiten. Dies
zeigt, dafl a*bZ € T'.

Esseiv: A — B* eine Abbildung. v (sowie der Homomorphismus ) heiit e—frei,

falls v(a) # ¢ fiir alle a € A. Wir kénnen nun Folgendes feststellen.

Theorem 1.5.8 FEs seien Ly und Lo Sprachen vom Typ i, 0 < ¢ < 3. Dann sind
auch folgende Sprachen vom Typ i:
1. L1U L,
Li- Ly
Li

v[L1], wobei v e—frei ist.
Ist i # 1, so ist U[L1] vom Typ i auch wenn v nicht e—frei ist.

Beweis. Die erste Behauptung ist bereits gezeigt. Zu der zweiten bemerken wir,
daf} wir eine neues Startsymbol S* einfithren konnen, mit den Regeln S* — 8;S,,
wo S; das Startsymbol von GG; und G5 das Startsymbol von G5 ist. Dies ergibt eine
Grammatik vom Typ ¢, auBler wenn ¢ = 3. In diesem Falle ergibt sich die Tatsache aus
den Ergebnissen von Abschnitt 2.1. Es ist jedoch nicht schwer eine Grammatik zu
konstruieren, welche regulér ist und L;- Ly erzeugt. Nun zu L. Sei S das Startsymbol
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fiir eine regulére Grammatik G, welche L erzeugt. Hier fithre man ein neues Symbol
ST sowie ein neues Startsymbol S* ein und Regeln

s* — ¢]|s]|sst,
st — g|sst

Diese Grammatik ist vom Typ 7 und erzeugt Lj. (Wiederum ist i = 3 eine Ausnahme,
die leicht zu beheben ist.) Als letztes sei v in Homomorphismus. Dann ersetzen wir
alle Regeln p : @ — 3 durch Regeln (p) : 5(@) — v(5). (Wobei wir v fortsetzen,
indem wir v(X) := X fiir jedes Nichtterminalsymbol X setzen.) Ist i = 0, 2, so bleibt
der Typ erhalten. Ist ¢ = 1, so mufl man verlangen, dafl v e—frei ist. Denn wenn
X 5 — ’?0_25 eine Regel ist, und @ eine terminale Zeichenkette, so kann durchaus
T(ar) = € sein. Dies ist jedoch niemals so, wenn v e—frei ist. Ist ¢ = 3, so mufi man
wiederum extra Vorkehrungen treffen. Denn nun haben wir Regeln der Form X —
Y und X — &, ¥ = xoxy...x,_1. Diese sind durch Regeln der Form X — z¢%,
Zi — x;Ziv1 und Z, 9 — x, 1Y beziehungsweise Z, o — x,_1 zu ersetzen. -

Definition 1.5.9 FEs sei A eine Menge. Eine nichtleere Menge § C o(A*) heifst
abstrakte Sprachfamilie iiber A, falls Folgendes gilt.

1. Fiir jedes S € § existiert ein endliches B C A mit S C B*.
2. Ist h: A* — A* ein Homomorphismus und S € 8, so ist auch h[S] € 8.

3. Ist h: A* — A* ein Homomorphismus und S € 8, B C A endlich, so ist auch
h7'[S]N B* € 8.

4. Ist S € § und R eine reguldre Sprache, so ist SN R € §.

5. Ist 51,55 € 8, so auch S1U Sy € § und Sy - S5 € 8.

Die regulédren Sprachen, die kontextfreien Sprachen und die Typ 0 Sprachen bilden
abstrakte Sprachfamilien. Die kontextsensitiven Sprachen erfiillen alle Kriterien, nur
sind sie lediglich unter e-freien Homomorphismen abgeschlossen. Man zeigt im Ubri-
gen leicht, daf} die reguldren Sprachen {iber A die kleinste abstrakte Sprachfamilie
bilden. Mehr zu diesem Thema findet man in Ginsburg [18].

["Jbung 12. Es sei T ein Semi-Thue-System iiber A und A C B. Es sei =5C A*x A*
bekannt ist. Man fasse T" als Semi-Thue System 7" iiber B auf und charakterisiere
=7, mittels =7.. Bemerkung. Diese Ubung zeigt, da man streng genommen zu T
auch noch das Alphabet benennen muf}, iiber welches der Semi—Thue-Prozef} defi-
niert ist, da ja nicht alle Symbole in T" auftreten miissen.

Ubung 13. Beweisen Sie das Regelvertauschungslemma.



44 1. Grundlegende Strukturen

Ubung 14. Zeigen Sie, daB jede endliche Sprache regulir ist.

Ubung 15. Es sei G eine Grammatik mit Regeln der Form X — &. Zeigen Sie,
L(G) ist kontextfrei. Desgleichen zeige man, dafi L(G) regulér ist, wenn alle Regeln
die Form X — «q - oy haben, wo oy € AU {e} und a; € N U {e}.

Ubung 16. Es sei G eine Grammatik, in der jede Regel verschieden von X — a
strikt expandierend ist. Zeigen Sie, da} eine Ableitung eines Wortes der Lénge n
héchstens 2n Schritte benotigt.

Ubung 17. Zeigen Sie, daB die Sprache {a"b” : n € w} kontextfrei ist aber nicht
regular.

Ubung 18. Schreiben Sie eine Typ 1 Grammatik fiir die Sprachen {a"b"c" : n € w}
und eine fir {¥-7: 7€ A*}.

1.6 Grammatik und Strukturbeschreibung

Im Unterschied zur bloflen Termersetzung kann man auch Strukturersetzung be-
trachten. Dabei wird analog zum Termfall ein System definiert, das schrittweise
Strukturen durch Strukturen ersetzt. Dadurch erzeugt man direkt einen Struktur-
baum. Man kann allerdings auch die Ersetzungssysteme selbst auffassen als — al-
lerdings indirekte — Systeme zur Erzeugung von Strukturen. Dabei wollen wir als
Strukturen in der Regel dat—Graphen mit Wurzel nehmen. Wir wollen beide Wege
vorstellen.

Zunéchst einmal wollen wir das Konzept eines Graphen erweitern. Wir betrach-
ten jetzt statt Graphen sogenannte Multigraphen. Ein gerichteter Multigraph
ist eine Struktur (F,(K; : i < n)), wo E eine Menge ist, die Menge der Ecken,
und K; C F X E eine Menge, die Menge der Kanten des Typs 7. Kanten sind in
unserem Fall stets gerichtet; deswegen werden wir das in Zukunft nicht besonders
erwahnen. Geordnete Badume sind nur ein Beispiel unter vielen von einem Multigra-
phen. Wir haben im Gegensatz zu Bdumen nunmehr zwei binédre Relationen. Aus
technischen Griinden erlauben wir, daf§ (&, (@ : ¢ < n)) auch ein Multigraph ist.
Wir fithren nun auf der Menge der Ecken eine Féarbung ein. Dies ist eine Funktion
pe : B — Fg, wo Fg eine nichtleere Menge ist, die Menge der Eckenfarben. Zum
Beispiel ist die Menge der Kantentypen eine Teilmenge von F, aber Gleichheit muf
nicht gelten, da wir unter Umsténden einen groflen Vorrat an Hilfssymbolen brau-
chen und deswegen gewisse Farben nicht verwendet werden. Genauso werden wir
Kanten farben. Hier gibt es allerdings einen Unterschied. Zunéchst einmal haben
wir bereits eine Einteilung der Kantenmenge in n méglicherweise verschiedene Teil-
mengen. Wir konnen also einer Kante aus K; jeweils die Zahl ¢ als Farbe zuordnen.
Allerdings kann eine gegebene Kante in verschiedenen K; auftreten. Daher wollen
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Abbildung 1.3: Beispiel einer Graph—Ersetzung

@1 62 63

wir es anders einrichten. Wir bestimmen eine Menge Fx von Kantenfarben (et-
wa die Menge n = {0,1,...,n — 1}) und betrachten einen Multigraphen als einen
Graphen mit Kantenfirbung auf der Kantenmenge K = [J,. . K setzen, wobei
pr : K — p(Fk) definiert ist durch

pr((,y) = {i: (v,y) € Ki}

Man beachte, dafl px((z,y)) # @. Wir kénnen auch K = E x E setzen, aber dann
ist nicht notwendigerweise p ((z,y)) # @. Ist f € Fi eine Farbe, so bezeichen wir
mit px(f) auch die Menge derjenigen Kanten, welche die Farbe f tragen.

Definition 1.6.1 Fin (Fg, Fx)-gefdrbter Multigraph oder schlicht v—Graph (iber
Fg und Fx ) ist ein Tripel (E, g, i), wo E eine (méglicherweise leere) Menge und
pg : E — Fg sowie pg : E X E — o(Fg) Funktionen sind.

Analog zum Termersetzungsmodell wollen wir terminale und nichtterminale Farben
unterscheiden. Die Ersetzung verldauft stets so, dafl eine Ecke ausgewéhlt wird und
durch einen Graphen ersetzt wird. Da die Ecke in den Graphen eingebettet ist, muf3
man angeben, in welcher Weise der ersetzende Graph in die umgebende Struktur ein-
gebettet sein soll. Dies macht die Definition um einiges aufwendiger. Bevor wir mit
der Definition einer Grammatik beginnen, wollen wir kldren, wie man eine Grapher-
setzung vornimmt. Zum besseren Versténdnis geben wir dem Leser die Abbildung 1.3
an die Hand. Der Graph &3 ist das Resultat der Ersetzung in &; des eingekreisten
Punktes durch &,. Die Farben sind hier {1,2}. Dazu eine Voriiberlegung.

Es sei & = (F, ug, pr) ein v—Graph. Ferner seien M; und M, Teilmengen von
E mit M; N My = @ und M; U My = E. Dann definieren M; und M, Teilgraphen
M; = (M, uy, pt), ndamlich durch py = pp 1 M; und pb = px 1 M; x M.
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Diese Teilgraphen bestimmen & nicht vollsténdig, da sie keinerlei Information iiber
die Kanten zwischen M; und M; bereitstellen. Wir definieren deshalb Funktionen
in, out : My x Fre — p(My), welche zu jeder Ecke in M, und jeder Kantenfarbe die
Menge aller Fcken in M; benennt, welche eine in M; ein— bzw. auslaufende Kante
der gewdhlten Farbe mit der gewéhlten Ecke haben.

in(z, f) = {yeM:feux((y )}
out(z, f) = {ye M :fepux((zy)}

Es ist klar, daf3 99t;, 915, sowie die Funktionen n und out den Graphen & eindeutig
bestimmen. In unserem Beispiel ist

in(p,1) = {z}, in(p2) = o
out(p,1) = @, out(p,2) = {w,y}

Nehmen wir nun an, wir wollen 9, durch einen anderen Graphen $) ersetzen. Dazu
miissen wir nicht nur $ haben, sondern auch Funktionen in, out : H X Fx — ©(M).
Dies ist allerdings nicht der Weg, den wir hier gehen werden. Wir wollen ndmlich
Ersetzungsregeln formulieren, die so allgemein sind, daf sie nichts iiber die Form des
Kontextes voraussetzen, in dem der zu ersetzende Graph eingebettet ist. Dazu wollen
wir annehmen, da§ die Mengen in(z, f) und out(z, f), x € H, in systematischer
Weise aus den Mengen in(y, g), out(y,g), y € M, hervorgehen. Wir erlauben daher
nur Angaben, wie die ersteren Mengen aus den letzteren hervorgehen. Wir definieren
dazu vier sogenannte Farbfunktionale. Ein Farbfunktional von $ nach 9, ist eine
Abbildung
%iHXFK%p(MQXFK)

In unserem Beispiel ist ein Funktional eine Funktion von {a,b,c} x {1,2} nach
o({p} x {1,2}). Wir kénnen dies vereinfachen zu Funktionen von {a,b,c} x {1,2}
nach p({1,2}). Die Farbfunktionale heiflen 37, 3O, OJ und O9. Diese ordnen wir

in eine 2 x 2-Matrix:
5 J3 39O
\O7 9O

Dies ergibt fiir das Beispiel von Figur 1.3 das Folgende (wir notieren nur, wo die
Funktion nicht @ ergibt).

33 (b1)—1,

Jo

07 (a,1)— 2,

OO0 = (¢,2) — 2.
Das Ergebnis der Substitution von 91, durch $) unter Benutzung der Farbfunktionale

aus § wird notiert durch &[$/9M, : F]. Dieser Graph ist die Vereinigung von 9t
und $ mit den Funktionen in™, out™, die wie folgt definiert sind.

int(x, f) = Ulin(y,9) : (v, 9) € 33(x, ) Ul out(y, 9) : {y,9) € OI(z, f))
out™(z, f) = U(out(y,g): (y,9) € OO(x, f)) UlU(in(y, g) : (y,9) € IO(z, f))
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Falls (y, g) € 33(x, f), so sagen wir, daf} die mit der Farbe g in y einlaufende Kante
als einlaufende Kante der Farbe f an x weitergereicht wird. Falls (y, g) € OJ3(z, f),
so sagen wir, daf} die mit der Farbe g aus y auslaufende Kante an z als einlaufende
Kante der Farbe f weitergereicht wird. Analog fiir 7O und O9. Es ist also moglich,
da die Kanten ihre Richtung wechseln, wenn sie weitergereicht werden. Falls dies
nicht der Fall ist, benotigen wir nur die Funktionale 37, und 99, die wir dann auch
schlicht mit J und © bezeichnen. Wir betrachten nun den Spezialfall, wo M, aus
einem einzigen Element, z, besteht. In diesem Fall ist ein Farbfunktional schlicht
eine Funktion § : H x Fx — p(Fk).

Definition 1.6.2 FEine kontextfreie Graph—Grammatik mit Ecken—FErsetzung

— kurz eine kontextfreie v—Grammatik genannt — ist ein Quintupel ' = (&, Fg, FL, Fr, R),
bei dem Fg eine nichtleere, endliche Menge von Eckenfarben, Fi eine nichtleere

Menge von Kantenfarben, FL C Fg eine Menge von terminalen Eckenfarben, G

ein y—Graph tber Fg und Fg, der sogenannte Startgraph, und schliefilich R eine

endliche Menge von Tripeln (X, 9,T) derart, dafy X € Fg — FL eine nichttermi-

nale Eckenfarbe ist,  ein v—Graph diber Fg und Fy ist, und § eine Matrixz von
Farbfunktionalen.

Eine Ableitung in einer y—Grammatik I" ist wie folgt. Wir definieren auf y—Graphen
& und $ iiber den Farben Fp und Fr & =1} 9, falls es ein (X, M, F) € R gibt,
dergestalt, dal $ = B[/ Fg : F] wo Fg ein Teilgraph ist bestehend aus nur einer
Ecke x, welche die Farbe Farbe X hat. Weiter definieren wir =5 als die reflexiv,
transitive Hiille von =} und schlieflich sei ' F &, falls & = &. Eine Ableitung ist
beendet, wenn es keine Ecke mit nichtterminaler Farbe gibt. Wir schreiben L. (I") fiir
die von I' erzeugte Menge von y—Graphen. Man beachte, dafl auf der Kantenmenge
keinerlei Unterschied besteht zwischen terminalen und nichtterminalen Farben. Die
Ableitung wird lediglich durch die Eckenfarben gesteuert.

Analog zu Zeichenkettengrammatiken definieren wir die Produktivitét einer Re-
gel als die Differenz zwischen der Kardinalitdt der ersetzenden Graphen und der
Kardinalitit des ersetzten Graphen. Letztere ist hier immer gleich 1. Daher ist die
Produktivitét stets > —1. Sie ist immer dann = —1, wenn der ersetzende Graph der
leere Graph ist. In einer Ubungsaufgabe soll nachgewiesen werden, dafl solche Regeln
stets eliminierbar sind. Eine Regel hat die Produktivitdt = 0, falls der ersetzende
Graph auch wieder aus einem Punkt besteht. Dafl auch solche Regeln verzichtbar
sind, soll in den Ubungen ebenfalls nachgewiesen werden.

Wir geben im Folgenden zwei besonders wichtige Typen von ~—Grammatiken
an. Beide sind kontextfrei als y—Grammatiken, die zweite erzeugt aber nachweislich
auch nicht—kontextfreie Sprachen. Dies zeigt, dafl das Konzept der v—Grammatiken
allgemeiner ist. Wir beginnen aber mit kontextfreien Grammatiken. Man kann diese
entweder als Kettenersetzungsgrammatiken auffassen, oder aber als Grammatiken,



48 1. Grundlegende Strukturen

welche Baume schrittweise erzeugen. Damit letzteres gelingt, nehmen wir hier an, es
gebe keine Regeln der Form X — ¢. (Denn diese erzeugen Béaume, deren Marken auf
den Bléttern nicht notwendig aus A sind. Dieser Sonderfall kann behandelt werden,
indem wir € als Marke zulassen, wollen dies aber im Folgenden nicht tun, um die
Darstellung einfacher zu gestalten.) Sei G = (S, A, N, R) eine solche Grammatik.
Wir setzen Fp := AU (N x 2). Wir schreiben X° fiir (X,0) und X' fiir (X, 1).
FL = AUN x {0}. Fx := {<,C}. Ferner besteht der Startgraph aus nur einer
Ecke, mit Farbe S!, und keiner Kante. Die Ersetzungsregeln sind wie folgt. Sei
p =X — apay ..., eine Regel aus G, keines der «; ist €. Dann definieren wir
einen y-Graphen $, wie folgt. H, := {y; : i < n}U{z}. pp(z) = X% up(y) = a;,
falls o; € A und pp(y;) = o}, falls a; € N. Wir bezeichnen mit ug(f), f € Fk,
auch die Menge der Kanten, welche die Farbe f tragen. Damit ist.

pr(<) = {{yi,x) i< n}
nr(C) = {{yi,y;)i<j<n}

Dies definiert §),. Nun legen wir die Farbfunktionale fest. Fiir alle u € n ist

J,(u,C) = {C} O,u,c) = {C}
J,(u, <

polu, <) = {<} O,(u, <) = {<}
SchlieBlich setzen wir p? := (X, 9,,{3,,0,}). RY :={p” : p € R}.
'}/G = <6aFE7Fg7FT7R,Y>

Wir werden zeigen, dafl diese Grammatik tatsédchlich genau diejenigen Baume er-
zeugt, welche wir mit der Grammatik G assoziieren. Bevor wir dies tun, einige
Bemerkungen. Die urspriinglichen Nichtterminalsymbole sind jetzt, technisch gese-
hen, auch Terminalsymbole, d. h. terminale Farben, denn sie sind ja Bestandteil
der zu erzeugenden Struktur. Damit wir iiberhaupt nichttriviale Ableitungen be-
kommen, miissen wir bei den Nichtterminalsymbolen von G unterscheiden zwischen
solchen, bei welchen die Strukturersetzung noch zu geschehen hat, und solchen, bei
denen sie schon erfolgt ist. Definitionsgeméf} sind die ersteren diejenigen, die Blatter
im Baum sind. Die Ableitung ist also genau dann nicht beendet, wenn der Baum
Blatter mit G-Nichtterminalen tragt. An diesen — und nur an diesen — darf man
weiterarbeiten. Dieser Effekt wird erreicht, indem wir bei G—Nichtterminalen eine
Unterscheidung einfiihren in aktive (Superskript 1) und passive (Superskript 0).
Eine Anwendung einer Ersetzung an einem aktiven Knoten besteht in der Ersetzung
des Knotens durch einen Baum, dessen Blétter aktiv sind, nicht jedoch die Wurzel.
Ein Ableitungsschritt wird in Figur 1.4 gezeigt. Darin wird die Regel X — AcA auf
den Baum auf der linken Seite angewendet. Das Ergebnis ist rechts zu sehen. Man
kann leicht zeigen, daf} in jeder Ableitung nur Blétter aktiv sind. Dies ist aber ge-
nau die Art und Weise, in welcher eine kontextfreie Grammatik Baume erzeugt. Wir
setzen dann Lp(G) gerade die Menge der von vG erzeugten Biaume unter Identifi-
kation von den Marken X° mit X. Die Regeln von G kénnen dann als Bedingungen
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Abbildung 1.4: Ersetzung in einer kontextfreien Grammatik

' X
>~
()

an Baume wie folgt uminterpretiert werden. Es heifle ein Teilbaum € von B loka-
ler Teilbaum, falls (i) er die Hohe 1 hat, das heifit keine inneren Knoten besitzt
und (ii) er zusammen mit der Wurzel sdmtliche Tochter dieser Wurzel in 98 enthalt.
Zu einer Regel p = X — YyY;...Y,_; definieren wir L, := {y; : i < n} U {z},
<, = {{yi,x) i < n}, Cpi={(yi,y;) : © < j < n}, und schlieBlich ¢,(z) = X,
Uy;) =Y. £, := (L,,<,,C,,{,). Dabei ist ein Isomorphismus zwischen geord-
neten Biumen B = (B, <y, Cm,ln), € = (C, <¢, Ce, le) mit Marken in M eine
bijektive Abbildung h : B — C derart, dal h(<g) = <¢, M(Cp) = h(Ce) und
le(h(x)) = () fiir alle x € B.

Proposition 1.6.3 Sei G = (S,N,A,R). B € Lg(G) genau dann, wenn jeder
lokale Teilbaum von B isomorph ist zu einem £, mit p € R.

Theorem 1.6.4 Es sei B eine Menge von Bdaumen iber dem Alphabet AUN. Genau
dann ist B = Lg(Q) fir eine kontextfreie Grammatik G, wenn es eine endliche
Menge {£; : i < n} von Bdumen der Héohe 1 gibt, und ein S derart, daff B € B
genau dann, wenn (i.) die Wurzel die Marke S tragt, (ii.) eine Marke terminal ist
genau dann, wenn der Knoten ein Blatt ist, und (iii.) jeder lokale Teilbaum zu einem
£i 1somorph ist.

Wir wollen ein paar niitzliche Folgerungen aus dieser Betrachtung von kontextfreien
Grammatiken ziehen. Es ist klar, dal vG B&ume generiert, die nicht notwendig
Blatter mit Terminalsymbolen tragen. Aber wir wissen, dafl die Bléatter entweder
Marken aus A oder aus N := N x {1} tragen, wihrend alle anderen Knoten Marken
aus N° := N x {0} tragen. Definiere nun zu einem markierten Baum wie gehabt die
assoziierte Zeichenkette k(98). Dies ist ein Element aus (AUN')*. Seiv : AUN x2 —
AU N definiert durch v(a) = a, a € A und v(X?) = v(X!) = X fiir X € N.
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Lemma 1.6.5 Es sei vG = B und @ = k(B). Dann gilt & € (AU N')* und
G v(d).

Beweis. Induktion iiber die Linge der Ableitung. Ist diese gleich 0, so ist @ = S*,
und 7(S1) = S. Da G + S, ist dieser Fall erledigt. Nun sei 9 das Ergebnis der
Anwendung einer Regel p7 aus 2, mit p = X — 3. Wir haben dann k(€) € (AUN?)*,
Die Regel p” wurde auf ein Blatt angewandt; dieses entspricht einem Vorkommen
von X'. Wir haben daher k(€) = &, - X' - 6. Dann ist k(B) = &; - 3 - d». Es ist k(B)
das Ergebnis einer einmaligen Anwendung von p.

Definition 1.6.6 Es sei B ein Baum. Fin Schnitt durch 8 ist eine mazximale
Menge S dergestalt, dafS keine zwer Elemente vergleichbar sind. Falls B ein erschip-
fend geordneter markierter Baum ist, so ist ein Schnitt linear geordnet und markiert,
und dann sei ein Schnaitt auch die zu einem Schnitt gehorende Zeichenkette.

Proposition 1.6.7 Es sei vG B, und & ein Schnitt von B. Dann ist G - v(d).

Dieser Satz zeigt, daf§ der Baum alle wesentlichen Informationen bereitstellt. Hat
man den Baum, l&8t sich eine Ableitung sofort angeben. Nun sei ein Baum B
gegeben, und @ ein Schnitt. Wir sagen, ein Vorkommen C' von 5 von & sei eine
Konstituente vom Typ X, falls dieses Vorkommen von ¥ der durch & in einer
Konstituente |z definierte Schmtt ist, und x die Marke X' trégt. Dies bedeutet, daf}
& =20 - 5 - 52, C = (51,52> und |z genau diejenigen Knoten, die nicht zu 5, oder
5 gehoren, enthélt. Ferner sei ein Teilwortvorkommen von 4 eine Konstituente vom
Typ X in @, falls es einen Baum gibt, fiir den ein Schnitt @ existiert, in dem das
Teilwortvorkommen 7 eine Konstituente vom Typ X ist.

Lemma 1.6.8 FEs sei B ein ein YG-Baum und & ein Schnitt von B. Dann existiert
ein Baum € mit assoziierter Zeichenkette 5 und v(5) = v(d).

Lemma 1.6.9 Es sei G & ay -7 - a2 und das Teilwort 7 sei eine Konstituente vom
Typ X in C(B). Dann ist G+ &y - X - dy = C(X), wobei C' = (dy, ds).

Als Beweis bemerke man, da} wenn aj - 5 - @y ein Schnitt ist und 4 darin eine
Konstituente vom Typ X, so ist @7 - X - @y auch ein Schnitt.

Theorem 1.6.10 (Konstituentensubstitution) Es sci G + @, - (- @ = C()
und [ eine Konstituente vom Typ X in C(f). Ferner gelte X Fg 7. Dann ist

—

GF C(H) =ady-7-ds und das Teilwort 7 ist eine Konstituente vom Typ X in C(7).
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Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Baum, in welchem 5 eine Konstituente
vom Typ X ist in @ 5 - 0ly. Dann existiert ein Schnitt @ - X - @y durch diesen Baum
und nach Lemma 1.6.8 ein Baum mit assoziierter Zeichenkette a; - X - . Gewif3 ist
X in diesem Baum eine Konstituente. Dann aber kann man eine Derivation X ¢4 ¥
ausweiten zu einer yG—Derivation von @y - - ds, in welcher v eine Konstituente ist.

_1

Wir wollen daraus ein wichtiges Theorem herleiten. Angenommen, G ist gegeben.
Dann existiert eine Zahl k derart, daf} jede Zeichenkette der Lange mindestens k zwei
echt ineinander enthaltene Teilworte desselben Typs enthélt. Genauer, wenn |Z| > k
ist, so existiert ein Baum B und ein X € N derart, dal ¥ = « -7 - v - ¢ - W die
assoziierte Kette ist und - v+ ¢ sowie ¥ Konstituenten vom Typ X, und schlieSlich
T # € oder y # €. Zur Vorbereitung beweisen wir das folgende

Lemma 1.6.11 FEs sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine Zahl
ko derart, dafi zu jedem Ableitungsbaum einer Zeichenkette der Linge > kg zwei
Konstituenten |y und | z gleichen Typs mit y < z oder z <y, welche verschiedene
assoziierte Zeichenketten haben.

Beweis. Zunichst einmal mufl man sich klarmachen, daf§ nichts sich an unserer Be-
hauptung dndert, wenn wir unproduktive Regeln eliminieren. Dies geschieht ja unter
Wahrung der Konstituentstruktur. Es sei 7 das Maximum aller Produktivitdten von
Regeln in G und v := |N|. Dann ist kg := (1 + m)” 4+ 1 die gesuchte Zahl. (Wir
konnen annehmen, daf§ 7 > 0. Andernfalls erzeugt G nur Worte der Lénge 1, und
ke = 2 erfiillt unsere Behauptung.) Denn sei ein & gegeben mit |Z| > k. Dann
existiert in jedem Ableitungsbaum ein Zweig der Linge > v. (Falls nicht, so kann
es nicht mehr als x” Blitter geben.) Auf diesem Zweig haben zwei Nichtterminal-
symbole die gleiche Marke. Deren assoziierte Zeichenkette sind verschieden, da keine
unproduktiven Regeln existieren.

Wir sagen, ein Vorkommen von « sei eine linke Konstituentenhilfte, falls
u Prafixvorkommen einer Konstituente ist. Ebenso ist eine rechte Konstituen-
tenhilfte definiert.  enthélt eine linke Konstituentenhélfte 2, falls ein Suffix von @
eine linke Konstituente ist. Wir bemerken noch Folgendes. Ist # eine Konstituente
und echtes Teilwort von Z, so ist ¥ = vuv; und v; ist linke Konstituenthélfte und o
rechte Konstituentenhélfte. Dies ist im Folgenden bedeutsam.

Lemma 1.6.12 Es sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann existiert eine Zahl
ke derart, daf$ zu jedem Ableitungsbaum einer Zeichenkette ¥ und jedem Zeichen-
kettenvorkommen in & einer Zeichenkette Z der Linge > k¢ zwei linke oder zwei
rechte Konstituentenhdlften if und iy von z° gleichen Typs existieren mit i # ;. Fs
st dann notwendigerweise iy ein Prdfiz von vy, oder iy ein Prdfix von v, im Falle,
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daf beide linke Hilften sind, oder y Suffix von iy oder yy Suffix von i im Falle, daf
beide rechte Hdlften sind.

Beweis. Es sei v := |N| und 7 die maximale Produktivitdt von G. Wir kénnen
sicherlich 7 > 2 annehmen. kf, := (2 + 27)”. Wir zeigen induktiv {iber die Zahl m,
dafl eine Zeichenkette der Lange > (2 + 27)™ mindestens m linke oder mindestens
m rechte ineinander enthaltene Hélften enthélt. Ist m = 1, so ist die Behauptung
gewifl wahr. Sei sie nun fiir m > 1 gezeigt. Wir zeigen sie jetzt fiir m+1. Es sei 2’ von
der Linge > (242m)™*!. Es sel & = [[,_,.,, Z; fiir gewisse #; der Lénge mindestens
(2 4 2m)™. Nach Induktionsvoraussetzung enthélt jedes #; mindestens m Konstitu-
entenhélften. Nun haben wir nicht unbedingt (27 4 2)m Konstituentenhélften; denn
enthélt Z; eine linke Hiélfte, so kann ein &; mit j > i die zugehorige rechte Haélfte
enthalten. Zu einer linken Hélfte wird hochstens eine rechte Héalfte gezéihlt. Insge-
samt haben wir also mindestens (14 7)m > m+ 1 Konstituentenhilften. Allerdings
miissen wir noch verifizieren, dafl mindestens m+ 1 davon ineinander enthalten sind.
Sei dies fiir kein #; der Fall. Dann haben alle Z;, i < 27 + 2, stets genau m linke
oder genau m rechte Halften. Fall 1. Z; hat m ineinanderliegende linke Hélften. Hat
dann 7; auch m ineindanderliegende linke Halften, so sind wir fertig. Nehmen wir
an, dies sei nicht der Fall. Dann hat #; hat m ineinanderliegende rechte Hélften. Da-
durch bekommen wir jetzt m ineinanderliegende Konstituenten. Wiederum wéren
wir fertig, wenn Zs m rechte Hilften besitzt (dies erfordert einen kurzen Beweis).
Falls dies nicht der Fall ist, hat @5 genau m linke Hélften. Wiederum sind wir fertig,
wenn dies nicht die zu den linken Hélften von 73 passenden rechten Hélften waren.
Nehmen wir dies also an. Wir argumentieren so weiter. Wir bekommen schlieflich
eine mindestens 7 lange Folge von Konstituenten, die jeweils m ineinanderliegende
Konstituenten besitzen. Eine Teilfolge von diesen bildet eine Konstituente, welche
nun die Hohe m + 1 hat. Dies zeigt unsere Hilfsbehauptung. Mit m := v + 1 folgt
nun die Behauptung des Satzes.

Theorem 1.6.13 (Pumplemma) Zu einer kontextfreien Sprache S ezistiert ein
ps derart, daf$ fiir jede Zeichenkette Z € S der Linge > ps und ein Vorkommen 7
einer Zeichenkette der Linge > ps in Z eine Zerlequng

existiert, sodafs gilt

1. 2y #e,

2. UW # ¢,

3. & oder i sind in dem Vorkommen von 1 enthalten.
4. {u-2-v-y-w:iewrCS.
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Alternativ zu 3. kann man verlangen, daff |U] < ps. Ferner lifit sich ps noch so
wdhlen, dafl sich jede beliebige ableitbare Zeichenkette ¥ mit vorgegebenem Vorkom-
men einer Zeichenkette a der Linge ps auf diese Weise zerlegen lifit.

Beweis. Es sei G eine Grammatik, welche S erzeugt. Sei pg die in Lemma 1.6.12
definierte Konstante. Wir betrachten einen G—Ableitungsbaum von Z sowie das darin
definierte Teilwortvorkommen von 7. Angenommen, 7 habe die Lénge mindestens
ps. Dann existieren zwei linke oder zwei rechte Konstituenthélften gleichen Typs
in 7. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, 7 besitze zwei linke
Hélften gleichen Typs. Nehmen wir an, diese seien beide nicht ganz in 7 enthalten.
Also ist 7= §%57, wo 57 und 57 linke Konstituentenhélften gleichen Typs, etwa X,
sind. Es ist |Z] > 0. Es existieren jetzt §; und ¢ derart, dal ¢ := §55 und 7§85y
Konstituenten des Typs X sind.

Also existiert eine Zerlegung

wo U eine Konstituente des gleichen Typs ist wie vy mit den Eigenschaften 1., 2.
und 3. Aufgrund des Konstituentensubstitutionslemmas kann man dann Zvy durch
U ersetzen, wie auch v durch Zvy. Dies ergibt, durch eine einfache Induktion, die
Behauptung 4. Sei nun die kleinere Hilfte in 7 enthalten, die gréflere nicht. Dann
existiert eine Zerlegung 7 = §¥vs; derart, dal ¢ eine Konstituente vom Typ X ist,
und 7vs; linke Halfte einer Konstituente vom Typ X. Dann existiert ein s5 derart,
dafl auch 70§15, Konstituente vom Typ X ist. Setze dann i := §755. Es ist dann
auch i # €. Der dritte Fall ist, wenn beide Hélften echte Teilkonstituenten sind.
Auch hier findet man eine geforderte Zerlegung. Will man anstelle von 3. haben,
daB v moglichst klein ist, so iiberlege man sich, dafl in unserer Zerlegung ¢ bereits
eine Konstituente ist. Hat sie die Lange > (1 + 7)", so existiert eine Zerlegung von
v derart, dafl darin pumpbare Teilworte vorhanden sind. Also kann statt 3. fordern,

Das Pumplemma kann mit Kontexten kompakter so formuliert werden. Fiir jede
geniigend groBe Zeichenkette ¥ existieren Kontexte C', D, D # (g,¢), und eine
Zeichenkette i mit ¥ = D(C(Z)), und es ist D(C*(7)) € S fiir jedes k € w.

Man beachte, dafl man auch ¢ = 0 wihlen kann. Dies bedeutet, daff man nicht
nur die Zeichenkette ‘hochpumpen’ kann, so daf sie langer wird (aufler wenn i = 1,
aber dieser Fall ist ja nicht interessant), sondern man kann sie auch schrumpfen
lassen. Eine Anwendung dieses Lemmas besteht in dem Beweis, dafl die Sprache
{a"0"c" : n € w} nicht kontextfrei sein kann. Denn angenommen, sie sei kontextfrei.
Dann miifite ein m existieren derart, da$ fiir geniigend groBes k die Kette a*b¥c*
zerlegt werden kann in

vt =u-v-w-2-y
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AuBlerdem muf ein ¢ > k existieren mit

avicf=a- w2y
Dann enthélt ¥+ ¥ je genau ¢ — k mal die Buchstaben a, b und c. Man iiberlegt sich
nun, dafl ¥ C a*Ub*Uc*. Denn enthalte ¢ zwei verschiedene Buchstaben, etwa b und
¢ so enthilt ¥ ein Vorkommen von b vor einem Vorkommen von c. % enthilt dann
ein Vorkommen von ¢ vor einem Vorkommen von b, und das darf nicht sein. Analog
zeigt man, dafl i € a* Ub* U c*. Dies ist aber ein Widerspruch. Dieses Beispiel einer
nicht kontextfreien Sprache wird uns noch 6fter begegnen.

Als zweites Beispiel wollen wir die sogenannten Baumadjunktionsgrammatiken
vorstellen. Wir nehmen ein Alphabet A und eine Menge N von nichtterminalen
Symbolen. Sei S € N das Startsymbol. Ein Zentralbaum ist ein geordneter Baum
iiber AU N, bei dem alle Blatter Marken aus A tragen, alle ibrigen Knoten Marken
aus N, und die Wurzel die Marke S. Ein Adjunktionsbaum ist ein geordneter
Baum iiber AU N, bei dem die Wurzel und mindestens ein Blatt eine Marke X € N
tragt und alle anderen Blédtter Marken aus A, und alle iibrigen Knoten Marken aus
N. Es wird verlangt, dafl ein Adjunktionsbaum mindestens ein Blatt mit einem Ter-
minalsymbol trigt. Fine unregulierte Baumadjunktionsgrammatik, abgekiirzt
UBAG, ist ein Paar (€,2), wo € eine endliche Menge von Zentralbdumen und 2
eine endliche Menge von Adjunktionsbidumen ist. Ein Beispiel einer Baumadjunkti-
on ist in Figur 1.5 gegeben. Dabei wird in den Baum zur Linken ein Zentralbaum
mit Wurzel X und assoziierter Zeichenkette bXb adjungiert; das Ergebnis ist rechts
zu sehen. Unabhéngig von dem gegebenen Kontext kann man eine Baumadjunkti-
on mit einem Adjunktionsbaum wie folgt beschreiben. Es sei B = (B, <, [, () ein
Baum und 2 = (A, <,C,m) ein Adjunktionsbaum. Wir nehmen an, es sei r die
Wurzel von 2, sowie s dasjenige Blatt mit m(r) = m(s). Nun sei « ein Knoten in
B mit ¢(x) = m(r). Dann ist die Ersetzung von x durch B definiert durch Angabe
der Farbfunktionale. Diese sind

{C,<} wennsCy

J33,(y,0) (c) const OJ,(y,C) = ©
~ < C

30,(0) = | LT wemuts 09,(50) = {c}
W(.<) = (<) 310,(5,<) = @
Op(y, <) = @ 09,y, <) = {<}

Zwei Punkte sind zu bemerken. Erstens, wir haben statt eines einzigen Startgraphen
eine endliche Menge. Dies ist behebbar. Zweitens sind im alle Farben sowohl terminal
als auch nichtterminal. Man kann also die Ableitung an jeder Stelle abbrechen. Wie
wir im vorhergehenden Abschnitt {iberlegt haben, ist dies behebbar, indem man
noch einige zusétzliche Symbole einfithrt. Wir wollen dies jedoch nicht tun, und uns
mit dem Hinweis begniigen, dafl wir es strenggenommen mit einer quasi-Grammatik
zu tun haben.
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Abbildung 1.5: Baumadjunktion
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Zuletzt wollen wir eine Graphgrammatik angeben, welche alle Zeichenketten der
Form a"b"c™, n > 0, erzeugen kann. Die Idee dazu stammt von Uwe Monnich. Dabei
wollen wir ausniitzen, dal man ja auch Terme als Strukturen auffassen kann, und
deshalb konnen wir die Grammatik relativ biindig aufschreiben. Dazu nehmen wir
ein dreistelliges Symbol, F, welches nichtterminal ist, ein dreistelliges Symbol, £,
welches terminal ist, und ein zweistelliges terminales Symbol 7. Die Regeln sind wie
folgt. (Zur einfacheren Lesbarkeit schreiben wir den Ausdruck nicht in Polnischer

Notation, sondern mit Hilfe von Klammern.)

F(z,y,z) — F(a~z,b"y,c"2),
F(:C7 y7 Z) - f('x7 y? 2)7

Diese Regeln bilden ein sogenanntes Termersetzungssystem. Der Start wird von
dem Term F(a, b, ¢) gebildet. Wann immer man einen Term ¢ hat, in dem ein Teilterm
s auftritt, welche Ergebnis der Substitution in eine linke Seite ist, so kann man
anstelle von s in t die entsprechende rechte Seite setzen. Damit bekommt man zum
Beispiel folgende Ableitungen:

F(a,b,c) — f(a,b,c),
F(a,b,c) — F(a"a,b"b,c"c) — f(a~a,b"b,c"¢)
F(a,b,c) — F(a"a,b"b,c"¢c) —>F(a (a”a),b™(b"b),c"(c"¢c))
— f(a”(a"a),b7(b"b),c7(c7c))
Man beachte, daf§ die Terme hier fiir Graphen stehen. Wir verwenden dabei die

Dependenzkodierung. Daher sind die zu diesen Termen assoziierten Zeichenketten
gerade abc, aabbcc und aaabbbccc.

)

Um nun eine Graphgrammatik zu schreiben, die diese Graphmengen erzeugt,
mufl man Hilfsfarben fiir Kanten einfiihren. Wir setzen Fp := {F,f,a,b,c}, FL =
{f,a,b,c} und Fx :={0,1,2,C, <}. Der Startgraph ist wie folgt. Er hat drei Punk-
te, p, ¢, r und s. (< ist leer (1), und ¢ C r C s.) Die Markierung ist p — F, ¢ — a,
r+—bund s — c.

Es gibt zwei Ersetzungsregeln. Die erste kann man schematisch so beschreiben. Die
Wurzel, x, trigt den Namen F und hat drei einlaufende Kanten; deren Namen sind
0, 1 und 2. Daran héngen die Teilgraphen &,, &; und &,, welche Bédume sind in
Bezug auf < und C und in denen es keine Kanten mit Namen 0, 1 und 2 gibt. Im
Ersetzungsschritt wird x ersetzt durch einen Graphen mit sieben Knoten, p, ¢;, r;
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und s;, @ € {0, 1}, wobei ¢; C 7; T S, 1,7,k € {0,1}, und ¢ gp, r i>p und s %p.
<= {{q1,q), (r1,70), {51, S0) }. Die Férbung ist

p = F,

qO = A? ql = a7
ro = 7 re +— b,
sg — 7 sy +— C.

(Wir reproduzieren damit auf {p,qo, o, so} die Anfangssituation.) Der Baum &,
wird nun an gg rechts von ¢; angehéngt, der Baum &, an ry rechts von r; und der
Baum &, an sq rechts von s;. Wir setzen zusétzlich alle Knoten von den &; < als
p. Damit wird erreicht, dafl in jedem Schritt die Vereinigung der Relationen <, 0, 1
und 2 die intendierte Baumordnung ist und jeweils eine Kante mit Namen 0, 1 und
2 existiert, welche in die Wurzel einlauft.

Die zweite Ersetzungsregel ersetzt den Wurzelpunkt durch einen einpunktigen
Graphen, dessen Knoten den Namen f tragt. Dadurch terminiert die Ableitung. Die
Kanten mit Namen 0, 1 und 2 werden nun unter dem Namen < weitergereicht. Da-
mit entsteht ein Baum. Dieser hat die gewiinschte Form.

Ubung 19. Man kann auch Zeichenketten als Multigraphen auffassen. Dabei braucht
man natiirlich nur eine Kantenfarbe. Zeigen Sie, daf§ eine kontextfreie Grammatik
fiir Zeichenketten auch formuliert werden kann als kontextfreie y—Grammatik. Es
wird sich im nédchsten Kapitel herausstellen, dal kontextfreie Sprachen auch durch
unregulierte Baumadjunktionsgrammatiken erzeugen lassen, jedoch die Umkehrung
nicht gilt.

Ubung 20. Zeigen Sie, daB zu jeder kontextfreien v-Grammatik I' eine kontext-
freie Grammatik A existiert, welche keine Regeln der Produktivitdt —1 hat und die
gleiche Menge von y—Graphen erzeugt.

Ubung 21. Zeigen Sie, daB zu einer kontextfreien y-Grammatik eine erzeugungs-
gleiche kontextfreie y—Grammatik gibt, in der alle Regeln strikt produktiv sind.

Ubung 22. Formulieren Sie in Analogie zu unregulierten Baumadjunktionsgramma-
tiken Kettenadjunktionsgrammatiken. Beachten Sie, daf§ diese quasi—-Grammatiken
sind. Geben Sie eine Charakterisierung der erzeugten Badume in Form von Regeln in
Kettenersetzungsgrammatiken.

Ubung 23. Zeigen Sie, daB die Sprache { - i : @ € A*} nicht kontextfrei ist, daf
sie aber das Pumplemma erfiillt.
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1.7 Turingmaschinen

Alan Turing verdanken wir das Konzept einer Maschine, welche denkbar einfach
ist und dennoch alle uns bekannten berechenbaren Funktionen berechnen kann. Es
wiirde zu weit fithren, den Begriff der Berechenbarkeit zu problematisieren. Statt-
dessen beniitzen wir den Begriff der Turingberechenbarkeit, welcher nur auf die Tu-
ringmaschine bezugnimmt. Der Clou an Turings Konzept war es, daf§ Zahlen mit
Hilfe von Zeichenketten dargestellt wurden und zwar auf denkbar einfache Weise.
Die Zahl n wurde durch n+ 1 Striche notiert. (Dadurch entsprach der 0 der einzelne
Strich. Diese Konvention ist unverzichtbar.) Zusétzlich gab es noch das Leerzeichen,
welches als Trennhilfe eingesetzt wird. In dieser Konzeption sind Turingmaschinen
denkbar schwerféllig. Wir erlauben daher, daff das Alphabet der Maschine beliebig
grof} ist. Der Leser wird anschliefend aufgefordert zu zeigen, dafl schon ein Alphabet
aus zwei Buchstaben zuziiglich einem Leerzeichen ausreicht. Wie also funktioniert
eine Turingmaschine? Eine Turingmaschine operiert auf einem Band, welches unend-
lich viele Felder hat. Wir nehmen an, dal das Band nach beiden Seiten unendlich
ist. Jedes dieser Felder kann einen Buchstaben tragen oder leer sein, d. h. das Leer-
zeichen tragen. Die Maschine hat einen Kopf, der sowohl lesen wie auch schreiben
kann und der in jedem Moment genau ein Feld bearbeitet. Die Maschine kann den
Kopf jeweils ein Feld nach rechts oder ein Feld nach links schieben und sich so zu je-
der beliebigen Stelle des Bandes bewegen. Schliellich hat die Maschine endlich viele
Zusténde, und diese Zustdnde bestimmen, was die Maschine zu welchem Zeitpunkt
machen soll. Wir konnen im Ubrigen anstelle eines unendlich langen Bandes auch
annehmen, dafl die Maschine auf einer endlichen Zeichenkette entlanglauft, welche
sie falls notig links oder rechts verlangern kann. Wir geben der letzteren Interpre-
tation deshalb den Vorzug, weil sie nidher an dem von uns betrachteten Gegenstand
liegt.

Definition 1.7.1 FEine (nichtdeterministische) Turingmaschine ist ein Quin-
tupel (A,L,Q,qo, [), wo A eine endliche Menge ist, das Alphabet, L ¢ A das so-
genannte Leerzeichen, () eine endliche Menge, die Menge der Zustdnde, qy € ()
das sogenannte Startsymbol und f : (AU{L}) xQ — p((AU{L}) x{-1,0,1} x @),
genannt die Ubergangsfunktion. Ist |f((b,q))| < 1, so heifit die Maschine deter-
manastisch.

Wir schreiben im Folgenden Ay anstelle von A U {L}. Die Arbeitsweise einer Tu-
ringmaschine konnen wir bequem iiber Zeichenketten veranschaulichen. Eine Kon-
figuration ist ein Tripel (Z,i,q), wo & € A}, i < |Z], und ¢ € Q. Dabei bezeichnet
1 die Stelle in der Zeichenkette, an welcher der Lesekopf ist und ¢ den Zustand, in
welchem sich die Maschine befindet. Eine Z—Konfiguration ist eine Zeichenkette
aus A} x Q) x A3 . Ist dann Z- ¢ -y eine Z—Konfiguration, und |Z| = 7, so entspricht ihr
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die Konfiguration (¥ - ¢, j,¢). Wir haben also in der Zeichenkette ein Symbol links
von dem Lesekopf eingeschoben, welches den Zustand der Maschine bezeichnet.

Wir wollen nun die Arbeitsweise der Maschine als Ubergéinge zwischen Z-Kon-
figurationen angeben. Wir sagen, ¥ - ¢ - ¢/ gehe durch T in einem Schritt in 2’ - ¢’ - i/
iiber, falls eines der Folgenden gilt:

1. ¥ = Z, und fiir ein gewisses ¥ sowie b und c ist ¥ = b -0 und ¢ = ¢- U, und

(¢,0,4) € f((b,q).
=b- ¢ sowie (c,1,q') € f({b,q)).

y
J =b-isowie (¢, —1,¢') € f((b,q)).

Ist also (c,0,q’) € f({(g,b)) und der Lesekopf liest b, wihrend die Maschine in dem
Zustand ¢ ist, wird auf das gelesene Feld der Buchstabe ¢ geschrieben und der
Kopf nicht verschoben. Ist stattdessen (c,1,¢') € f({(g,b)), so wird ¢ auf das Feld
geschrieben und der Kopf nach rechts geriickt. Steht anstelle der 1 eine —1, so wird
der Kopf ein Feld nach links geschoben. Wir schreiben Z = Z' (Z =k 7'), falls Z'
aus Z in einem Schritt (in k& Schritten) hervorgeht, und Z =% 7', falls Z’ aus Z in
endlich vielen Schritten hervorgeht.

Definition 1.7.2 Es sei T eine Turingmaschine, Z eine Konfiguration und ¥ € A*.
Z st eine Endkonfiguration, falls es keine Konfiguration Z' gibt mit Z = Z'.
T akzeptiert i, falls es eine Endkonfiguration Z gibt mit qo - T =75 Z. Die von
T akzeptierte Sprache, L(T), ist die Menge aller Zeichenketten aus A*, welche T
akzeptiert.

Es bedarf einiger Gewthnung, bis man das Konzept einer Turingmaschine sowie der
von ihr akzeptierten Sprache verstanden hat. Dem interessierten Leser sei empfoh-
len, ein paar einfache Funktionen auf einer Turingmaschine zu programmieren. Wir
wollen im Folgenden ein paar allgemeine Sitze beweisen und so bleibt uns wenig
Zeit fiir konkrete Beispiele; solche werden allerdings auf dem Weg zu diesen Sétzen
ohnehin anfallen. Ein erstes Beispiel ist die Nachfolgermaschine. Angenommen, un-
ser Alphabet sei {a; : i < p}. Wir wollen eine Maschine bauen, welche zu Z das in
der numerischen Ordnung nichste Wort ausgibt. (Siehe dazu Abschnitt 1.2.) Dies
soll heiflen, daf falls die Maschine mit ¢q - £ beginnt, so hélt sie in der Konfigura-
tion qp - i/, wo ¢ das jeweils néchste Wort ist. Wenn wir im Folgenden von Zahlen
reden, meinen wir stillschweigend oft statt der Zahl n die nte Zeichenkette in der
numerischen Ordnung.

Wie baut man nun die Maschine, welche jedem Wort seinen Nachfolger zuordnet?
Wir benétigen 3 Zustinde, qg, ¢; und g¢». Ist die Maschine in gy und liest ein Symbol
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a;, wobei j < m — 1 ist, so schreibt sie a;4; und geht in den Zustand ¢; iber.
Liest sie a,_1, so schreibt sie ag, geht nach rechts und verbleibt im Zustand ¢.
Liest sie hingegen L, so schreibt sie a; und geht in den Zustand ¢; iiber. Ist die
Maschine im Zustand ¢; und liest a # L, so schreibt sie a, geht nach links und
bleibt im Zustand ¢;. Liest sie aber L, so geht sie nach rechts und geht in den
Zustand ¢y tiber. Im Zustand ¢, sind keine Aktionen definiert. Initialisiert man diese
Maschine bei gy - &, so wird sie von links her kommend entweder das néchstbeste a;
mit j < n — 1 durch a4, ersetzen (bzw. L durch a). Ist ihr dies gegliickt (und es
gliickt immer, da die Maschine andernfalls an das Ende gerét und dann a; schreibt),
so geht sie anschlieBend nach links zuriick. Damit der Ubertrag korrekt ausgefiihrt
wird, mufl auf dem Weg nach rechts a,,_; stets durch ag ersetzt werden. Es ist auch
nicht schwer, eine Vorgingermaschine zu bauen (dies ist eine Ubung), und man kann
auch Folgendes zeigen. (Hierbei ist berechenbar im Sinne der Definition weiter unter
zu verstehen. )

Lemma 1.7.3 Es seien A und B endliche Alphabete. Es gibt berechenbare Bijektio-
nen f: A* — B* und g : B* — A* mit f = g~ L.

In der Rekursionstheorie wird der Begriff der Berechenbarkeit iiblicherweise fiir
Funktionen auf den natiirlichen Zahlen definiert. Mit Hilfe der Abbildung Z, welche
ja bijektiv ist, lassen sich diese Begriffe ebenso auch fiir Funktionen auf Zeichenket-
ten definieren, was wir hier tun werden.

Definition 1.7.4 FEs seien A und B Alphabete. Es sei f : A* — B* eine beliebi-
ge Funktion. f heifit berechenbar, falls es eine deterministische Turingmaschine T’
gibt derart, daf fir jedes ¥ € A* gilt qo-T =% q;- f(Z) und q;- f(Z) ist eine Endkonfi-
guration. FEs sei S C A*. S heifst aufzdhlbar, falls S = & oder es eine berechenbare
Funktion f : {0,1}* — A* gibt mit f[{0,1}*] = S. S heifit entscheidbar, falls
sowohl S als auch A* — S aufzihlbar sind.

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl die aufzéhlbaren Mengen genau diejeni-
gen sind, welche von einer Turingmaschine akzeptiert werden. Ferner zeigen wir, dafl
es genau die Typ 0 Sprachen sind, womit eine erste Korrespondenz zwischen Typen
von Automaten und Typen von Sprachen hergestellt ist. Anschliefend werden wir
zeigen, dafl das Erkennungsproblem fiir Typ 0 Sprachen nicht entscheidbar ist. Die
Beweise folgen letztlich aus einer Reihe von Reduktionssétzen fiir Turingmaschinen.
Zunachst werden wir das Konzept einer Turingmaschine verallgemeinern. Eine k—
Band Turingmaschine ist ein Quintupel (A, L, @, qo, f), wobei A, L, @, qo wie vorher
sind, aber

frALxQ— p(Af x {=1,0,1} x Q)
Anschaulich bedeutet dies, dal die Turingmaschine jetzt anstelle des einen Ban-
des k viele Bénder hat. Auf jedem Band ist ein Kopf, und in jedem Schritt kann
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die Maschine einen dieser Kopfe unabhéngig von den anderen bewegen, wobei der
ausgefiithrte Schritt von den gelesenen k Symbolen und dem Zustand abhéngt. Die
Startkonfiguration ist dabei diese: alle Bénder bis auf das erste sind leer, der Kopf
irgendwo. Auf dem ersten Band ist der Kopf links von der Eingabe. Die k—Band
Maschine hat also im Gegensatz zur 1-Bandmaschine k£ — 1 Bénder zum Speichern
von Zwischenergebnissen. Der Leser moge sich vergewissern, daf§ wir auch solche
Konfigurationen als Startkonfiguration zulassen kénnen, bei denen auf jedem Band
eine Zeichenkette ist, an derem linken Ende sich der Kopf befindet. Denn diese
konnen wir auch als k Zeichenketten auf dem ersten Band interpretieren. Dazu las-
sen wir auch zu, daf sich rechts von den K&pfen endliche Folgen von Zeichenketten
befinden, jeweils getrennt durch ein einzelnes Leerzeichen. (Das Leerzeichen dient
der Trennung der Ketten. Damit die Maschine allerdings weif3, wann diese Folge zu
Ende ist, mufl man verlangen, dafl es immer genau ein Leerzeichen ist.) Dies dndert
nichts an den bisherigen Konzepten, erlaubt allerdings, die Maschine auf mehr Ein-
gaben rechnen zu lassen als bisher, ndmlich Zahlenfolgen anstelle von Zahlen. Ohne
uns in Einzelheiten zu verlieren, wollen wir plausibel machen, dafl k~Band Turing-
maschinen nicht mehr Funktionen berechnen kénnen wie 1-Band Maschinen. Dazu
iiberlege man sich folgende Kodierung der k£ Bénder auf einem. Wir teilen das eine
Band in Sektoren mit je 2k Feldern auf. Das Feld 2kp + 2m, m < k, enthélt den
Eintrag von Feld p auf Band m. Das Feld 2kp + 2m + 1 enthélt dagegen lediglich
die Information, ob der Kopf m auf diesem Feld zu finden ist. (Also ist jedes zweite
Feld nur mit, sagen wir, 0 oder 1 beschriftet, je nachdem einer der Képfe auf einem
entsprechende Feld zu finden ist.) Hat man nun eine k—Band Turingmaschine T,
so konstruiert man eine 1-Bandmaschine U wie folgt. Immer wenn die Maschine U
einen Schritt ausfithren soll, muf} sie das Wort von links nach rechts ablaufen und die
relevanten Stellen der Lesekopfe registrieren. Ist sie beim Ende angekommen, weifl
sie, welcher Zustand von T repréasentiert wird, und kann nun, nach links laufend, die
Lesekopfe neu positionieren und die Eintrage auf den relevanten Feldern abédndern.
Dann geht sie an den Anfang zuriick, und beginnt mit dem néchsten Schritt von
T'. Man iiberlegt sich, dafl somit jeder Schritt der & Band Maschine |Z| Zeit kostet,
wobei ¥ die Summe der Worter der £ Béander ist. Ist also ein Algorithmus auf einer
k Band Maschine in f(n) Zeit lsbar, so bendtigt man hochstens (f(n) + n)? Zeit
auf einer 1-Band Maschine, da ja in f(n) Zeitschritten das Band hochstens ein Wort
der Lange f(n) + n schreiben kann.

Wir werden dies beniitzen, um zunéchst zu zeigen, daf eine nichtdeterministische
Turingmaschine nicht mehr berechnen kann als eine deterministische.

Proposition 1.7.5 Ist S = L(T) fir eine Turingmaschine, so ist auch S = L(U)
fiir eine deterministische Turingmaschine.

Beweis. Sei S = L(T). Es sei |f({(g,z))| < b fiir ein b. Wir fixieren eine Ordnung
auf f((g,z)). Wir nehmen eine 3-Band-Maschine V' wie folgt. Auf das erste Band
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schreiben wir die Eingabe #. Auf dem zweiten Band generieren wir alle Sequenzen
p von Zahlen < b. Diese Sequenzen beschreiben die Aktionssequenzen von T. Mit
jeder neuen Sequenz p'= apa; . . . a, schreiben wir auf das dritte Band & (welches wir
von Band 1 nur kopieren miissen) und lassen V' nun wie folgt arbeiten. Der Kopf auf
Band 2 ist links von der Sequenz @. Im ersten Schritt befolgen wir auf Band 3 die
aote Alternative fiir die Maschine T in der Ubergangsmenge, riicken den Kopf 2 nach
rechts, im zweiten Schritt befolgen wir die a;te Alternative in der Ubergangsmenge
fiir T auf Band 3, und so weiter. Dabei liest der Kopf 2 also jeweils, welche der
Alternativen der Ubergangsmenge von T auf Band 3 genommen werden soll. Falls
fiir ein ¢ die a;te Alternative nicht existiert, hélt die Berechnung auf Band 3. Damit
wird 7" also kiinstlich deterministisch gemacht. Die Maschine V' hélt jedoch nur dann
an, wenn sie fiir ein k bei allen Sequenzen der Lange k auf Band 3 anhélt. Der Leser
mag sich iiberlegen, wie die Maschine dies iiberpriifen kann. -

Lemma 1.7.6 Genau dann ist S aufzihlbar, wenn S = L(T) fir eine Turingma-
schine T 1ist.

Beweis. Der Fall S = @ mufl gesondert betrachtet werden. Es ist einfach, eine Ma-
schine zu konstruieren, die auf keinem Wort anhilt. Diese beweist die Aquivalenz in
diesem Fall. Nun sei also S # @. Es sei S aufzédhlbar. Dann existiert eine Funktion
f:4{0,1}* — A* mit f[{0,1}*] = S und Turingmaschine U, welche die Funktion f
berechnet. Nun konstruieren wir eine 3-Band—Maschine V' wie folgt. Die Eingabe
ist Z, und sie wird auf dem ersten Band notiert. Auf dem zweiten Band wird V alle
Worte i € {0,1}* erzeugen, beginnend mit ¢, in der lexikographischen Ordnung.
Dazu nehmen wir die Nachfolgermaschine. Ist ein Wort ¢ neu berechnet, beginnt
die Maschine, auf dem dritten Band den Wert f(%) zu berechnen. Da f berechenbar
ist, wird sie irgendwann damit fertig sein. Anschlieend vergleicht sie f() mit Z.
Sind diese gleich, so hélt sie an. Andernfalls aber wird sie den Nachfolger von 3
ausrechnen und weitermachen. Es ist leicht zu sehen, da8 S = L(V'). Nach den vor-
angegangenen Uberlegungen existert nun eine 1-Band-Maschine T' mit S = L(T).
Nun sei umgekehrt S = L(T) fiir eine Turingmaschine 7. Wir wollen zeigen, da§ S
aufziahlbar ist. Wir diirfen annehmen, dafl 7" deterministisch ist. Nun konstruieren
wir eine Turingmaschine U, welche eine Funktion f : {0,1}* — A* berechnet, deren
Bild S ist. Dazu sei V' eine 4-Band—Maschine, die wie folgt arbeitet. Wir beginnen
mit « auf Band 1. Auf Band 2 schreibt die Maschine das Wort, 0. Nun berechnet
sie auf dem vierten Band einen 7-Schritt fiir 0 und kopiert das Ergebnis auf das
dritte Band. In jedem folgenden Schritt wird die Maschine dieses tun: auf Band 1
einen Nachfolger konstruieren, und an das letzte Wort auf Band 3 anfiigen (durch L
getrennt!). Nun nimmt sie das erste Wort auf Band 3 und berechnet eine T-Schritt
auf Band 4. (Also: auf Band 4 kopieren, einen T-Schritt ausrechnen, und das Er-
gebnis auf Band 3 an das Ende schreiben, durch L getrennt.) Falls auf ein Wort kein
T—Schritt anwendbar ist, vermindert die Maschine die Sequenz auf Band 1 um eins,
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erhoht gleichzeitig aber die Sequenz auf Band 2 um eins und kopiert den Inhalt von
Band 2 ans Ende von Band 3 (durch L getrennt). Ist sie auf Band 1 bei ¢ angekom-
men, kopiert sie das Wort von Band 4 auf Band 1 und hélt an. Da es mindestens
ein Wort gibt, bei dem T anhalt, wird die Maschine fiir jede Eingangssequenz « ein
Ergebnis berechnen. Denn sei & € S, so wird  auf Band 3 immer wieder an den
Anfang kommen, und die Maschine wird immer wieder feststellen, daf§ 7" hier anhélt,
und so den Zahler auf Band 1 verringern. Daher hélt die Maschine gewifl an. Dafl
sie auch wirklich alle T-Berechnungen simuliert, liegt an der speziellen Verwaltung.
Denn sie bildet eine Liste auf Band 3, bei der das jeweils erste Wort bearbeitet und
dann an das Ende geschoben wird. Ist die Liste zu diesem Zeitpunkt k& Eintrége
lang, so wird das Ergebnis spétestens nach k& Berechnungen von T—Schritten an die
Reihe kommen. So wird die Maschine an jedem Wort beliebig tief rechnen. Falls T’
auf diesem Wort anhélt wird V' dieses Wort also fiir ein geniigend grofles u ausgeben.

_|

Theorem 1.7.7 Es sind dquivalent:

1. S st vom Typ 0.
2. S ist aufzihlbar.

3. S = L(T) fir eine Turingmaschine T'.

Beweis. Wir zeigen (1) = (2) und (3) = (1). Der Satz folgt dann mit Lemma 1.7.6.
Sei also S vom Typ 0. Dann existiert eine Grammatik (A, N, S, R), welche S erzeugt.
Man muf} nun lediglich eine Turingmaschine konstruieren, welche alle aus S erzeug-
baren Zeichenketten auflistet und solche wieder entfernt, welche nicht in A* sind.
Dazu bauen wir eine Maschine mit drei Béndern, deren erstes die Zahl n enthalt,
und welche auf Band 2 zuerst S schreibt, und dann auf S jede mogliche Regel anwen-
det, und diese Ergebnisse der Reihe nach auf dem Band notiert. Wann immer eine
Zeichenkette terminal ist, wird sie auf Band 2 geschrieben. Hat Band 2 schliellich
n Ketten, so hort die Maschine auf. Die letzte Zeichenkette ist das Ergebnis. Man
muf nun sicherstellen, dal auf Band 2 fiir jedes Wort jede mogliche Regelanwen-
dung aufgelistet wird. Dazu nimmt die Maschine das Wort und fiigt links ein neues
Zeichen b an. b notiert das linke Ende des Anwendungsbereichs einer Regel. Falls
unmittelbar rechts von b Regeln anwendbar sind, so werden alle diese Regeln nach-
einander angewendet, und b wird ein Feld nach rechts geschoben. Diese Maschine
generiert also alle Ableitungen auf Band 2, und zihlt so S auf. Nun sei S = L(T') fiir
eine Turingmaschine. Man wiéhle folgende Grammatik G: zuziiglich zu A sei X das
Startsymbol, 0 und 1 zwei Nichtterminalsymbole, und Y, ein Nichtterminalsymbol
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fiir jedes g € Q. Folgendes seien die Regeln.

X — X0 |X1|Y,

Yb — o, falls (¢, 1,7) € f({b,q))
Yb — Yo falls (¢, 0,7) € f({b,q))
a¥,b — Y.cb falls (¢, —1,r) € ((b, q))
Yyb — b falls f((b, q)) =

Ausgehend von X erzeugt die Grammatik nun Ketten der Form Y, #, wobei 7 eine
Binarfolge ist. Diese kodiert die Eingabe fiir T'. Die weiteren Regeln kodieren in an-
schaulicher Weise die Berechnung von 7" auf der Zeichenkette. Falls die Berechnung
anhélt, so ist es erlaubt, Y, zu eliminieren. Ist die Zeichenkette terminal, so wird sie

daher auch von G erzeugt. So sieht man, dafi L(G) = L(T). 4

Nun wollen wir daraus einen wichtigen Satz ableiten, nédmlich, dafl es unent-
scheidbare Sprachen gibt. Dazu iiberlegen wir uns, dal man Turingmaschinen auf
einfache Weise als Zeichenketten darstellen kann. Nun kann man eine Maschine U
bauen, die zwei Eingaben bekommt, nédmlich eine Zeichenkette # und einen Kode
fiir eine Turingmaschine 7', und die nun die Aktion von T auf & berechnet. Eine
solche Maschine heifit universelle Turingmaschine. Die Kodierung von Turing-
maschinen ist wie folgt. Wir beniitzen nur die Buchstaben a, b und c, welche auch
in A enthalten sein sollen. Es sei A = {a; : i < n}. Dann sei y(q;) gerade die
Zahl i in Binérdarstellung (iiber {a,b}, mit a anstelle von 0 und b anstelle von 1).
Die Zahl Null werde mit a kodiert, um sie von € zu unterscheiden. Ferner sei L der
Zahl n zugeordnet. Die Zustéinde werden ebenso kodiert; wir nehmen dabei an, dafl
Q = {0,1,...,n — 1} fiir ein n ist, und daB gy = 0. Nun miissen wir nur noch f
aufschreiben. f ist eine Teilmenge von

A xQ x AL x{-1,0,1} x Q
Jedes Element (a,q,b,m,r) von f kann wie folgt notiert werden
Foc-l-c-fi-c-fc--c

wobei ¥ = v(a) ist, © = Z7(q), ¥ = v(b), ¥ = Z7'(r). Ferner ist ji = a, falls
m = —1, ji = b, falls m = 0, und ji = ab, falls m = 1. Nun notieren wir f einfach als
Liste, die Eintrage jeweils durch ¢ getrennt. Je zwei Quintupel werden also durch cc
getrennt. (Das muf} nicht sein, ist aber praktischer.) Wir nennen diese Kodewort von
T einfach T*. Die Menge aller Kodewérter von Turingmaschinen ist entscheidbar.
(Das ist wesentlich, ist aber leicht zu sehen.) Es sollte nun nicht schwer sein, sich
davon zu iiberzeugen, dafl es eine Maschine U mit zwei Bandern gibt, welche fiir
zwei Ketten # und ¢ Folgendes tut. Ist ¥ = T*, so berechnet U genau das, was
T mit ¥ berechnet. Ist i kein Kode einer Maschine, so geht U in einen speziellen
Zustand und hélt an.
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Wir nehmen zunéchst an, es gebe eine Turingmaschine V', welche fiir # und
T* entscheidet, ob # € L(T) ist oder nicht. Nun konstruieren wir eine 2-Band—
Maschine W wie folgt. Die Eingabe ist das Wort & auf beiden Béndern. Ist & = T*,
so berechnet W, ob T" auf & anhélt. (Dazu beniitze man V.) Wenn ja, so wird W
in eine unendliche Schleife geschickt und hort deshalb nicht mehr auf zu rechnen.
Wenn nein, halt W an. (Ist & kein Kodewort, so hélt die Maschine an.) Nun gilt:
W* € L(W) genau dann, wenn W* & L(W). Denn W* € L(W) genau dann, wenn
W, auf W* losgelassen, anhilt. Ist dies aber der Fall, so soll W gerade nicht anhal-
ten. Ist nun W* ¢ L(W), so hiilt W bei W* nicht an, was wir aber mit Hilfe von
V entscheiden konnen, und deswegen hélt W bei W* eben doch an. Widerspruch.
V' kann also nicht existieren. Es gibt also kein allgemeines Verfahren. Wenn es die-
ses also nicht gibt, dann kann dennoch fiir jede Turingmaschine entscheidbar sein,
ob & von ihr akzeptiert wird oder nicht. (Nur wissen wir dann nicht, wie wir das
Entscheidungsverfahren aus T* berechnen kénnen.) Dafl auch Letzteres im Prinzip
nicht gehen kann, dafiir setzen wir unsere universelle Turingmaschine ein, und zwar
in der 1-Band—Version. Sie heifle U. Ist L(U) entscheidbar, so konnen wir zu jedem
# und jedem T (universell) entscheiden, ob U auf FLT* anhilt. Da U universell ist,
heifit das, daf§ wir mittels U entscheiden konnen, ob T auf ¥ anhélt. Dies kénnen
wir jedoch nicht.

Theorem 1.7.8 Es existiert eine aufzihlbare Menge, welche nicht entscheidbar ist.
FEs ist also CSS C GS.

Hiermit haben wir auch gezeigt, dal die Typ 1 Sprachen echt in den Typ 0 enthalten
sind. Denn Typ 1 Sprachen sind entscheidbar.

Theorem 1.7.9 Jede Typ 1 Sprache ist entscheidbar.

Beweis. Es sei G vom Typ 1 und sei & gegeben. Dann erzeuge alle G-Ableitungen
bis zur Linge |N U A||Z|. Tritt & darin auf, so ist ¥ € L(G). Andernfalls ist aber
T ¢ L(G). Ist n = |Z], « = |[AU N| und k die Anzahl der Regeln in G, so gibt es
k™ viele Ableitungen der Liange an. -

Bevor wir dieses Kapitel beenden, wollen wir ein paar Mafle fiir die Schwie-
rigkeit einer Berechnung einfithren. Im Folgenden wird es oft darum gehen, den
Platz— und Zeitverbrauch einer Turingmaschine zu messen. Dies wird als das Mafl
der von ihr erkannten Sprache dienen. Dazu sei f : w — w eine Funktion. Sei T’
eine Turingmaschine, welche eine Funktion g : A* — A* berechnet. Wir sagen, T
brauche O( f)-Platz, falls es eine Konstante ¢ gibt, sodaB fiir fast jedes & € A* gilt:
es gibt eine Berechnung von ¢q - g(%) aus qo - Z, in welcher jede Konfiguration die
Lange < ¢ x f(|Z|) hat. (Hierbei heifit fast jedes Z: nur endlich viele Z erfiillen dies
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nicht.) Bei einer Mehrbandmaschine summieren wir einfach die Léngen der entste-
henden Worte auf den Béndern. T' braucht O(f)-Zeit, falls fiir fast alle ¥ € A*
gilt: qo - T =% qo - g(Z) fiir ein k < ¢ x f(|7]). Es ist DSPACE(f) (DTIME(f))
die Menge aller Funktionen, welche fiir ein k von einer deterministischen k—Band
Turingmaschine in O(f)-Platz (O(f)-Zeit) berechnet werden kénnen. Analog die
Notation NSPACE(f) und NTIME(f) fiir nichtdeterministische Maschinen. Es gilt
stets:
DTIME(f) C NTIME(f) C NSPACE(f)

sowie

DSPACE(f) € NSPACE(f)

Denn eine Maschine kann in & Schritten hochstens £ Felder bearbeiten, egal ob sie
deterministisch ist oder nicht. Dies gilt auch fiir Maschinen mit mehreren Béandern,
da ein Schritt jeweils nur das Bearbeiten eines Feldes beinhaltet.

Der Grund, warum man keinen Unterschied macht zwischen dem Zeitbedarf f(n)
und dem Zeitbedarf cf(n), ¢ eine Konstante, liegt in dem folgenden Satz.

Theorem 1.7.10 (Speed Up Theorem) Es sei f eine berechenbare Funktion, und
es sei T eine Turingmaschine, welche f(X) in hichstens g(|Z|) Zeitschritten (mit
hochstens h(|Z|) Platz) berechnet, wobei inf,, .« g(n)/n = co. Ferner sei ¢ eine be-
liebige reelle Zahl > 0. Dann existiert eine Turingmaschine U, welche f in hdchstens
c-g(|Z|) Zeitschritten (mit hichstens ¢ - h(|Z|) Platz) berechnet.

Der Beweis ergibt sich aus folgender Tatsache. Wir kénnen anstelle des Alphabets
Ap = AU{L} ein Alphabet B, = B U {L;} betrachten, wo jedem Symbol aus B
genau eine Zeichenkette der Linge k aus A U {L} entspricht. Dem Symbol L; ent-
spricht dann L¥. Wir kodieren nun die Eingabe um und rechnen nun in B, anstelle
von Ay. Da einem Einzelzeichen ein Block der Léange k entspricht, sinkt der Platz-
bedarf um den Faktor k. (Falls wir die Eingabe iiber A; betrachten, so kann der
Platzbedarf allerdings niemals unter |Z| sinken. Diesen Fall mufl man gesondert be-
trachten.) Ebenso sinkt bei der Berechnung der Zeitbedarf, weil es moglich ist, viele
Bewegungen der Maschine T in eine zusammenzufassen. Allerdings ist die Zeitre-
duktion nicht so einfach zu bestimmen wie die Platzreduktion. Auch hier mufl man
den Zeitbedarf bei der Kodierung der Eingabe und der Rekodierung der Ausgabe
mitrechnen, was jedoch wegen der eingebauten Bedingung an f nicht notig ist. Die
Details kann man im Buch von Hopcroft und Ullman [25] nachlesen.

Ubung 24. Man konstruiere eine Turingmaschine, die zu jeder Zeichenkette den
lexikographischen Vorgénger berechnet und zu ¢ wieder ¢.

Ubung 25. Man konstruiere eine Turingmaschine, die bei einer Liste von Zeichen-
ketten die erste Zeichenkette an das Ende verschiebt.

Ubung 26. Es sei T eine Turingmaschine iiber dem Alphabet A. Zeigen Sie, wie
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man eine Turingmaschine iiber {0,1}, schreibt, welche dieselbe partielle Funktion
wie A berechnet unter der Kodierung, daf3 jedem Zeichen aus A ein Block der Linge
[ fiir ein festes § zugeordnet wird.

Ubung 27. In vielen Biichern ist das Band einer Turingmaschine nach links nicht
offen. Dann mufl man entweder ein spezielles Symbol, etwa f, einfithren, welches den
linken Rand des Bandes markiert, oder aber ein Priadikat left-end, welches wahr wird,
wenn man sich am linken Rand befindet. Die Ubergéinge kénnen nun verschieden
sein, je nachdem, ob left-end wahr ist oder nicht. (Die Alternative, die Berechnung
abzubrechen, wenn die Maschine nach links riicken soll und dies nicht tun kann, ist
denkbar schlecht. Eine solche Maschine kann wesentlich weniger berechnen als eine
Turingmaschine, da das linke Ende der Eingabe unmarkiert bleibt.) Man zeige, da8
sich Maschinen mit beidseitig offenem Band in Maschinen mit halbseitig offenem
Band iiberfiihren lassen (und umgekehrt) unter Wahrung der akzeptierten Sprache.

Ubung 28. Beweisen Sie Lemma 1.7.3. Hinweis. Zeigen Sie zuerst, daB es geniigt,
den Fall |A| = 1 zu betrachten.

Ubung 29. Eine Menge S C A* mdge berechenbar heifien, wenn die charakteri-
stische Funktion yg : A* — {0, 1} berechenbar ist. Dabei ist x¢(Z) = 1 genau dann,
wenn T € S. Zeigen Sie, dafl S genau dann entscheidbar ist, wenn S berechenbar
ist.
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Kapitel 2

Kontextfreie Sprachen

2.1 Reguléare Sprachen

Typ 3 Grammatiken sind die einfachsten in der Chomsky—Hierarchie. Es gibt eine
mehrfache Charakterisierung von reguldren Sprachen, ndmlich iiber endliche Au-
tomaten, iiber Losungen von Gleichungen iiber Zeichenketten, sowie iiber regulére
Ausdriicke. Bevor wir beginnen, wollen wir uns eine moglichst einfache Form fiir
reguldre Grammatiken verschaffen. Zunéchst lassen sich alle Regeln von der Form
X — Y eliminieren. Dazu setzen wir als neue Regelmenge

RY = {X —-aY: firen ZeN: X -aZ € Rund Z =Y}
U {X—-Z: firemZeN: X=pZund”Z -7 R TcA}

Man zeigt leicht, dal mit RY die gleichen Zeichenketten ableitbar sind. Nun wol-
len wir noch eine zweite Vereinfachung einfithren. Wir fithren neue nichtterminale
Symbole U, ein fiir jedes a € A. Anstatt der Regeln X — a nehmen wir die Regeln
X — aU, und zusétzlich die Regel U, — <. Damit ist jede Regel strikt expandie-
rend mit Ausnahme der Regeln Y — &, welche sogar kontrahierend sind. (Diese
Grammatik ist nicht regulér, aber sie erzeugt die gleiche Sprache.) Allerdings kann
man zeigen, daf in einer Ableitung nur die letzte Regelanwendung eine Anwendung
einer kontrahierenden Regel ist. Denn man kann mit den expandierenden Regeln
nur Zeichenketten der Form #'-Y ableiten, wo ¥ € A* und Y € N. Wendet man eine
Regel Y — € an, so verschwindet das Nichtterminalsymbol Y und die Ableitung ist
beendet. Wir nennen eine reguldre Grammatik strikt binér, falls es nur Regeln der
Form X — aY sowie X — ¢ gibt.

Definition 2.1.1 Sei A ein Alphabet. Ein (partieller) endlicher Automat tiber
A ist ein Quadrupel A = (Q, i, F, ), sodaffic € Q, F CQ und d:Q x A — p(Q).
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Q ist die Menge der Zustdnde, iy heiffit der Anfangszustand, F' die Menge der

Endzustinde und § die Ubergangsfunktion. A heifit deterministisch, falls §(q, a)
genau ein Element hat fiir jedes ¢ € Q) und a € A.

0 148t sich auf Mengen von Zustdnden sowie Zeichenketten wie folgt fortsetzen.

5(S,¢) = S
6(S, a) = U(q,a) : g €S)
(S, 7-y) = 6(0(S,7),7)

Damit konnen wir die Menge der akzeptierten Zeichenketten definieren.
L) =A{Z:6({io}, ©) N F # &}

Ein Automat ist echt partiell, falls es einen Zustand ¢ gibt und ein a € A derart,
daB §(¢g,a) = @. Man kann einen Automaten stets so umformen, daf er nicht mehr
partiell ist. Dazu mufl man nur einen neuen Zustand ¢y einfithren mit folgender
Setzung fiir die Ubergangsfunktion 6+.

d(g,a) falls d(g,a) # 2,9 # o,
6 (g,a) =< 4o falls  0(q,a) = B, q # qo,
4o falls ¢ = qgp.

Ferner soll ¢y kein akzeptierender Zustand sein. Im Falle eines deterministischen
Automaten ist 0(q,Z) = {¢'} fir ein gewisses ¢’. In diesem Falle lassen wir die
Mengenklammern weg und schreiben (¢, ¥) = ¢’. Damit 148t sich die Definition der
akzeptierten Sprache umwandeln in

L) = {7 : 8(i0, &) € F} .

Man kann einen nichtdeterministischen Automaten in einen deterministischen Au-
tomaten umformen, der die gleiche Sprache akzeptiert. Setze ndmlich

A = (p(Q). {io}, F, )

wo F'4:={G CQ:GNF # @} und § die auf Mengen fortgesetzte Funktion aus 2l
ist.

Proposition 2.1.2 ¢ ist deterministisch und L(A%) = L(2). Also ist jede durch
einen endlichen Automaten akzeptierte Sprache auch eine durch einen endlichen
deterministischen Automaten akzeptierte Sprache.

Der Beweis ist einfach und als Ubung iiberlassen. Wir wollen nun als erstes {iberlegen,
daf eine regulire Sprache tatséchlich eine Sprache ist, welche von einem endlichen
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Automaten erkannt wird. Wir konnen annehmen, dafl G strikt binér ist. Sei G =
(S, N, A, R). Wir setzen dann Qg := N, ig:= S, Fg:={X : X — ¢ € R} sowie

0g(X,a) :={Y : X —aY € R}

Setze Aq := (Qa, io, Fa, d)-

Lemma 2.1.3 Fir alle X,Y € N und & der Linge > 0 gilt: Y € §(X,T) genau
dann, wenn X =g ¥-Y.

Beweis. Induktion iiber die Lénge von #. Der Fall |Z| = ¢ ist klar. Sei ¥ = a € A.
Dann ist Y € 0¢(X, a) nach Definition genau dann, wenn X — aY € R, und daraus
folgt X =r aY. Umgekehrt folgt aus X =5 aY, dafl X — aY eine Regel aus R sein
muB. Denn da in der Ableitung nur strikt expandierende Regeln angewandt worden
sind, kann es sich bei der Ableitung von aY aus X nur um die einfache Anwendung
einer Regel handeln. Nun sei # = /- a. Nach Definition von 4 ist dann

(50(X, f) = (SG((SG(Xa 37)761)

Also existiert ein Z dergestalt, dal Z € 0¢(X, %) und Y € d¢(Z, a). Nach Indukti-
onsannahme ist dies dquivalent mit X = - Z und Z =5 aY . Daraus folgt nun
X =gy-a-Y =2-Y. Ungekehrt folgt aus X = 7Y die Existenz eines Z mit
X =g y-Zund Z =5 aY. Dies liegt daran, dafl die Grammatik regulir ist. Jetzt
folgt mit Induktionsannahme Z € 0¢(X,7) und Y € 0¢(Z,a), und so Y € §5(Z, X).
_|

Proposition 2.1.4 L) = L(G).

Beweis. Es ist leicht einzusehen, da L(G) = {¥ : G+ Z-Y,Y — ¢ € R}. Es gilt
geméf obenstehendem Lemma Z-Y € L(G) genau dann, wenn S =5 7-Y. Letzteres
ist gleichbedeutend mit Y € 64(S, 7). Dies ist nichts anderes als & € L(2). Daher
ist L(G) = L(%).

Falls wir nun einen endlichen Automaten A = (Q, ig, F,0) haben, so konnen wir
wie folgt eine Grammatik definieren. Wir setzen N := @, S := ip. R enthilt alle
Regeln der Form X — aY, wo Y € §(X,a) sowie alle Regeln der Form X — ¢
fir X € F'. Dies ist die Grammatik Gg. Sie ist strikt binédr und es gilt Aq, = 2.
Deswegen haben wir L(Gy) = L(2).

Theorem 2.1.5 Die requldren Sprachen sind genau die Sprachen, welche von einem
endlichen deterministischen Automaten akzeptiert werden.
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Wir wollen uns nun einer weiteren Charakterisierung zuwenden. Ein regulérer
Term iiber A ist ein Term, welcher aus A mit Hilfe von 0, ¢, -, U und * aufge-
baut werden kann. Ein regulédrer Term definiert eine Sprache iiber A wie folgt

L(0) = o

L(e) = {e}

L(a) = {a}
L(R-S) := L(R)-L(S)
L(RUS) = L(R)UL(S)
L(R¥) = L(R)*

Sprachen, welche durch reguldre Terme definiert sind, kénnen auch als kleinste
Losungen von relativ einfachen Gleichungssystemen erhalten werden. Wir fithren
dazu Variablen ein (etwa X, Y und Z), welche fiir Sprachen stehen und formulieren
mit Hilfe der Operationen -, U und * gewisse Gleichungen, welche eine oder mehrere
Losungen zulassen.

Lemma 2.1.6 Es seie &€ L(R). Dann ist R* die eindeutig bestimmte Losung von

X=eUR-X

Beweis. (Man iiberlege sich, dal der Satz auch dann gilt, wenn R = 0. Dies sei
im Folgenden daher ausgeschlossen.) Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die
Lange von Z. ¥ € X bedeutet nach Definition, dafl ¥ € e U R- X. Falls ¥ = ¢, so ist
Z € R*. Sei also ¥ # ¢; so ist ¥ € R - X, also von der Form i - ¥y mit uy € R und
Ty € X. Da 1y # ¢, hat 7 kleinere Lénge als 7. Nach Induktionsannahme ist also
Ty € R*. Also ¥ € R*. Die andere Richtung ist ebenso leicht. -

Lemma 2.1.7 Es seien C, D regulire Terme und € ¢ L(D). Die Gleichung X =
CUD - X hat genau eine Lésung, ndmlich D* - C'.

Wir zeigen nun, dafl sich regulédre Sprachen ganz allgemein als Losungen von Glei-
chungssystemen darstellen lassen. Ein allgemeines Gleichungssystem besteht aus
Gleichungen von der Form X; = Q U |J,_,, T wo @ ein reguldrer Term ist und
die 7" wiederum die Form R - X} haben, R ein regulérer Term. Hier ist ein Beispiel.

Xy = a*Uc-a-b-Xj
X1 = cU C‘b3'X0

Man beachte, dafl wie in anderen Gleichungssystemen auch nicht jede Variable rechts
auftaucht. Aulerdem soll ein Gleichungssystem jede Variable hochstens einmal links
enthalten. Das Gleichungssystem heifit echt, falls fiir kein T; gilt € € L(T;) Ein
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Gleichungssystem wollen wir einfach nennen, falls es echt ist und ) und Tj nur aus
Elementen von A und e mit Hilfe von U zusammengesetzt sind. Das obenstehende
Gleichungssystem ist echt, aber nicht einfach.

Sei nun (S, N, A, R) eine strikt binére regulére Grammatik. Fiihre fiir jedes Nicht-
terminalsymbol X eine Variable Qx ein. Die Variable Q) x stehe fiir die Menge aller
Zeichenketten, welche die Grammatik als Konstituenten von der Kategorie X analy-
siert, das heifit, alle Zeichenketten Z, fiir die gilt X = Z. Letztere Menge bezeichnen
wir mit [X]. Wir behaupten, da§ diese Qx folgenden Gleichungen geniigen.

Qy = Uf{e: Y - e e R}
U e -Qx:Y —aX € R}

Dieses Gleichungssystem ist einfach. Wir zeigen @y = [Y] fiir alle Y € N. Dieser
Beweis wird induktiv iiber die Lange der Zeichenketten erbracht. Zunéchst @)y C
[Y]. Denn sei § € Qy, so ist entweder ¥ = ¢ und Y — ¢ € R, oder aber § = a - ¥
mit £ € Qx und ¥ — a -7 € R. Im ersten Fall ist Y — ¢ € R, also ¢ € [Y].
Im zweiten Fall haben wir |Z] < |¢] und so nach Induktionsannahme 7 € [X], also
X =x Z. Dann ist aber Y =g a- & = ¢, also i € [Y]. Dies zeigt die erste Inklusion.
Nun zeigen wir noch [Y] C Qy. Dazu sei Y =g ¢. Dann ist entweder § = ¢ und so
Y — e € R, oder ¥ = a- Z fir ein Z. In dem Fall ist i/ € Qy nach Definition. Im
zweiten Fall muf es ein X geben derart, dafl Y — aX € R und X =5 &. Dann ist
|Z| < |¢] und deshalb nach Induktionsannahme Z € @) x und so nach Definition von
Qy schliefllich i € Qy, was zu zeigen war.

Eine regulédre Sprache ist also Losung eines einfachen Gleichungssystems. Um-
gekehrt kann jedes einfache Gleichungssystem sofort in eine regulidre Grammatik
umgeschrieben werden, deren Sprache genau die Losung des Gleichungssystems ist.
Uns bleibt als Letztes zu zeigen, dafl auch reguldre Terme nichts anderes beschreiben
als regulére Sprachen. Wir zeigen in der Tat allgemeiner, dafl jedes echte Gleichungs-
system mit ebenso viel Gleichungen wie Variablen eine regulére Losung besitzt fiir
jede Variable. Dazu sei ein echtes Gleichungssystem vorgegeben mit den Gleichun-
gen X; = |, <m, T]’ Wir beginnen, indem wir X, aus sdmtlichen Gleichungen eli-
minieren. Dazu sind zwei Félle zu unterscheiden. (1.) Xy taucht in der Gleichung
Xo = Uicme T]’ nur links auf. Dann geniigt einfaches Ersetzen von X durch die rech-
te Seite. (2.) Die Gleichung ist von der Form Xy = CUD- X, C ein reguldrer Term,
der X, nicht enthélt, D variablenfrei und ¢ ¢ L(D). Dann ist X, = D* - C' gemés8
obigem Lemma. Nun taucht X, rechts nicht mehr auf, und wir kénnen X, in den
anderen Gleichungen wie in (1.) angegeben ersetzen. Das so erhaltene Gleichungs-
system ist nicht mehr einfach. Wir konnen dennoch weitermachen und schrittweise
alle Variablen eliminieren, bis wir die letzte Gleichung erreichen. Die Losung fiir
X,,—1 enthilt keine Variablen mehr und ist ein reguldrer Term. Die Losung kann
man dann iterativ einsetzen und bekommt so regulidre Terme fir X, o, X, _3, ...
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Als Beispiel diene folgendes Gleichungssystem.

(I) X() = a Ua'X() UbX1 UC'XQ
Xl = Uc- XO Ua- X2
X, = b Ua- X, Ub- X,
(I11) X, = at Ua*b- X Ua*c- Xo
X, = ca® Uca'b-X; U(ca*cUa)- Xy
X, = bUaa®™ U (at™bUb)- X, Ua*c - Xo
(IIT) X; = (ca*b)*ca™ U (ca*b)*(ca*cUa)- X,
Xy = (bUaa’) Ul(a"bUDb)(ca*d)*(ca*cUa)Ua*c] - X
(IV) X, = [(atbUb)(ca*b)*(ca*cUa)Ua*c|*(bUaat)

Theorem 2.1.8 (Kleene) Es sei S eine Sprache iber A. Dann sind dquivalent:

1. S st reguldr.
2. S = L) fir einen endlichen, deterministischen Automaten 24 tiber A.
3. 8 = L(R) fiir einen requldren Term R dber A.

4. S st die Lisung fiir Xo eines einfachen Gleichungssystems tiber A mit Varia-
blen X;, i < m.

Ferner existieren Algorithmen, welche zu einem Automaten A einen requldren Aus-
druck R berechnen mit L(A) = L(R); welche zu einem requldren Ausdruck R ein
einfaches Gleichungssystem X iiber X berechnen, dessen Ldsung fiir eine gegebene
Variable Xy gerade L(R) ist; und welche zu einem einfachen Gleichungssystem 3
iiber X einen Automaten A berechnen derart, dafl X die Zustandsmenge ist, und die
Losung fiir X; gerade diejenige Menge von Zeichenketten ist, welche den Automaten

von Xq in X; tberfihren. =

Dies ist der wichtigste Satz iiber reguldre Sprachen. Wir wollen ein paar Folgerun-
gen ziehen. Man beachte, dafl ein endlicher Automat auch eine Turingmaschine ist.
Und zwar ist eine Turingmaschine genau dann ein endlicher Automat, wenn sie nur
nachs rechts gehen darf und Symbole nicht iiberschreiben kann. Deswegen ist das
Erkennungsproblem fiir regulére Sprachen in DTIME(n) und DSPACE(n). Dies gilt
aber auch fiir das Analyseproblem, wie man sich leicht iiberlegt.

Korollar 2.1.9 Das Erkennungsproblem und das Analyseproblem sind in DTIME(n)
und DSPACE(n).
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Korollar 2.1.10 Die Menge der requliren Sprachen tber A ist abgeschlossen un-
ter Schnitt und relativem Komplement. Ferner lassen sich zu gegebenen requldiren

Termen R und S Terme U und V' bestimmen mit L(U) = A* — L(R) und L(V) =
L(R)N L(S).

Beweis. Es geniigt, diese Konstruktion fiir Automaten durchzufiithren. Mit Hilfe von
Satz 2.1.8 folgt, dafl wir sie auch fiir die entsprechenden reguldren Terme durchfiihren
konnen. Sei 2 = (Q, 1o, F, ). Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, daf§ 2 deterministisch ist. Dann sei 2~ := (Q, i, Q — F, J). Es gilt dann
L(A~) = A* — L(2(). Dies zeigt, dafi wir zu gegebenem 2 einen Automaten bauen
konnen, der das Komplement von L(2A) akzeptiert. Nun sei A’ = (@', i, F’, d"). Setze
Ax A =(Q x Q, (g, 1), F' x F',§ x "), wobei

(0% 0)((q,q),a) :={(r,r) : 7 € 6(q,a), 7" € 6'(d, a)}
Es ist leicht zu sehen, da§ L(2A x ') = L(A) N L(A') ist. -

Der nichste Satz ist eine Ubung.

Theorem 2.1.11 Sind R und S reguldre Sprachen, so auch S/R und R\S. Ebenso
ist mit S auch ST, ST := S/A* und S® := A*\S regulir.

Ferner kann man die folgende wichtige Folgerung ziehen.

Theorem 2.1.12 FEs secien A und B endliche Automaten. Dann ist das Problem
‘L(A) = L(*B)’ entscheidbar.

Beweis. Seien 2 und B gegeben. Aufgrund von Satz 2.1.8 kann man einen reguléren
Ausdruck R mit L(R) = L(2) sowie einen Ausdruck S mit L(S) = L(B) berechnen.
Es ist L(A) = L(*B) genau dann, wenn L(R) = L(S) genau dann, wenn (L(R) —
L(S))U(L(S)—L(R)) = @. Nun la8t sich nach Korollar 2.1.10 ein regulérer Ausdruck
U berechnen, fir den L(U) = (L(R) — L(S)) U (L(S) — L(R)). Genau dann ist
L(A) = L(B), wenn L(U) = @. Dies kann man nach dem Lemma 2.1.13 entscheiden.
_{

Lemma 2.1.13 Sei R ein requlirer Ausdruck. Es ist entscheidbar, ob L(R) = @.

Beweis. Induktion iiber den Aufbau von R. Ist R = ¢ oder R = a, so L(R) # @.
Ist R = 0, so L(R) = @. Seien nun die Probleme ‘L(R) = @’ und ‘L(S) = &’
entscheidbar. Es ist genau dann L(RUS) = @, wenn L(R) = @ und L(S) = @; dies
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ist entscheidbar. Ferner ist genau dann L(R-S) = &, wenn L(R) = @ oder L(S) = @.
Dies ist entscheidbar. Endlich ist L(R*) = @ genau dann, wenn L(R) = @. Auch
dies ist entscheidbar. -

Zum Schlufl beweisen wir noch einen wichtigen Satz.

Theorem 2.1.14 Es sei S eine kontextfreie und R eine regquldre Sprache. Dann ist
S N R auch kontextfrei.

Beweis. Es sei G = (S, N, A, R) eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = S und
A = (n,0,F,0) ein aus n Zustinden bestehender deterministischer Automat mit
L(A) = R. Wir kénnen annehmen, daB Regeln in G die Form X — a oder X — Y
haben. Wir definieren nun neue Nichtterminalsymbole, welche alle die Form X7
haben, wo i,j5 < n und X € N. Die Interpretation ist wie folgt. X steht fiir die
Menge aller Zeichenketten @ € A* mit X g @. ‘X7 steht nun fiir die Menge aller @
mit X k¢ @ und 6(i,@) = j. Als neues Startsymbole fungieren %S fiir alle j € F.
Wie wir wissen, diirfen wir eine Menge von Startsymbolen annehmen. Eine Regel

der Form X — YyY;...Y, 1 wird nun ersetzt durch die Menge aller Regeln
Xy eyt L ey

Schliellich nehmen wir noch alle Regeln *X? — @ hinzu, wo §(i,a) = j ist. Dies de-
finiert die Grammatik G,. Wir zeigen: k¢ & genau dann, wenn ¢ # und & € L(2l).
(=) Sei B ein G"-Baum mitZeichenkette F. Die Abbildung ‘X’ — X macht B zu
einem G-Baum. Also ist ¥ € L(G). Ferner beweist man leicht, da8 6(0, zoxy ... z;) =
k; ist, wo Fi-1 X " der x; dominierende Knoten ist. Ferner: ist |Z| = n, so ist °S " der
Startknoten und nach Voraussetzung k,, € F. Also gilt §(Z,0) € F und so ¥ € L(2).
(<) Sei ¥ € L(G) und T € L(A). Wir zeigen ¥ € L(G"). Wir nehmen dazu einen
G-Baum ‘B fiir #. Wir zeigen nun, dafl wir die G—Nichtterminalsymbole in B so
durch G"-Symbole ersetzen werden konnen, daf ein G,—Baum entsteht. Der Beweis
erfolgt durch Induktion iiber die Hohe der Knoten. Zunéchst beginnen wir mit Kno-
ten der Hohe 1. Sei & = [],_, #;; und es sei X; das Nichtterminalsymbol oberhalb
von ;. Ferner sei 6(0,[[,_;x:) = ji. Es ist pp = 0 und p, € F. Wir ersetzen X;
durch i X?+1 Wir sagen, dafl zwei Knoten x und y verbinden, falls sie adjazent
sind und fiir die Marke ?X79 von z sowie *Y" von y gilt j = k. Sei z ein Knoten
mit Marke X und Mutter von Knoten mit Marken YyY;...Y,_1 in G. Wir nehmen
an, unterhalb von x hétten alle Knoten bereits G"-Marken derart bekommen, dafl
je zwei adjazente Knoten verbinden. Dann existiert eine Regel in G, derart, dal X
nun seinerseits mit Indizes versehen werden kann, ndmlich den linken Index von Y
links, und den rechten Index von Y,,_; rechts. Damit bleibt die Verbindungseigen-
schaft erhalten, wie man leicht nachrechnet. Aulerdem hat der linke duflere Knoten
stets den linken Index 0 sowie der rechte &uflere Knoten den rechten Index p,. So
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148t sich fortfahren, bis die Wurzel erreicht ist. Diese trigt dann die Marke °S™",
und somit haben wir einen GG,—Baum. -

Ubung 30. Beweisen Sie Theorem 2.1.11.

Ubung 31. Zeigen Sie, dafl eine Sprache genau dann regulér ist, wenn sie von ei-
ner Grammatik erzeugt werden kann mit Regeln von der Form X — Y, X — Ya,
X — aund X — . Eine solche Grammatik heifit linksregulér, im Gegensatz zu
den Grammatiken vom Typ 3, welche wir auch rechtsregulédr nennen wollen. Zei-
gen Sie, dafl man auch Regeln von der Form X — # und X — Y Z zulassen kann.

Ubung 32. Zeigen Sie, es gibt eine Grammatik, welche Regeln der Form X — a,
X — aY und X — Ya hat und eine nichtreguliare Sprache erzeugt. Dies bedeutet,
daB man nur einen Typus von Regeln zulassen darf, entweder rechtsregulire oder
linksregulare.

Ubung 33. Man zeige, daB mit S und T auch die Sprachen S/T und T\ S regulir
sind.

Ubung 34. Es sei S eine Sprache iiber A. Definiere eine Aquivalenzrelation ~g iiber
A* wie folgt. Es sei ¥ ~g 7/ genau dann, wenn fiir alle 27 € A* gilt - 7€ S < -2 € S.
S habe endlichen Inder, wenn es nur endlich viele Aquivalenzklassen beziiglich ~g
gibt. Zeigen Sie, dal S genau dann regulér ist, wenn ~g endlichen Index hat.

Ubung 35. Zeigen Sie, daf8 die Sprache {a"b” : n € w} keinen endlichen Index hat.
Sie ist folglich nicht regulér.

Ubung 36. Zeigen Sie, daB der Schnitt einer kontextsensitiven Sprache mit einer
reguldren Sprache wieder eine kontextsensitive Sprache ist.

2.2 Normalformen fiir kontextfreie Grammatiken

In den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels werden wir uns mit kontextfrei-
en Grammatiken und Sprachen auseinandersetzen. Angesichts der Fiille des Wis-
sens {iber diese Sprachen koénnen wir allerdings nur einen groben Uberblick geben.
Zunéchst einmal wollen wir uns in diesem Abschnitt mit Normalformen befassen.
Es gibt sehr viele verschiedene Normalformen von kontextfreien Grammatiken; jede
dient einem verschiedenen Zweck. Man mufl aulerdem beachten, daf3 die Transfor-
mation einer Grammatik in eine Normalform gewisse Figenschaften zerstoren kann.
Wie einfach die Normalform ist, hingt also wesentlich von den Eigenschaften ab,
welche man von der Transformation erhalten wissen will. Kommt es z. B. nur dar-
auf an, daf} die erzeugte Sprache gleich bleibt, so kann man immer die sogenannte
Chomsky—Normalform erreichen. Will man aber die erzeugten Konstituentenstruk-
turen unangetastet lassen, so kann man nur die Standardform erreichen.
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Bevor wir uns der Reduktion von Grammatiken zuwenden, wollen wir uns mit der
Wechselbeziehung zwischen Ableitungen, Baumen, und Regelmengen befassen. Aus
Sicherheitsgriinden nehmen wir an, daf§ jedes Symbol in mindestens einem Baum
auftaucht, also die Grammatiken schlank sind im Sinne von Definition 2.2.3. Aus
den Uberlegungen in Abschnitt 1.6 folgt, daB fiir zwei kontextfreie Grammatiken
G = (S, N,A,R) und G' = (S, N', A, R) genau dann Lp(G) = Lg(G’) gilt, wenn
der(G) = der(G’). Ebenso sieht man, dafi genau dann fiir alle X € N U N’ gilt
der(G,X) = der(H,X), wenn R = R'. Es sei nun G = (S, N, A, R) gegeben und
eine Sequenz I' = (@; : i < n). Um zu testen, ob I' eine korrekte G—Kettenfolge ist,
mufl man fiir jedes ¢ < n — 1 priifen, ob @;; aus a; durch einmalige Anwendung
einer Regel hervorgeht. Dazu miissen wir ein Nichtterminalsymbol aus &; auswéhlen
und eine Regel anwenden, und dann priifen, ob die so erhaltene Zeichenkette gleich
@41 ist. Diese Priifung verbraucht ag x |d;| Zeitschritte, wo ag eine Konstante ist,
welche von G abhdngt. Man braucht also ), ag|d;| Zeitschritte fiir die gesamte
Ableitung. Dieses kann nach oben durch ag X n X |d,_1| abgeschétzt werden, und
wenn G strikt expandierend ist auch durch ag x |@,_1|*. Man kann zeigen, daf} es
Grammatiken gibt, bei denen man auch nicht weniger Zeit benotigt. Um von einem
geordneten Baum zu priifen, ob er von vG erzeugt wird, benotigt man weniger Zeit.
Man muf} ndmlich an jedem Knoten z priifen, ob der lokale Baum bei x einer Regel
von G geniigt. Dies braucht eine gewisse, nur von GG abhéngige Zeit. Insgesamt hangt
die Zeit nur linear von der Grofle des Baumes ab.

Zwischen Bdumen und Ableitungen besteht eine enge Beziehung. Zunéchst ein-
mal 148t sich aus jeder Ableitung ein Strukturbaum ableiten, indem zu jeder An-
wendung einer Regel p in G die analoge Regel p” auf den Baum angewendet wird.
Umgekehrt aber bestimmt ein Baum die Ableitung nicht in eindeutiger Weise. Sei
nimlich B ein Baum. Wir nennen <1 C B2 eine Linearisierung, falls < ein irreflexi-
ve, lineare Ordnung ist und aus x > y folgt x <y. Zu einer gegebenen Linearisierung
kénnen wir nun eine Ableitung wie folgt gewinnen. Wir beginnen mit dem beziiglich
< kleinsten Element. Dies ist die Wurzel, wie man leicht sieht. Die Wurzel trégt
die Marke S. Induktiv konstruieren wir daraus Schnitte &; durch B derart, dafl die
Folge (d; : i < n) eine Ableitung von der assoziierten Zeichenkette ist. Der Anfang
ist gemacht, denn @y = S. Nun sei @; schon konstruiert und nicht gleich der asso-
ziierte Zeichenkette von 8. Dann existiert ein nichtterminales y in @;. Wir nehmen
das beziiglich < kleinste solche y. Seine Marke sei Y. Da der Baum ein G—Baum
ist, ist der lokale Baum von der Form ¥ — ﬁ fiir ein gewisses ﬁ In @; definiert y
eindeutig ein Vorkommen von Y. &, ist dann das Resultat der Ersetzung von die-
sem Vorkommen von Y durch 5 . Damit ist die neue Zeichenkette gewifl das Resultat
der Anwendung einer Regel aus G, wie gewiinscht. Man kann diese Prozedur auch
umkehren, und so zu einer Ableitung eine Linearisierung des Baumes bestimmen.
Allerdings ist die Ordnung in Bezug auf die Blédtter des Baumes nicht durch die
Ableitung eindeutig bestimmt.
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Theorem 2.2.1 Es sei G kontextfrei, und B € Lg(G). Ferner sei < eine Lineari-
sierung von B. Dann bestimmt <1 eine G-Ableitung der(<) der zu B assoziierten
Zeichenkette. Ist dann < eine Linearisierung von B, so ist der(<4) = der(<) genau
dann, wenn € und < auf den inneren Knoten von B tbereinstimmen.

Linearisierungen konnen auch als Suchstrategien auf dem Baum betrachtet werden.
Wir wollen ein paar davon vorstellen. (Néheres findet man zum Beispiel im Buch
von Aigner ([2]).) Die erste ist die in Spezialfall einer sogenannten depth—first
Suche, die wir linksseitige Linearisierung nennen wollen. Hier wird der Baum
wie folgt linearisiert: x <y genau dann, wenn x > y oder x C y. Zu jedem Baum
gibt es genau eine linksseitige Linearisierung. Wir wollen die Tatsache, dafl es eine
linksseitige Ableitung von @ aus X gibt, mit X F5 @ bezeichnen. Man kann dies wie
folgt verallgemeinern. Es sei <« eine lineare Ordnung, die auf den lokalen Badumen
uniform ist. Das heif3t, falls 8 und € lokale Teilbdume sind, die zu der gleichen Regel
p gehoren, dann sei B genau wie € durch < linearisiert. Im Falle der linksseitigen
Ableitung ist die Ordnung gerade die durch C gegebene. Man iiberlege sich, daf
jede Linearisierung der lokalen Teilbdume eine Linearisierung des gesamten Baumes
induziert — aber nicht umgekehrt. Dann bezeichnet X +3 @ die Tatsache, daf} es eine
Ableitung von @ aus X bestimmt durch <« gibt. Es heifle nun 7 eine Priorisierung
fir G = (S, N, A, R), falls 7 eine Linearisierung auf jedem Baum $),, p € R, definiert.
Da die Wurzel immer das erste Element einer Linearisierung sein mufl, gentigt bei
der Priorisierung die Angabe, wie die Tochter durch <« geordnet sein sollen. Wir
schreiben X F7 @&, falls X F3 & fiir die durch 7 definierte Linearisierung <.

Proposition 2.2.2 Es sei m eine Priorisierung. Dann gilt X F7 & genau dann,
wenn X Fqg T.

Eine andere Strategie ist die breadth—first Suche. Diese Strategie sucht den Baum
schichtweise ab. Es sei S,, die Menge aller Knoten x mit t(x) = n. Jede Schicht ist
linear durch C geordnet. Die breadth-first Suche geht mit steigendem ¢ die Schicht
S; in Richtung der Ordnung C durch. Der Unterschied zwischen depth—first and
breadth—first kann auf Baumbereichen augenféllig gemacht werden. Die depth-first
Suche geht den Baumbereich in der lexikographischen Ordnung durch, die breadth—
first Suche in der numerischen Ordnung. Zum Beispiel sei der folgende Baumbereich
gegeben.
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AN

)

Die depth-first Linearisierung ist
£,0,00,1,10,11,2,20

Die breadth—first Linearisierung ist jedoch
£,0,1,2,00,10,11,20

Man beachte, dafl man mit diesen Linearisierungen den Baumbereich w* nicht auf-
zéhlen kann. Man bekommt nédmlich in der depth—first Linearisierung

e, 0,00, 000, 0000, . ..
In der breadth—first Linearisierung bekommt man dagegen
£,0,1,2,3,...

Da aber w* abzahlbar ist, gibt es auch eine Linearisierung, nur ist sie wesentlich
komplizierter.

Die erste Reduktion, welche wir betrachten, ist die Elimination von iiberfliissigen
Symbolen und Regeln. Sei G = (S, A, N, R) eine kontextfreie Grammatik. Es heifle
X € N erreichbar, falls G+ a - X - ﬁ fiir gewisse @ und 5 X heifit vollendbar,
falls es ein & gibt mit X =5 7.

S — AB A — CB
B — AB A — x
D — Ay C — y

In der obenstehenden Grammatik sind A, C und D vollendbar. Es sind S, A, B und
C erreichbar. Da S, das Startsymbol, nicht vollendbar ist, ist kein Symbol sowohl
erreichbar als auch vollendbar. Die Grammatik erzeugt keine terminalen Zeichen-
ketten.

Es sei N’ die Menge der nichtterminalen Symbole, welche sowohl erreichbar als
auch vollendbar sind. Wir nehmen an, dafl S auch vollendbar ist. Falls nicht, ist
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L(G) = @. In diesem Fall setze N’ := {S} und R’ := @. Es sei nun R’ die Ein-
schrankung von R auf Symbole aus A oder N’. Dies definiert G’ = (S, N', A, R/).
Induktiv kann zeigen, dafl G F @ genau dann der Fall ist, wenn G’ b &. Zusétzlich
kann man zeigen, dafi jede Ableitung in G eine analoge G—Ableitung in G’ hat unter
Benutzung der gleichen Regeln und umgekehrt.

Definition 2.2.3 Fine konteztfreie Grammatik heif$t schlank, falls entweder L(G) =
&, und G keine Nichtterminalsymbole aufler dem Startsymbol hat und keine Re-
geln; oder L(G) # @ und jedes Nichtterminalsymbol ist sowohl erreichbar wie auch
vollendbar.

Fiir schlanke Grammatiken gilt offensichtlich, dafl ihre Regelmengen genau dann
gleich sind, wenn ihre Derivationen gleich sind.

Proposition 2.2.4 FEs seien G und H schlank. Dann ist G = H genau dann, wenn
der(G) = der(H).

Proposition 2.2.5 Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (S, N, A, R) lafit sich
eine schlanke kontextfreie Grammatik G* = (S, N*, A, R®) konstruieren mit N* C N,
welche die gleichen Ableitungen hat wie G. Daraus folgt, daf$ auch Lg(G®) = Lg(G).
_|

Als néchstes soll uns die Frage nach dem Beitrag der Nichtterminalsymbole beschéfti-
gen. Da diese Symbole in der erzeugten Sprache L(G) nicht auftauchen, ist ihr Name
an sich unbedeutend. Um dies zu prézisieren, fithren wir den Begriff einer Regelsi-
mulation ein. Es seien G und G’ Gramatiken mit Mengen N und N’ von Nichtter-
minalsymbolen. Wir betrachten eine Relation ~ C N x N’. Diese 148t sich zu einer
Relation & C (N U A)* x (N’ U A)* ausdehnen, indem man genau dann & ~ 3
setzt, wenn @ und 5 die gleiche Lénge haben und «; ~ (; fiir alle ¢. Eine Relation
~ C N x N’ wollen wir eine Vorwirts—Regelsimulation oder R—Simulation
nennen, falls (0.) S ~ 8, (1.) falls X — @ € R und X ~ Y, so existiert ein 3 mit
dr~fundY — § € R, und (2.) falls Y — G e R und X ~ Y, so existiert ein @
mit o ~ 5 und X — & € R. Eine Riickwirts—Simulation ist wie folgt definiert.
(0.) Aus S ~ X folgt X =8 und aus Y ~ &' folgt Y =8, (1.) falls X — & € R und
G~ soist Y — f € R fiirein Y mit X ~Y, (2.) falls Y — € R und 3 =~ @,
soist X — @ € R fiir ein X mit X ~Y.

Wir geben ein Beispiel fiir eine Vorwértssimulation. Es seien G und G’ die fol-
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genden Grammatiken.

S — ASB|AB S — ATB|ASC|AC
A — b T — ATC ’ AC
B — b A — a

B — b

C — b

Das Startsymbol sei jeweils S. Dann ist die folgende Relation eine R—Simulation.

~= {<A’ A>v <Bv B>7 <S> S)? <B’ C>’ <Sv T>}

Mit ~ ist auch die konverse Relation ~~= {(Y, X) : (X,Y) € ~} eine R-Simulation.
Falls nun ~ eine R-Simulation ist und (@; : ¢ < n+1) eine G-Ableitung, so existiert
eine G'-Ableitung <§Z i< n+ 1) mit @ =~ G; fiir alle i < n + 1. Man kann
sogar genauer sagen, dafl wenn (&;, C,d;;1) die Anwendung einer Regel aus G ist
mit C' = (ky, ka), so existiert ein Kontext D = (A1, Ag) derart, daf (@, D,gi+1> die
Anwendung einer Regel aus G’ ist. Auf diese Weise erhalten wir auch die Tatsache,
daB zu jedem B = (B,<,,{) € Lg(G) ein € = (B, <,C,u) € Lp(G') existiert
mit {(x) = p(z) fir alle Blatter und ¢(x) ~ p(z) fiir alle Nichtblétter. Man kann
nun analog zu einer Regelsimulation eine Derivationssimulation definieren, indem
man verlangt, dafl zu jeder G-Ableitung I' eine unter Simulation dquivalente G'—
Ableitung A existiere.

Proposition 2.2.6 Es seien G1 = (S1, N1, A, Ry) und Gy = (Sa, No, A, Ry) schlanke
kontextfreie Grammatiken und ~ C N; X Ny eine R-Simulation. Dann existiert zu
jeder Gy—Ableitung (d@; : i < n) eine Gy—Ableitung (3; : i < n) mit a; = 3;, 1 <n. 4

Wir wollen zwei Spezialfille von Simulationen betrachten. Zwei Grammatiken G
und G’ heiflen dquivalent, falls es eine Bijektion b : N U A — N’ U A derart gibt,
daB b(z) = = fiir alle # € A, b(S) = S’ und b eine Bijektion vermittelt zwischen
G—Ableitungen und G'-Ableitungen. Dieser Begriff ist schérfer als derjenige, wel-
cher fordert, daB b eine Bijektionen zwischen den Regelmengen stifte. Denn es kann
vorkommen, dafl gewisse Regeln nie in einer Ableitung eingesetzt werden konnen.
Wir kénnen von zwei kontextfreien Grammatiken ganz einfach entscheiden, ob sie
dquivalent sind. Zunéchst ndmlich bringen wir beide in eine Form, in der alle Regeln
in mindestens einer Ableitung gebraucht werden, indem wir nicht vollendbare und
nicht erreichbare Symbole eliminieren. Solche Grammatiken sind dann &quivalent,
wenn es eine Bijektion b gibt, welche die Regelmengen ineinander iiberfithrt. Die
Existenz einer solchen Bijektion ist leicht zu priifen.

Der eben vorgeschlagene Aquivalenzbegriff ist allerdings zu stark in dem folgen-
den Sinne. Es kann nichtterminale Symbole geben, die sich in nichts voneinander
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unterscheiden lassen. Wir sagen, G sei reduzierbar auf G’, falls es eine surjektive
Abbildung b: NUA — N'U A’ gibt, derart, da8 b(S) = 5, b(x) = « fiir allez € A
und b jede G-Ableitung auf eine G'~Ableitung abbildet, wihrend jedes Urbild unter
b einer G'-Ableitung eine G-Ableitung ist. (Wir verlangen jedoch nicht, daf das
Urbild des Startsymbols aus G’ notwendig eindeutig ist; lediglich verlangen wir, daf3
das Startsymbol aus G ein Urbild des Startsymbols aus G’ sein mu8.)

Definition 2.2.7 G’ heifit reduziert, wenn jede Grammatik G', auf die G redu-
zierbar ist, schon zu G dquivalent ist.

Zu G kann man effektiv eine reduzierte Grammatik konstruieren, auf die G reduzier-
bar ist. Wir merken an, daf in unserem obigen Beispiel G’ nicht auf G reduzierbar
ist. Denn obschon ~* eine Funktion ist (mit A — A/B+ B,C+— B,S+— S, T — S)
und ASB aus S in einem Schritt herleitbar ist, ist ATB nicht aus S herleitbar. Gegeben
G und die Funktion ~>, wird die folgende Grammatik auf G reduziert.

ASB | ATB | ASC | ATC | AB | AC
ASB | ATB | ASC | ATC | AB | AC
a
b
b

QW=+ wn
Ll bl

Nun sei G eine kontextfreie Grammatik. Wir nehmen zu A noch zwei Symbole hinzu,
namlich ( und ). Diese sollen nicht schon in A enthalten sein. Anschlielend ersetzen
wir jede Regel X — & durch die Regel X — (- & - ). Die so erhaltene Grammatik
bezeichnen wir mit G°.

G G®
S — AS|SB|AB S — (AS) | (8B) | (AB)
A — a A — (a)
B — D B — (b)

G erzeugt die Sprache a*b™. Die Kette aabb hat mehrere Ableitungen, welche unter-
schiedlichen Béumen entsprechen, ndmlich zum Beispiel (S, AS, ASB, AABB, . .., aabb)
und (S, SB, ASB, AABB, ..., aabb). Betrachten wir die analogen Ableitungen in G°, so
bekommen wir die Zeichenketten

((a) (((a) (1)) (b)), (((a) ((a) (1))) (b))

Diese sind offensichtlich verschieden. Definiere einen Homomorphismus € durch €(a) :=

a,fallsa € A,e:) — ecund e:) — . Dann ist unschwer zu sehen, daf3

L(G) =e[L(G")]
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Nun betrachte man die Baummenge zu L(G) und vergesse dabei die Marken aller
Knoten, welche keine Blatter sind. Die so erhaltenen Strukturen wollen wir eine
Klammerungsanalyse der assoziierten Zeichenkette nennen. Der Grund ist, daf3
die Klammerungsanalysen in eineindeutiger Beziehung stehen zu den Zeichenketten,
welche L(G®) erzeugt. Wir wollen uns nun fragen, ob fiir je zwei Grammatiken G
und H entscheidbar ist, ob sie die gleichen Klammerungsanalysen erzeugen. Dazu
iiberlegen wir zunichst, wie das Analogon einer Derivation von G in G° aussieht.
Es sei YX 177 in G ableitbar, und die entsprechende G® Zeichenkette dieser Ableitung
in ¥°X7°. Im niichsten Schritt werde X durch « ersetzt. Dann entsteht a5, und
in G® die Kette f?b(o?)gb. Haben wir eine R—-Simulation nach H, so ist diese auch
eine R-Simulation von G® nach H®, wie man leicht bestiitigt. Daraus folgt: falls es
eine R-Simulation von G nach H gibt, so ist nicht nur L(G) = L(H), sondern auch
L(G%) = L(H").

Theorem 2.2.8 FEs gilt L(G®) = L(H®), falls es eine R-Simulation von G nach H
qibt.

Die Klammerungsanalysen sind allerdings fiir viele Zwecke zu strikt. Zunéchst ist es
nicht notwendig, ein Einzelzeichen in Klammern zu setzen. Ferner macht es keinen
Sinn, zwischen ((£)) und (&) zu unterscheiden, da beide Ketten nur aussagen, dafl
Z eine Konstituente ist. Wir wollen also stattdessen Konstituentenanalysen vorneh-
men. Diese sind Paare (%, €), bei der Z eine Zeichenkette, und € eine erschopfende
Konstituentenstruktur definiert iiber Z. Wir wollen mit L.(G) die Menge der von G
erzeugten Konstituentenanalysen bezeichnen. Um von den Klammerungsanalysen
zu den Konstituentenanalysen iiberzugehen, miissen wir lediglich die einstelligen
Regeln eliminieren. Dies kann man so erreichen. Zuniichst ersetzt man jede Regel
p =Y — & durch die Menge p* aller Regeln, in der jedes Y in @ durch ein Z ersetzt
wird mit Z = Y. R? := |J(p* : p € R). R~ sei das Resultat der Streichung von
allen Regeln der Form X — Y aus R?. Endlich sei G~ := (S, N, A, R”). Jede Regel
ist strikt produktiv, und es ist L.(G) = L.(G”). (Falls notig, wollen wir zusétzlich
annehmen, da§ G~ schlank sei.)

Definition 2.2.9 FEine kontextfreie Grammatik ist in Standardform, falls jede Re-
gel #8 — ¢ die Form X — Y mit |Y| > 1 oder die Form X — a hat. Eine Gram-
matik ist in 2—Standardform oder Chomsky—Normalform, falls jede Regel von
der Form S — ¢, X — YY) oder X — a ist.

(Man beachte, dafl nach unseren Konventionen eine kontextfreie Grammatik in Stan-
dardform nur die Regel X — ¢ fiir X = S anthélt, und dies auch nur dann, wenn
S nicht die rechte Seite einer Regel ist.) Wir haben bereits bewiesen, dafi Folgendes
gilt.



2.2. Normalformen fiir kontextfreie Grammatiken 85

Theorem 2.2.10 Zu jeder kontextfreien Grammatik G lifit sich eine schlanke kon-
textfreie Grammatik G™ in Standardform konstruieren, welche die gleichen Konsti-
tuentenanalysen erzeugt wie G.

Theorem 2.2.11 Zu jeder konteztfreien Grammatik G lifit sich eine schlanke kon-
textfreie Grammatik G¢ in Chomsky—Normalform konstruieren mit L(G°) = L(G).

Beweis. Zunichst bringe man G in Standardform G™ = (S, A, N", R"). Sei p =
X — YyY:...Y, 1 eine Regel mit n > 2. Es seien Z[, 27, ..., Z"_, neue Nichttermi-
nalsymbole. Ersetze p durch die Regeln

ph =X — Yoz, Pl =25 - Y177, R PR (DS S

Jede Ableitung in G einer Kette a 1483t sich in eine Ableitung in G° von & iibersetzen,
indem jede Anwendung von p durch die Folge p§, pf, ..., p5_ ersetzt wird. Fiir die
Umkehrung fiihre folgende Priorisierung 7 auf den Regeln ein. Es sei Zf stets vor Y;.
Aber in Z°_ 4, — Y, _,Y,_; wihle die linksseitige Priorisierung. Nun gilt G H* # genau
dann, wenn G° F™ Z. Ist ndmlich (a; : ¢ < p+ 1) eine linksseitige Ableitung von Z in
G, so ersetze jede Anwendung einer Regel p durch die Sequenz pf, pf, etc. bis p_,.
Dies ist eine G°~Ableitung, wie man leicht priift. Es ist sogar eine m7—Ableitung. Sei
umgekehrt (5; : j < ¢+ 1) eine G°~Ableitung, die mit 7 priorisiert ist. Ist dann ;44
das Ergebnis einer Anwendung der Regel pf, fiir k <n —2,s0ist i +2 < ¢+ 1 und
Bit+2 das Ergebnis einer Anwendung von pj,, auf 3;;;, welche genau das von der
vorigen Anwendung erzeugte Vorkommen von Zj, ersetzt. Dies bedeutet, daf jedes
pf in einem Block von Anwendungen von pf , p§ etc. bis pf,_, liegt, der genau einer
Anwendung von p entspricht. Es existiert somit eine G-Ableitung von &, welche man
durch Riickersetzen der Blocke gewinnt. Diese ist linksseitig.

Zum Beispiel ist die rechte Grammatik das FErgebnis der Konversion der linken
Grammatik in Chomsky—-Standardform.

S — ASBBT | ABB AX | AV
BB
SY
BZ
BT
CW | CD
D

—
l

CTD | CD

OQwWe= ANKXX<S W

Ll el

O Qw =
A
Qa0 T P

Q0 T M
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Definition 2.2.12 Fine konteztfreie Grammatik heifit invertierbar, falls aus X —
a€eRundY — ad e R folgt X =Y.

Fiir eine invertierbare Grammatik gilt, dal man die Markierung auf den Baumen
schon durch die Markierung auf den Bléttern bestimmt ist. In aller Regel wird dies
nicht der Fall sein, auch wenn die Grammatik in Standardform ist. Man kann jedoch
jede Grammatik so umschreiben, dafl die Markierung auf den Bléttern ausreicht.
Dazu mufl man allerdings den Vorrat an Nichtterminalsymbolen vergréfSern. Denn
es ist anschaulich klar, dafl wenn die Markierung eines G-Baumes nicht schon durch
die der Bléatter bestimmt ist, sondern Alternativen zulafit, so mufi man die lokale
Ambiguitat durch Hinzunahme neuer Marken kodieren. Dies geschieht, indem wir
statt N nunmehr mit der Potenzmenge, p(N) arbeiten.

Wir stellen hier einen Algorithmus vor, der aus einer kontextfreien Grammatik
eine invertierbare Grammatik macht. Der Einfachheit halber sei eine Regel stets
von der Form X — Y oder X — 7. Dazu wihlen wir unsere Nichtterminalsymbole
jetzt aus p(N) — {@}. Die terminalen Regeln sind dann von der Form X — &,
wobei X = {X : X — & € R}. Die nichtterminalen Regeln sind von der Form
X — YOY1 e Yn—l mit

X={X:X —->YY:...Y, 1 €R fiir gewisse Y; € Y,}

AuBerdem wiéhlen wir noch ein Startsymbol, ¥, und nehmen als Regeln ¥ — X fiir
alle X, fiir die es X; € X; gibt mit S — X € R. Diese Grammatik nennen wir G'.
Es ist mcht schwer nachzurechnen, da8 G invertierbar ist. Denn sei YoYi...Y,_;
die rechte Seite einer Produktion. Dann existieren Y; € Y; und ein X' dergestalt, daf
X — Y eine Regel in G ist. Also existiert ein X dergestalt, da X — Y in GY ist. X
ist allerdings auch eindeutig bestimmt. Ferner ist G* in Standardform (Chomsky—
Normalform), falls G es ist.

Theorem 2.2.13 FEs sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann lafit sich eine in-
vertierbare kontextfreie Grammatik G* konstruieren, welche die gleichen Klamme-
rungsanalysen erzeugt wie G.

Der Vorteil, den eine invertierbare Grammatik bietet, ist der, daf} eine Klamme-
rungsstruktur auf einer Zeichenkette schon die Marken auf den inneren Knoten re-
konstruieren 1at. Der Leser {iberlege sich, daf§i G genau dann invertierbar ist, wenn
G® invertierbar ist.

Definition 2.2.14 FEine kontextfreie Grammatik heifit perfekt, falls sie in Stan-
dardform ist, schlank, reduziert und invertierbar.
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Es ist instruktiv, ein Beispiel einer Grammatik zu sehen, welche invertierbar ist aber
nicht reduziert.

G H
S — AS|BS|A|B S — CS|C
A — a C — alb
B — b

G ist invertierbar aber nicht reduziert. Dazu betrachte man H und die Abbildung
A B+ C, S+ S. Diese ist eine R—Simulation. H ist reduziert und invertierbar.

Theorem 2.2.15 Zu jeder kontextfreien Grammatik lGfit sich effektiv eine perfekte
Grammatik konstruieren, welche dieselben Konstituentenanalysen erzeugt.

Als letztes wollen wir uns der sogenannten Greibach—Normalform zuwenden. Diese
ist besonders wichtig fiir Erkennungsalgorithmen, welche einen Input von links nach
rechts einlesen. Solche Algorithmen haben Probleme mit Regeln der Form X — Y-a,
insbesondere, wenn Y = X.

Definition 2.2.16 Es sei G = (S, N, A, R) eine kontextfreie Grammatik. G ist in
Greibach—(Normal)form, falls jede Regel von der Form S — ¢ oder von der Form
X —x-Y st

Proposition 2.2.17 Es sei G eine Grammatik in Greibach—Form und X Fqg a.
Genau dann ist & linksseitig aus X in G ableitbar, wenn & = i - Y fir gewisse
ye A undY € N* und § = € nur dann, wenn Y = X.

Der Beweis dieser Behauptung ist nicht schwer. Es ist ebenso nicht schwer zu sehen,
daB diese Eigenschaft die Greibach—Form exakt charakterisiert. Denn falls eine Regel
der Form X — Y - ¥ existiert, so ist eben Y - 7 linksseitig aus X herleitbar, aber
nicht in der gewiinschten Form. Dabei setzen wir voraus, dafl es keine Regeln der
Form X — X gibt.

Theorem 2.2.18 (Greibach) Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man ef-
fektiv eine Grammatik G in Greibach—Normalform konstruieren mit L(GY9) = L(G).

Bevor wir den eigentlichen Beweis beginnen, wollen wir zwei Hilfsiiberlegungen an-
stellen. Wir nennen p eine X-Produktion, falls p = X — a fiir gewisses a. Eine
solche Produktion heifle linksrekursiv, falls sie von der Form X — X - B ist. Sei
p = X — d eine Regel; definiere R~ wie folgt. Fiir jede Faktorisierung & = @y -Y - s
von @ und jede Regel Y — gfﬁge die Regel X — a3 -ﬁ-@'g zu R hinzu und nimm am
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Ende die Regel p weg. Nun sei G™” = (S, N, A, R~*). Dann ist L(G~") = L(G). Wir
sprechen von dieser Konstruktion als dem Uberspringen der Regel p. Der Leser
iiberzeuge sich, daf§ die Baume fiir G7” auf sehr einfache Weise aus den Bdumen
von G gewonnen werden konnen, ndmlich durch Wegnehmen sédmtlicher Knoten z,
deren lokaler Baum gerade der Regel p entspricht, d. h. isomorph ist zu $),. (Dies
war in Abschnitt 1.6 definiert.) Diese Technik funktioniert allerdings nur, wenn p
keine S—Produktion ist. In diesem Fall geht man wie folgt vor. Man ersetzt p durch
alle Regeln der Form S — ﬁ, WO ﬁ aus @ durch Anwenden einer Regel abgeleitet
ist. Man iiberlege sich, dai das Uberspringen einer Regel nicht unbedingt zu einer
neuen Grammatik fithrt, ndmlich dann nicht, wenn es Regeln der Form X — Y
(insbesondere also Regeln der Form X — X)) gibt.

Lemma 2.2.19 FEs sei G = (S, N, A, R) eine Grammatik und es seien X — X - d;,
1 < m, samtliche linksrekursiven X—Produktionen, sowie X — Bj, J < n, samtliche
nicht-linksrekursiven X—Produktionen. Es sei G' := (S, N U {Z}, A,R"), wo Z ¢
N UA und R' aus allen Y —Produktionen aus R besteht mit Y # X sowie aus den
Produktionen

X—>ﬁﬁj, Jj <n, Z — aj, < m,
X—>Bj-Z, j<mn, Z—>6ZZZ, 1< m.

Dann ist L(G') = L(G).

Beweis. Wir werden dieses Lemma relativ ausfiihrlich beweisen, da die Methode
relativ trickreich ist. Wir betrachten auf G! die folgende Priorisierung. In den Regeln
X — ﬁ_; und Z — @; nehmen wir die natiirliche Ordnung (d. i. die linksseitige) und
in den Regeln X — 5] - Z sowie Z — @; - Z setzen wir auch die natiirliche Ordnung
mit der Ausnahme, daf Z allen Elementen aus a; bzw. ﬁz vorausgeht. Dies definiert
die Linearisierung «. Nun zum Beweis. Es sei M (X) die Menge aller 4 derart, da8
eine linksseitige Ableitung aus X in G existiert derart, dafl ¥ das erste Element nicht
von der Form X -0 ist. Genauso definieren wir P (X) die Menge aller 7, die aus X mit

<« priorisiert in G* herleitbar sind derart, dafl 7 das erste Element ist, welches kein
Z enthélt. Wir behaupten, dal P(X) = M (X). Man kann sich iiberlegen, daf

Mo = G- (U @ = )

Daraus folgt nun die gewiinschte Behauptung so. Es sei ¥ € L(G). Dann existiert
eine linksseitige Ableitung I' = (¥; : i < n + 1) von Z. Diese Ableitung teilen wir in
Segmente, ¥;, 1 < o, der Linge k;, sodafl

p<i p<i+1
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Diese Einteilung soll so beschaffen sein, dal ¥; ein maximales Stiick in ' von X—
Produktionen ist oder ein maximales Stiick von Y-Produktionen mit ¥ # X. Die
X-Segmente kénnen wir nach dem Vorangegangen durch eine «—Ableitung 3; in
G! ersetzen. Die Segmente, welche keine X-Produktionen enthalten, sind schon
G'-Ableitungen. Fiir sie sei Y; := ;. Jetzt sei I' die durch Verkettung\ der X;
entstehende Ableitung. Dies ist wohldefiniert, da das erste Element von %; gleich
dem ersten Element von 3, wie auch das letzte Element von ¥; gleich dem letzten
Element von 3; ist. I' ist eine G'~Ableitung, priorisiert durch «. Also ¥ € L(G").
Die Umkehrung ist analog zu beweisen, indem man von einer mit <« priorisierten
Ableitung beginnt. —

Doch nun zum Beweis des Satzes 2.2.18. Wir konnen von vornherein annehmen,
da§ G in Chomsky—Normalform ist. Wir wahlen eine Aufzéhlung von N als N =
{X; : i < p}. Wir behaupten nun als erstes, dal wir es unter Hinzunahme neuer
Nichtterminalsymbole erreichen kénnen, daff wir eine Grammatik G' bekommen
mit L(G') = L(G), in welcher die X;-Produktionen die Form X; — z - Y oder
X, — X;- Y mit j > i haben. Dies beweisen wir durch Induktion iiber 7. Sei 7
das kleinste ¢ derart, daf eine Regel X; — X - Y existiert mit J < i. Sei jo nun
noch das grofite j derart, daB X;, — X - Y eine Regel ist. Wir kénnen zwei Félle
unterscheiden. Der erste Fall ist jo = 79. Nach dem vorigen Lemma kénnen wir durch
Einfiithren eines neuen Symbols Z;, die Produktion eliminieren. Der zweite Fall ist
Jo < 1g. Hier wenden wir die Induktionshypothese auf j, an. Wir kénnen die Regel
Xip — X, - Y iiberspringen und so Regeln der Form (a) X;, — X, - Y’ mit k > jo
einfithren. Auf diese Weise wird der zweite Fall entweder aufgelost oder auf den
ersten zuriickgespielt.

Es sei P := {Z; : i < p} die Menge der neu hinzugekommenen Symbole. Unter
Umstdnden kommt fiir gewisse j Z; iiberhaupt nicht in der Grammatik vor, aber
das macht fiir den Beweis nichts. Sei noch P, := {Z; : j < i}. Am Ende dieser
Reduktion haben wir nun Regeln der Form

—

((l) XZ—>XJY, J >
(b) XZ—>1'Y_:, reA
(¢) Zi— W, We(NUP)'-(sUZ;)

Es ist nun klar, da8 jede X,,_;—Produktion schon die Form X, ; — z - Y hat. Falls
eine X,_o—Produktion aber die Form X, o — X, ; - Y hat, so konnen wir diese
Regel iiberspringen und bekommen Regeln der Form X, o — #Y". Induktiv kann
man also zeigen, dafl alle Regeln der Form (a) zugunsten von Regeln der Form
(b) tibersprungen werden kénnen. Nun noch die Regeln der letzten Zeile. Auch sie

konnen iibersprungen werden, und dann bekommen wir Regeln der Form Z — z-Y
fiir ein x € A, wie gewiinscht.
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Zum Beispiel sei folgende Grammatik gegeben.

S — SDA|CC
D — DC|AB
A — a

B — b

C — c

Die Produktion S — SDA ist linksrekursiv. Wir ersetzen sie geméfi dem obenstehen-
den Lemma durch
S—CCZ, Z—DA, Z — DAZ

Ebenso ersetzen wir die Produktion D — DC durch
D—ABY, Y—C Y—CY

Damit erhalten wir folgende Grammatik

S — Ccc|cez
Z — DA|DAZ
D — AB|ABY
Y — C ] CY

A — a

B — b

C — c

Anschlieflend iiberspringen wir die D-Produktionen.

S — Ccc|cez

Z — ABA | ABYA | ABAZ ] ABYZ
D — AB|ABY

Y — C ‘ CY

A — a

B — b

Cc — c

Als néchstes kann D eliminiert werden (es ist nicht erreichbar) und wir kénnen in den
rechten Seiten der Produktionen die ersten Nichtterminale durch Terminalsymbole

ersetzen.
S — cC|cCZ

Z — aBA|aBYA|aBAZ | aBYZ
Y — c|cY

Nun ist die Grammatik in Greibach—Normalform.

Ubung 37. Zeigen Sie, das fiir eine gegebene kontextfreie Grammatik G entscheid-
bar ist, (a) ob L(G) = @, (b) ob L(G) endlich ist, (c) ob L(G) unendlich ist.
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Ubung 38. Es sei G' die wie oben konstruierte invertierbare Grammatik zu G. Man
zeige, dafl die Relation ~ mit

X~Y & YeX

eine Riickwirts—Simulation von G* nach G ist.

Ubung 39. Es sei (B, <,C, /) ein geordneter markierter Baum. Falls z ein Blatt
ist, so ist Tz ein Zweig, und kann in natiirlicher Weise als Zeichenkette (Tz, >, )
aufgefait werden. Da das Blatt x eine Sonderrolle spielt, wollen wir es weglassen.
Wir sagen, ein Zweigausdruck ist eine Zeichenkette der Form (Tz — {z},>,(), x
ein Blatt. Wir nennen ihn {(z). Man zeige, die Menge

Z(G) = {{(x) : ¢((x) Zweigausdruck von B,B € Lg(G)}

ist regular.

Ubung 40. Es sei G in Greibach-Normalform und Z eine terminale Zeichenkette
der Lange n > 0. Man zeige, dafl jede Ableitung von & genau die Lénge n hat. Lafit
sich auch fiir beliebige Zeichenketten & eine solche Zahl angeben?

2.3 Erkennung und Analyse

Kontextfreie Sprachen konnen ebenso wie regulidre Sprachen durch gewisse Auto-
maten charakterisiert werden. Ein endlicher Automat ist eine Maschine, welche ihre
Handlungen nur iiber ein begrenztes Gedéchtnis steuert. Da es kontextfreie Spra-
chen gibt, welche nicht regulér sind, miissen die Automaten, welche kontextfreie
Sprachen erkennen konnen, iiber ein unendliches Gedéchtnis verfiigen. Die spezi-
elle Art, wie ein solches Gedéchtnis aufgebaut ist und manipuliert werden kann,
differenziert einzig die verschiedenen Klassen nichtreguldrer Sprachen. Kontextfreie
Sprachen werden durch sogenannte Kellerautomaten charakterisiert. Diese haben
ein Gedachtnis in Form eines Stapels, auf welchem sie Symbole ablegen und je nach
Bedarf wieder entfernen konnen. Allerdings hat der Automat nur Zugang zu dem
zuletzt abgelegten Symbol. Alle anderen Symbole sind erst zugénglich, nachdem die
nach ihnen abgelegten Symbole entfernt worden sind. Ein Stapel iiber einem Alpha-
bet D ist schlicht eine Zeichenkette iiber D. Wir wollen vereinbaren, dafl in einer
Zeichenkette iiber D der erste Buchstabe dem héchsten Eintrag im Stapel entspricht,
und der letzte Buchstabe dem untersten Element. Analog zu den endlichen Auto-
maten bendtigen wir ein Startsymbol, welches wir in der Regel mit # bezeichnen
und mit welchem die Rechnung beginnt.

Ein Kellerautomat bestimmt seine Handlungen aus dem Inhalt des obersten Ele-
ments im Stapel und dem aktuellen Zustand; seine Handlungen bestehen aus drei
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Schritten: (1.) das Ablegen auf den Stapel oder Entfernen vom Stapel, (2.) das Be-
wegen oder Stillstehen auf der zu lesenden Zeichenkette und (3.) das Ubergehen in
einen neuen Zustand. Falls der Automat in (2.) nicht wirklich bewegt, so nennen
wir diese Handlung eine e-Bewegung. Wir schreiben A. anstelle von A U {¢}.

Definition 2.3.1 Ein Kellerautomat tiber A ist ein Septupel
ﬁ:<Q7i07A7F7D7#76> )

wobei Q) und D endliche, nichtleere Menge sind, ig € Q, # € D und F C @, sowie
d eine Funktion § : Q x D x A, — p(Q x D*), dergestalt, daf$ 6(q, a,d) stets endlich
1st. Wir nennen () die Menge der Zustinde, iy den Startzustand, F' die Menge
der akzeptierenden Zustdnde, D das Stapelalphabet, # den Stapelbeginn und
0 die Handlungsfunktion.

Wir nennen 3 := (q, ci_}, wo ¢ € @ und d € D* eine Konfiguration. Wir schreiben
nun . B

(p.d) = (¥, d)
falls d = Z -dy, d = & d; und (p', &) € 6(p, Z,x). Wir nennen dies einen Uber-
gang. Wir dehnen stillschweigend die Funktion ¢ auch auf Konfigurationen aus und
schreiben auch (p/, d ) € d(p, d. x). Man beachte, dal es im Gegensatz zu endlichen
Automaten erlaubt ist, in einen neuen Zustand zu wechseln, ohne ein neues Symbol
einzulesen. Dies ist insbesondere dann notwendig, wenn man den Automaten in ei-
nem Zustand den Inhalt des Stapels l6schen lassen will. Falls der Stapel leer ist, so
kann der Automat allerdings nicht weiterarbeiten. Dies bedeutet insbesondere, dafl
Kellerautomaten notwendig partiell sind. Die Handlungsfunktion kann nun analog
den endlichen Automaten auf Zeichenketten ausgedehnt werden. Ebenso konnen wir
statt eines einzelnen Zustandes Mengen von Zustidnden als Argumente zulassen. Wir
definieren also

5 —% 3 < es existiert 37 mit 3 A JUSAPO

Wir sagen im Fall 3 A 3/, es existiere eine A&~Berechnung fiir Z von 3 nach 3. Nun
ist
L(R) := {Z: fiir ein q € F und ein 7 € D* : (i, #) = (¢, 2)}

Wir nennen dies die Sprache, welche von dem Kellerautomaten iiber den Zustand
akzeptiert wird. Wir nennen einen Kellerautomaten einfach, wenn aus (g, 2) €
d(p, Z,a) folgt: |Z] < 1, oder auch z' € D.. Den folgenden Satz zu beweisen ist eine

Ubung.

Proposition 2.3.2 Zu jedem Kellerautomaten K gibt es einen einfachen Kellerau-
tomaten £ mit L(L) = L(R).
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Deswegen werden wir oft auch stillschweigend annehmen, dal der Automat nicht
eine Zeichenkette sondern hochstens ein Symbol in den Keller schreibt. Neben L(R)
gibt es auch die Sprache, die von dem Automaten iiber den Stapel akzeptiert
wird. Diese ist definiert durch

L¥(R) == {& : fiir ein q € Q : (i, #) = (g,¢)}

Natiirlich sind L(R) und L*(R) nicht unbedingt gleich fiir ein gegebenes K. Allerdings
ist die Menge aller Sprachen der Form L(R) fiir einen Kellerautomaten gleich der
Menge der Sprachen mit L*(R) fiir einen Kellerautomaten. Dies ist der Inhalt des
folgenden Satzes.

Proposition 2.3.3 Zu jedem Kellerautomaten K ezistiert ein £ mit L(R) = L*(£)
sowie ein Kellerautomat 9 mit L*(R) = L(IM).

Beweis. Sei R = (Q, i, F, D, #,9) gegeben. Wir nehmen zu ) noch zwei Zustdnde
¢; und ¢; hinzu. Es soll ¢; der neue Startzustand sein und F* := {q;}. Ferner
nehmen wir noch ein neues Symbol b, welches jetzt der Stapelbeginn in £ wird. Wir
definieren 6°(g;, b, €) := {(ig, # - b)}. Ansonsten soll es keine weiteren §*~Uberginge
aus ¢; geben. Fiir ¢ # ¢;,q; und Z # b soll 6* wie 0® definiert sein. Wir fiigen zu
6%(g, d, ) noch {{gy, )} hinzu, falls ¢ € F und d # b, ansonsten nichts. Schliellich sei
6%(qs, Z,x) :== @ fiir x € A und 6%(qs, Z,¢) := {(qf, )} fir Z € DU{b}. Es sei nun
7 € L(R). Dann existiert elne K-Berechnung (i, #> (q, d) mit ¢ € F, und so auch
eine £-Berechnung (g;,b) — (qf,d> Da (qf,d> (qf,€), so ist & € L*(£). Also ist
L(R) C L*(£). Nun sei umgekehrt & € L*(£), also {g;,b) = (p,e) fiir ein gewisses p.
Dann gilt, da b stets als letztes geloscht wird und dies nur in ¢y geschehen kann, p =
qs. Ferner gilt dann {(g;,b) = (g, cfl?) fiir einen Zustand g € F. Dies bedeutet, daf es
eine £ Berechnung (g, #-b) = (g, cfb} gibt. Dieser ist aber auch eine &~ Berechnung.
Dies zeigt L°(£) C L(R) und damit die erste Behauptung. Nun zur Konstruktion
von M. Wir nehmen zwei neue Zusténde hinzu, g5 und ¢;, ein neues Stapelsymbol
b, welches der Stapelbeginn von 91 sein soll, und setzen F™ := {q;}. Wiederum ist
0™ (g;,b, ) := @ fiir € A und 6™ (q;,b, ) := {{io, # - b)} fiir * = &. Ferner wollen
wir setzen 6™(q, Z,x) := 0%(q, Z,z) fiir Z # b und 6™(q,b,e) := {{qs,¢)}, sowie
6™M(q,b,x) := @ fiir x € A. Ferner sei 6™(qs, Z,z) := @. Dies definiert §™. Nun
betrachte man ein ¥ € L*(R). Es existiert eine & Berechnung (ig, #) — (p,¢) fiir
ein gewisses p. Dann existiert eine £-Berechnung

Also © € L(M). Sei umgekehrt ¥ € L(IM). Es existiert also eine £-Berechnung
<qi7 b> <qf’ >

fiir gewisses d. Man kann sich nun leicht iiberzeugen, daf} d = ¢ sein
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muf}. Ferner faktorisiert diese Berechnung in

(i,b) = (io, #-5) 5 (p,b) 5 (g, e)

wobei p € @ ist, also p # gy, ¢;- Aber jeder M- Ubergang von io nach p ist auch ein &-

Ubergang. Also gibt es eine & Berechnung (4, #) 5 (p, ). Daraus folgt ¥ € L*(R),
und so L*(R) = L(M).

Lemma 2.3.4 FEs sei S eine kontextfreie Sprache tber A. Dann existiert ein Kel-
lerautomat & mit S = L°(R).

Beweis. Wir nehmen eine kontextfreie Grammatik G = (S, N, A, R) in Greibach—
Form mit S = L(G). Wir nehmen an, ¢ € G. (Falls ¢ € L(G), so 148t sich leicht eine
Modifikation des Automaten angeben.) Der Automat besitzt nur einen Zustand, i,
und benutzt N als Stapelalphabet. Der Stapelbeginn ist S.

8(io, X, ) := {(io,Y): X - x-Y € R}

Dies definiert & := ({io}, 0, A, {io}, N, S, d). Wir zeigen S = L*(RK). Dazu iiberlegen
wir, dafl es zu jedem ¥ eine linksseitige Ableitung gibt. Jede solche Ableitung erzeugt
bei einer Grammatik in Greibach-Form Ketten der Form ¥ - Y. Nun zeige man
induktiv, dal G 7+ Y genau dann, wenn (10, }7) € 0(ig, S, 7). -

Lemma 2.3.5 FEs sei R ein Kellerautomat. Dann ist L*(R) kontextfre.

Beweis. Es sei 8 = (Q, 40, A, F, D, #,0) ein Kellerautomat. Es sei N = @ x D X
(Q U {8}), wo S ein neues Symbol ist. S soll auch gleichzeitig das Startsymbol sein.
Wir schreiben ein allgemeines Element von N in der Form [g, A, p]. Nun definieren
wir R := R*U R° U R®, wobei

R = {S—lip,#,q:q€Q}

R(S = {[pvzaQ] ﬁx[qov}/bvch][qb}/bqﬂ“‘[qm_17Ym_1’q] :
<QO7%}/1 . 'mel> € 5(p7 Z7 33’)}

Fo= A, Z,d) = [p. Yo, allan, Yii o] - (g1, Yino1,q) -

(p,YoY1...Y1) €6(p, Z,¢)}

Die so definierte Grammatik nennen wir G(2(). Man beachte, daf bei der Definition
von R® der Fall m = 0 zugelassen ist; in diesem Fall ergibt sich eine Regel der Form
p, Z,q] — =, fur alle p, q, x, Z mit {q,e) € d(p, Z, x). Wir zeigen nun, daf fiir alle
x e A", alle p,q € Q sowie Z € D gilt

(f) 0, Z,qlFa® & (q,¢) €d(p, Z,7)
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Dies geniigt fiir den Beweis. Denn falls ¥ € L(G), so ist dann [ig, #, ¢] F¢ # und
so wegen (T) (g,e) € 0(ig, #,Z), was nichts anderes ist als ¥ € L*(K). Und falls
Letzteres gilt, so haben wir [ig, #, ¢] F¢ @ und so S F¢ 7, was nichts anderes ist als
7 € L(G).

Nun also zum Beweis von (}). Es ist klar, da (1) aus der Behauptung (I) folgt.

(i) [pv Zv Q} I_é g [q07 Yb; Q1HQ1,Y1, qQ] s [Qm—hYm—la Q}
~ <q07YE)}/1~--Ym—1> € 5(p7 Z?Zj)

(1) nun beweist man leicht durch Induktion. -

Man iiberlege sich, dafl es zu jedem Automaten K auch einen Automaten £ gibt
mit nur einem akzeptierenden Zustand, der die gleiche Sprache akzeptiert. Nimmt
man £ anstelle von R, so eriibrigt sich der Kunstgriff mit dem neuen Startsymbol.
Anders gesagt kann man dann [ig, #, ¢| als Startsymbol wihlen, wo ¢ der akzeptie-
rende Zustand von £ ist.

Theorem 2.3.6 (Chomsky) Die kontextfreien Sprachen sind genau die Sprachen,
welche durch Kellerautomaten akzeptiert werden, entweder tiber den Zustand oder
tiber den Stapel.

Aus den Beweisen lassen sich noch etliche weitere Folgerungen ziehen. Die erste
Folgerung ist, dafl man zu jedem Kellerautomaten K einen Kellerautomaten £ kon-
struieren kann, fiir den L*(£) = L*(R), welcher keine e-Bewegungen enthélt. Ferner
existiert ein Kellerautomat 9t mit L*(9) = L*(RK), der nur einen Zustand besitzt,
welcher gleichzeitig initialer und akzeptierender Zustand ist. Fiir einen solchen Au-
tomaten reduzieren sich die Definitionen erheblich. Ein solcher Automat besitzt als
Gedéchtnis lediglich eine Zeichenkette. Die Handlungsfunktion kann dann reduziert
werden auf eine Funktion ¢ von Ax D* in endliche Teilmengen von D*. (Wir erlauben
keine e-Bewegungen.)

Der Kellerautomat lduft die Kette von links nach rechts durch. Er erkennt also
in linearer Zeit, ob die Zeichenkette in der Sprache ist oder nicht. Allerdings ist der
Automat nichtdeterministisch. Hierbei wird das Konzept eines deterministischen
Automaten wie folgt definiert.

Definition 2.3.7 FEin Kellerautomat 8 = (Q, 19, A, F, D, #,0) ist deterministisch,
falls gilt: fiir jedes q € Q ist |6(q, Z,x)| < 1 und fir alle ¢ € Q und Z € D entweder
(a) §(q,Z,e) = & oder (b) §(q,Z,a) = @ fir alle a € A. Eine Sprache S heifst
deterministisch, falls S = L(2l) fir einen deterministischen Automaten 2. Die
Menge der deterministischen Sprachen wird mit A bezeichnet.
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Deterministische Sprachen sind also solche, welche von einem deterministischen Au-
tomaten iiber den Zustand akzeptiert werden. Kann man also analog zu den re-
guldren Sprachen einen deterministischen Automaten bauen, der dieselbe Sprache
erkennt? Die Antwort ist nein. Dazu betrachten wir die Spiegelsprache {77 : ¥ €
A*}. Diese ist sicher kontextfrei. Es gibt aber keinen deterministischen Kellerauto-
maten, der diese Sprache akzeptiert. Man muf} sich dazu vergegenwirtigen, dafl der
Automat die Zeichenkette - 7 mindestens bis zu Z in den Keller tun muf}, um sie
dann anschlieBend mit dem restlichen Wort, #7, abzugleichen. Die Maschine muf
allerdings raten, wann der Zeitpunkt gekommen ist, den Keller zu leeren. Der Leser
moge sich vergewissern, dafl dies nicht moglich ist, ohne das ganze Wort zu kennen.

Theorem 2.3.8 Deterministische Sprachen sind in DTIME(n).

Der Beweis ist eine Ubung. Wir haben gesehen, daf auch regulire Sprachen in
DTIME(n) sind. Dennoch gibt es deterministische Sprachen, welche nicht regulér
sind. Eine solche ist S = {Zcz” : 7 € {a,b}*}. Im Gegensatz zu der Spiegelsprache
ist S deterministisch. Dazu muf} ja die Maschine nur die Zeichenkette in den Keller
tun, bis sie das Symbol c erreicht, um anschliefend den Keller mit der restlichen
Zeichenkette zu vergleichen.

Es entsteht nun die Frage, ob man deterministischen Sprachen mit einem de-
terministischen Automaten auch iiber den Stapel erkennen kann. Dies ist nicht der
Fall. Sei ndmlich S eine Sprache mit S = L*(R), R ein deterministischer Automat.
Ist £y € S fiir ¥ # ¢, dann ist £ ¢ S. Man sagt, S sei prafixfrei. Denn ist ¥ € S, so
existiert eine A&~Berechnung von (qo, #) nach (g, ). Ferner gilt, da K deterministisch

ist: ist {qo, #) — 3, so ist 3 = (g, ). Ist der Stapel jedoch geleert, kann der Automat
nicht mehr weiterarbeiten. Also ist £y ¢ S. Es gibt nun allerdings deterministische
Sprachen, welche nicht préfixfrei sind. Wir stellen eine wichtige Familie von solchen
Sprachen vor, die Dyck—Sprachen. Dazu sei A ein Alphabet mit r Zeichen. Zu jedem
Zeichen x sei x ein neues Zeichen. Wir schreiben A := {z : x € A}. Wir fiihren eine
Kongruenz 6 auf Zeichenketten ein, welche durch die Gleichung

rx e

erzeugt wird. (Die analoge Gleichung zx 6 ¢ gilt jedoch nicht.) Eine Zeichenkette
7 € (AU A)* heifit ausgeglichen, falls 7 6 . Genau dann ist & ausgeglichen, wenn
Z durch schrittweises Streichen von Teilworten der Form zz zu ¢ umgeschrieben
werden kann.

Definition 2.3.9 D, bezeichent die Menge der ausgeglichenen Zeichenketten fiir
ein Alphabet mit r Zeichen. Fine Sprache heifit Dyck—Sprache, falls sie die Form
D, hat fiir ein r.
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Proposition 2.3.10 Dyck—Sprachen sind deterministisch, aber nicht prafixfrei.

In der Tat erzeugen die folgenden Grammatiken die Dyck-Sprachen:
S—SS|aSz|¢e

Dyck-Sprachen sind also kontextfrei. Nun ist leicht zu sehen, dal mit Z, i/ € D, auch
2y € D,. Daher sind Dyck—Sprachen also keineswegs préfixfrei. Dafl Dyck—Sprachen
deterministisch sind, folgt aus allgemeinen Sétzen, welche wir spéter bereitstellen
werden. Wir iiberlassen es daher dem Leser, einen deterministischen Automaten zu
konstruieren, welcher eine gegebene Dyck—Sprache erkennt. Damit ist also gezeigt,
daB die Sprachen, welche von einem deterministischen Automaten iiber den Stapel
akzeptiert werden, eine echte Teilmenge der deterministischen Sprachen ist. Dies
rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 2.3.11 FEine Sprache S heifst strikt deterministisch, falls es einen
deterministischen Automaten R gibt mit S = L*(R). Die Menge der strikt determi-
nistischen Sprachen wird mit A® bezeichnet.

Theorem 2.3.12 Genau dann ist S strikt deterministisch, wenn S deterministisch
und prdafizfrei ist.

Beweis. Wir haben gesehen, daf} strikt deterministische Sprachen préfixfrei sind.
Nun sei S deterministisch und préfixfrei. Dann existiert ein Automat K, welcher S
iiber den Zustand akzeptiert. Da S préfixfrei ist, gilt fiir jedes Wort & € .S und jedes

—

echte Prifix ¢ von Z, dal wenn (go, #) 2 (¢, Y), so ist ¢ kein akzeptierender Zustand.
Wir nehmen also folgende Veriinderung an £ vor. Es sei §,(q, Z,z) := 6%(q, Z, v),
falls ¢ kein akzeptierender Zustand ist. Es sei d1(q, Z,z) := @, falls ¢ € F'und z € A.
Es sei d1(q, Z,¢) :== {{(q,¢)}, Z € D. Sei £ der Automat, der aus & durch Ersetzen
der Handlungsfunktion % durch §; entsteht. £ ist deterministisch, wie man leicht
nachpriift. Ferne ist eine £-Berechnung faktorisierbar in eine f-Berechnung gefolgt
von einer Loschung des Stapels. Wir behaupten, daf§ L(K) = L*(£). Daraus folgt
dann die Behauptung. Denn sei ¥ € L(R). Dann existiert eine 8Berechnung mit &
von (qo, #) nach (q, }7>, wobei ¢ € F. Fiir kein echtes Prifix ¢/ von & gibt es eine
Berechnung in einen akzeptierenden Zustand, da S préfixfrei ist. Also existiert eine
£-Berechnung mit Z von (go, #) nach (¢, Y). Nunist (¢, Y) = (¢, ), also & € L*(£).
Sei umgekehrt ¥ € L(£). Dann existiert eine Berechnung (qo, #) — (g, ). Sei

Y € D* die lingste Zeichenkette derart, daB (go, #) — (g, Y). Dann ist der £-Schritt

—

vor dem Erreichen von (q,Y’) bereits ein £-Schritt. Also gibt es eine &Berechnung
fiir & von (qo, #) nach (¢, Y), und so & € L(RK). -

Der Beweis zu diesem Satz ergibt auch die folgende Tatsache.
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Theorem 2.3.13 FEs sei U eine deterministische kontextfreie Sprache. Sei S die
Menge aller ¥ € U, fiir welche kein echtes Prifix in U ist. Dann ist S strikt deter-
manistisch.

Fiir die folgende Definition treffen wir eine Vereinbahrung, von welcher wir des
ofteren Gebrauch machen werden. Es bezeichnet *)& das Prifix von @ der Linge k,
falls @ mindestens die Linge k hat, und andernfalls ist & := &.

Definition 2.3.14 FEs sei G = (S, N, A, R) eine Grammatik und II C o(N U A)
eine Partition. Wir schreiben o = (3, falls es ein M € 11 gibt mit o, 3 € M. 11 heifst
strikt fiir G, falls gilt:

1. Aell

2. Fir C,C" € N und a,,,92 € (NUA)* gilt: ist C = C" und sowohl C — a7,
als auch C" — a7y € R, so gilt entweder

(a) F1,7: # € und D7, = Uy, oder
(b) 31 =72 =€ und C' = C".

Definition 2.3.15 FEine kontextfreie Grammatik G heif$t strikt deterministisch,
falls es eine fiir G strikte Partition gibt.

Als Beispiel betrachten wir die folgende Grammatik (aus [22]):

S — aA|aB
A — aha|bC
B — aB|DbD
C — bCla
D — bDclc

IT = {{a,b,c},{S},{A,B},{C,D}} ist eine strikte Partition. Die erzeugte Sprache ist
{a™b*a" a"bFck  k,n > 11,

Wir werden nun zeigen, dafl die von strikt deterministischen Grammatiken er-
zeugten Sprachen genau die strikt deterministischen Sprachen sind. Dies rechtfertigt
im Nachhinein die Namensgebung. Zunéchst werden wir ein paar einfache Folgerun-
gen aus der Definition ziehen. Eine strikt deterministische Grammatik ist in einem
gewissen Sinne invertierbar. Ist G = (S, N, A, R) strikt deterministisch und R’ C R,
so ist auch G’ = (S, N, A, R’) strikt deterministisch. Deshalb kann man zu jeder
strikt deterministischen Grammatik eine strikt deterministische schlanke Gramma-
tik konstruieren. Es bezeichne @ =7 7 die Tatsache, dal 4 aus & in n Schritten
linksseitig herleitbar ist. Dann gilt:
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Lemma 2.3.16 Es sei G eine kontextfreie Grammatik mit strikter Partition I1.
Dann gilt: Fiir C,C" € N und &,%,52 € (N U A)* gilt: ist C = C" und C =1 d;
sowie C" =1 Ay, so gilt entweder

1. 1,9 # ¢ und V3, = W7, oder

2. 91 =" =¢cund C =C".
Der Beweis ist eine einfache Induktion iiber die Lange der Ableitung.

Lemma 2.3.17 FEs sei G eine schlanke strikt deterministische Grammatik. Ist dann
C =7 Dda, sogilt C #D.

Beweis. Es sei etwa C' =7 Dda. Dann gilt wegen Lemma 2.3.16 fiir alle £ > 1:
C =k D7 fiir ein 4. Daraus folgt aber, dafl es keine terminierende linksseitige
Ableitung aus C gibt. Dies ist ein Widerspruch dazu, daf§ G' schlank ist. —

Es folgt daraus, dafl eine strikt deterministische Grammatik nicht linksrekursiv
ist, das heifit, daB A =] A nicht gelten kann. Wir kénnen daraus wie folgt eine
Greibach-Form fiir G erstellen. Es sei p = C' — a7 eine Regel. Ist nun o € A, so
iiberspringen wir p, indem wir p durch die Menge der Regeln C' — 177 ersetzen fiir
a — 1 € R. Das Lemma 2.3.16 sichert uns, dal II auch fiir die neue Grammatik
eine strikte Partition ist. Diesen Prozefl wiederholen wir so oft wie nétig. Da G nicht
linksrekursiv ist, kommen wir zu einem Ende.

Theorem 2.3.18 Zu jeder strikt deterministischen Grammatik G existiert eine strikt
deterministische Grammatik H in Greibach—-Form, sodaf8 L(G) = L(H).

Nun jedoch zu der versprochenen Korrespondenz zwischen strikt deterministischen
Sprachen und strikt deterministischen Grammatiken.

Lemma 2.3.19 Es sei S strikt deterministisch. Dann existiert ein deterministi-
scher Automat mit einem einzelnen Endzustand, der S tber den Stapel akzeptiert.

Beweis. Es sei 2 gegeben. Wir fiigen noch einen neuen Zustand ¢ hinzu, in welchen
der Automat wechselt, sobald der Stapel geleert ist.

Lemma 2.3.20 Es A ein deterministischer Automat mit einem einzelnen Endzu-
stand. Dann ist G(A) strikt deterministisch.
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Beweis. Es sei 2 = (Q, i, A, F, D, #, ). Wir kénnen nach dem vorangegangenen
Lemma annehmen, da F' = {g;}. Nun sei G() wie in Proposition 2.3.5 definiert.
Setze

a,feA
16} & oder a=[q,2,q),8=1[q,%,q"]
fiir gewisse q,q',¢" € Q,Z € D

(0%

Wir zeigen, dafl = eine strikte Partition ist. Seien dazu [¢, Z, ¢'] — @7, und [q, Z,¢"] —
a7, zwei Regeln. Sei zunichst einmal 7;, 7, # e. Fall 1. @ = ¢. Betrachte ¢; := (),
Ist (; € A, so ist auch (, € A, da 2 deterministisch ist. Ist aber (; € A, so
gilt 1 = [q,Y0,q1] und & = [q,Y0,¢;] und so (3 = (o. Fall 2. @ # e. Sei jetzt
n:=Wa. Ist n € A, so gilt jetzt ¢ = [¢;, Vi, gip1] und G = [g;, Y3, ¢y4] fiir gewisse

Gis Giv1, 951 € Q-

Sei jetzt 41 = €. Dann ist @7, ein Préfix von a7,. Fall 1. & = ¢. Dann ist
a9y =€, also 5 = e. Fall 2. @ # . Dann ist leicht zu sehen, dafl 75 = ¢. Also ist in
beiden Fillen 45 = ¢, und so ¢’ = ¢”. Dies zeigt die Behauptung. -

Theorem 2.3.21 Es sei S eine strikt deterministische Sprache. Dann existiert eine
strikt deterministische Grammatik G mit L(G) = S.

Die Strategie, ein Wort in den Keller zu tun und anschliefend herauszuholen, hat
zu folgender Begriffsbildung gefiihrt. Ein Kellerschritt ist ein Schritt, bei dem
die Maschine ein Symbol in den Keller schreibt oder ein Symbol aus dem Keller
entnimmt. Der Automat macht einen Turn, falls er im letzten Kellerschritt ein
Symbol in den Keller getan hat und nun ein Symbol aus dem Keller holt, oder
umgekehrt.

Definition 2.3.22 Fine Sprache S heifit n—-Turn—Sprache, falls es einen Keller-
automaten gibt, der jede Zeichenkette S in hichstens n Kellerwechseln erkennt. Fine
Sprache heifit ultralinear, falls sie eine n—Turn—Sprache ist fiir ein n € w.

Man iiberlege sich im Ubrigen, daB eine kontextfreie Sprache S genau dann n-Turn
ist, wenn es einen Kellerautomaten gibt, der S akzeptiert und bei dem jede Be-
rechnung aus hochstens n Kellerwechseln besteht. Denn hat man einen Automaten
R, der S erkennt und bei dem fiir ¥ € S eine Berechnung mit hochstens n Kel-
lerwechseln existiert, so bilde man einen Automaten £, der K simuliert, aber eine
Berechnung abbricht, falls sie den n + 1ten Kellerwechsel macht. Dazu mufl man
R einfach mit einem Gedéchtnis ausstatten, welches die Anzahl der Kellerwechsel
zahlt. Es ist nicht schwer, einen solchen Automaten zu konstruieren.

Wir wollen das Gebiet der ultralinearen Sprachen nicht vertiefen. Ein Spezialfall
jedoch ist wichtig, ndmlich die 1-Turn-Sprachen. Eine kontextfreie Grammatik ist
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linear, falls in jeder Regel X — @, @ hochstens ein nichtterminales Symbol enthélt.
Eine Sprache heifit linear, falls sie durch eine lineare Grammatik erzeugt werden
kann.

Theorem 2.3.23 FEine konteztfreie Sprache S ist genau dann linear, wenn sie 1-
Turn ist.

Beweis. Sei G eine lineare Grammatik. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist
eine Regel von der Form X — aY oder X — Ya. Ferner gebe es noch Regeln
der Form X — e. Wir konstruieren folgenden Automaten. D := {#} U A, # der
Stapelbeginn, @ := {X*: X € N}U{X™ : X € N}, io:= ST, F:= {S™}. Ferner sei
fir z € A, ((XT,Z,x)) :={(YT,2))}, falls X — 2V € R; es sei §((Y ", z,x)) :=
{(X,e)}, falls X — Y € R. Und schliellich ist 6((X T, x,x)) := {(X~, )}, falls
X — x € R. Dies definiert den Automaten £(G). Es ist nicht schwer zu sehen,
daBl R(G) nur Berechnungen mit einem Kellerwechsel zuldfit. Denn ist der Automat
in Zustidnden der Form X, so darf der Stapel nicht abnehmen, es sei denn, der
Automat wechselt in den Zustand X . Ist er in einem Zustand X, so darf der
Stapel nicht zunehmen, und er kann auch nur in einen Zustand Y~ kommen. Wir
tiberlassen dem Leser den Nachweis, dal L(R(G)) = L(G). Daher ist also L(G)
eine 1-Turn—Sprache. Sei umgekehrt K ein Automat, der nur Berechnung mit einem
Kellerwechsel gestattet. Man {iberlegt sich dann, daf, falls das oberste Symbol eines
Stapels einmal geloscht wird, der Automat nicht mehr auf den Stapel legen darf.
Denn der Automat kann als erstes den Stapel aufbauen, um ihn dann wieder zu
leeren. Betrachten wir also G(R), wie oben definiert. Dann sind alle Regeln von der
Form X — zY mit z € A.. Sei Y = YoYi... Y, 1. Wir behaupten, dafl jede Y,—
Produktion fiir ¢ > 0 von der Form Y; — a oder Y; — X ist. Falls nicht, so gébe es
eine Berechnung, in der der Automat 2 Kellerwechsel macht, wie wir oben iiberlegt
hatten. (Diese Argument benutzt stillschweigend, dafi der Automat auch wirklich
eine Berechnung besitzt, in der er den Ubergang zu Y; = [p, X, ¢q] auch wirklich
macht, das heif}; dafl er von p nach ¢ kommt, wo X das oberste Stapelsymbol ist.
Ist dies jedoch nicht der Fall, dann lassen sich die entsprechenden Uberginge aus
dem Automaten gefahrlos tilgen.) Es ist nun leicht, die Regeln der Form Y; — X
zu elimieren, indem man sie iiberspingt. AnschlieBendes Uberspringen der Regeln
Y, — a liefert schliefflich eine lineare Grammatik. -

Die automatentheoretischen Analysen legen den Schluff nahe, dafl das Erken-
nungsproblem fiir kontextfreie Sprachen sehr kompliziert sein mufi. Dies ist jedoch
nicht der Fall. Es zeigt sich, da Erkennung und Analyse in O(n?®) Zeitschritten
l6sbar sind. Dazu sei G gegeben. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit
an, G sei in Chomsky—Normalform. Es sei & eine Zeichenkette der Lange n. Wir ver-
suchen nun als ersten Schritt, sémtliche Teilworte aufzulisten, welche Konstituenten
sind, zusammen mit ihrem Typ. Falls dann & eine Konstituente ist vom Typ .5, so
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ist # € L(G), falls nicht, so & ¢ L(G). Um die Teilworte aufzuzéhlen, bedienen wir
uns einer (n 4+ 1) x (n + 1)-Matrix, deren Eintridge Teilmengen von N sind. Eine
solche Matrix heifit ein Chart. Jedes Teilwort ist durch ein Paar (i, j) von Zahlen
bestimmt, wo 0 < i < 7 < mn+ 1. In das Feld (i, j) tragen wir alle X € N ein, fiir
die das Teilwort z;z;41 ... ;-1 eine Konstituente vom Typ X ist. Zu Beginn der Be-
rechnungen ist die Matrix leer. Nun beginnen wir, die Matrix aufzufiillen, und zwar
induktiv iiber die Lénge des Teilwortes, d. h. die Differenz d := j — ¢ und induktiv
iiber . Es ist 0 < d < n + 1. Wir beginnen also mit d = 1, ¢+ = 0. Danach kommt
t=1,...,i=mn,und dann d = 2 und ¢ = 0, = = 1 etc. Wir betrachten ein Paar
(d,i). Das Teilwort x;...x;4 ist eine Konstituente vom Typ X genau dann, wenn
es in Teilworte y = x; ... Tj1e und 2= X; 441 . .. Tipq dergestalt zerfillt, dal es eine
Regel X — Y Z gibt, wo ¥ eine Konstituente vom Typ Y und 2" eine Konstituente
vom Typ Z ist. Das bedeutet, die Menge der X € N, welche wir bei (i,7 + d) ein-
tragen, berechnet sich aus allen echten Zerlegungen des entsprechenden Teilwortes.
Es gibt d — 1 < n solcher Zerlegungen. Fiir jede Zerlegung ist der Rechenaufwand
beschriankt und h&ngt nur noch von einer Konstante cg ab, deren Wert von der
Grammatik bestimmt ist. Fiir jedes Paar gibt es also ¢g - (n + 1) Rechenschritte.
Nun existieren (;‘) echte Teilworte. Also ist der Aufwand sicher beschrinkt durch
ca - n’.

In Figur 2.1 ist die Berechnung eines Charts durchgefiihrt anhand der folgenden
Grammatik und des Wortes abaabb. Da die Grammatik invertierbar ist, hat ein
Teilwort hochstens einen Typ. Dies mufl im Allgemeinen natiirlich nicht so sein.
(Man kann sich jedoch wegen Satz 2.2.13 immer auf eine invertierbare Grammatik
zuriickziehen.)

S — SS|AB|BA
A — AS|SA|a
B — BS|SB|b

Wir kénnen die Berechnung eines Charts wie folgt zusammenfassen. Es sei Cz(4, )
die Menge aller Nichtterminalsymbole A derart, da A ¢ x;2;1; ... 2,;_1. Ferner sei
fiir zwei Nichtterminalsymbole X und Y X 0 Y :={Z : Z — XY € R}, und fir
Mengen U,V C N sei

UoV:=J(XoY:XeUY eV)

Nun kénnen wir Cz(7, j) induktiv ausrechnen. Der Induktionsparameter ist j — i.
Ist j —i=1,s0ist Cz(i,j) = {X : X — x € R}. Ist j —i > 1, so gilt folgende
Gleichung;:
Cz(i,j) = | Cali k) © Ca(k, j)
i<k<j

Dabei ist stets j — k,k — i < j — 4. Nun sei entschieden, dal ¥ € L(G). Wie kann
man eine Derivation fiir ¥ finden? Dazu bedienen wir uns des fertigen Charts. Wir
beginnen mit 7 und zerlegen es auf irgendeine Weise; da & den Typ S hat, muB es
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Abbildung 2.1: Ein Chart fiir abaabb

eine Regel S — XY geben und eine Zerlegung in ¥ vom Typ X und ¢ vom Typ
Y. Oder aber ¥ = a € A und S — a ist eine Regel. Ist die Zerlegung gefunden, so
fihrt man mit den Teilworten ¥ und gy auf die gleiche Weise fort. Jede Zerlegung
beansprucht eine Zeit, welche nur von G abhéngt. Ein Teilwort der Lénge 7 hat
1 < n Zerlegungen. Auf unserem Weg werden wir insgesamt hochstens 2n Teilworte
analysieren. Dies folgt daraus, dafl es in einem echt verzweigenden Baum mit n
Bléattern hochstens 2n Knoten geben kann. Insgesamt haben wir einen Bedarf an
Zeit von dg - n? fiir eine gewisse, nur von G abhingige Konstante dg.

Daraus folgt nun, dafl man im allgemeinen Fall, wenn die Grammatik nicht in
2-Standardform ist, zur Erkennung und zur Analyse héchstens O(n?) Zeitschritte
braucht bei gleichzeitigem Platzbedarf von O(n?). Denn sei G gegeben. Man trans-
formiere G in 2-Standardform in die Grammatik G?. Da L(G?) = L(G), ist das
Erkennungsproblem fiir G in der gleichen Zeit lésbar wie fiir G*. Man benétigt
O(n?) Zeitschritte, um von einem Chart fiir ¥ einen Baum zu konstruieren. Man
benétigt noch einmal O(n?) Zeitschritte, um daraus einen Baum fiir G zu machen,
und O(n) Schritte, um daraus eine Derivation zu machen.

Dies ist allerdings noch kein Beweis, dafl das Problem die Zeitkomplexitidt O(n?)
und Platzbedarf O(n?) hat, denn wir miissen nun eine Turingmaschine finden, welche
das Problem in der gegebenen Zeit bzw. mit dem gegebenem Platz 16st. Dies ist
moglich; das wurde unabhéngig von Cocke, Kasami und Younger gezeigt.

Theorem 2.3.24 (Cocke, Kasami, Younger) Kontextfreie Sprachen haben die
folgende Komplexitdt.
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1. CFS C DTIME(n?).
2. CFS C DSPACE(n?).

Beweis. Wir konstruieren eine deterministische 3-Band Turingmaschine, welche nur
O(n?) Platz und O(n?) Zeit benotigt. Der wesentliche Trick besteht in der Beschrif-
tung der Bander. Wir benotigen auler dem Alphabet A noch zwei Hilfssymbole B
und Q, sowie ein Symbol [U] fiir jedes U C N und ein Symbol [U]V. Wir haben auf
Band 1 das Eingabewort, . Es sei C(i, ) := Cz(7,5). Es habe 7 die Liange n. Auf
Band 1 erzeugen wir nun eine Sequenz der folgenden Form:

QB"QB"'Q...QBBQRBQ

Dies ist das Skelett des Charts. Wir nennen eine Sequenz von Bs zwischen zwei Qs
einen Block. Der erste Block wird nun wie folgt gefiillt. Das Wort & wird schrittweise
geloscht, und die Sequenz B" wird dabei ersetzt durch die Sequenz der C(i,i + 1).
Dies Prozedur erfordert O(n?) Schritte. Fiir jedes d von 1 bis n — 1 werden wir
nun den d + 1ten Block auffiillen. Sei also d gegeben. Wir schreiben auf Band 2 die
Sequenz

QC(n—d,n—d+1)][C(n—d,n—d+2)]...[C(n—d,n)|Q
Auf das Band 3 schreiben wir die Sequenz

Q[C(0,d)][C(1,d)]...[C(d—1,d)]
QIC(L,d+ ][C(2.d+1)]...[C(d,d + 1)]

Q[C(n—d,n)][Cln —d+1,n)]...[C(n—1,n)]Q

Aus diesen Sequenzen laf3t sich der d + 1te Block schnell berechnen. Der Automat
muf} den ersten Block auf Band 2 und den zweiten Block auf Band 3 gleichméafig
durchlaufen und sich jeweils das Ergebnis von C(0, 7) - C(j,d+ 1) merken. Ist er am
Ende angekommen, hat er C(0,d + 1) berechnet und kann das Ergebnis auf Band
1 sofort eintragen. Nun geht er auf dem zweiten Band und dem dritten Band die
folgenden Blocke gleichméBig durch und berechnet so C'(1,d 4 2). Und so fort. Es
ist klar, daB die Berechnung linear von der Lange des Bandes 2 (und des Bandes 3)
abhingt, also O(n?) Zeit benotigt. Am Ende dieses Vorgangs wird Band 2 und Band
3 geloscht. Auch dies benétigt nur quadratisch viel Zeit. Also Letztes mufl man sich
noch iiberlegen, daff das Beschriften der Bénder 2 und 3 auch nur O(n?) viel Zeit
benétigt. Dann wire fiir jedes d der Zeitaufwand O(n?), und damit insgesamt der
Aufwand mit O(n?) gegeben.
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Dazu schreiben wir zuerst Q und positionieren wir den Kopf des Bandes 1 auf
das Element [C(0, 1)]. Wir schreiben [C(0,1)] auf Band 2 und [C(0,1)]V auf Band
1. (Wir nennen das ‘abticken’ des Symbols. Dies dient als Merkhilfe.) Nun riicken
wir vor zu [C(1,2)], kopieren dies auf Band 2 und ersetzen es durch [C(1,2)]V. Und
so weiter. Dies benétigt nur linear viel Zeit, denn die Symbole [C'(4, 7+ 1)] erkennen
wir daran, dafl sie rechts von Q stehen. Sind wir fertig, schreiben wir auf Band 2
noch Q und gehen auf Band 1 an den Anfang und dann zum ersten Symbol rechts
von einem ‘getickten’ Symbol. Dies ist [C'(1,2)]. Wir kopieren es auf Band 2 und
ticken es ab. Nun weiter zum néchsten Symbol rechts von einem getickten Symbol,
kopieren und ticken. Auf diese Weise entsteht Band 2 in quadratischer Zeit. Als letz-
ten Schritt werden die getickten Symbole auf Band 1 wieder ‘enttickt’. Auch dies
benotigt O(n?) viel Zeit. Analog entsteht die Beschriftung auf Band 3.

Ubung 41. Beweisen Sie Proposition 2.3.2.

Ubung 42. Beweisen Sie Satz 2.3.8. Hinweis. Zeigen Sie, daB die Anzahl der e-
Bewegungen eines Automaten 2 beim Lesen einer Zeichenkette Z durch ky - |Z|
beschréankt ist, wobei kg eine von 2 abhingige Zahl ist. Kodieren Sie anschlie-
Bend die Arbeitsweise eines beliebigen Kellerautomaten mit Hilfe einer 2-Band—
Turingmaschine und zeigen Sie, daf§ jedem Schritt des Kellerautomaten eine be-
schrinkte Anzahl von Schritten der Turingmaschine entspricht.

Ubung 43. Zeigen Sie, daB eine kontextfreie Sprache genau dann 0-Turn ist, wenn
sie regulér ist.

Ubung 44. Man gebe ein Verfahren an, wie man einen Chart auf das Band einer
Turingmaschine kodieren kann.

Ubung 45. Man skizziere die Arbeitsweise einer deterministischen Turingmaschine,
welche eine gegebene kontextfreie Sprache in O(n?) Platz erkennt.

Ubung 46. Man zeige: {@w” : @ € A*} ist kontextfrei aber nicht deterministisch.

Ubung 47. Man konstruiere einen deterministischen Automaten, welcher eine ge-
gebene Dyck—Sprache erkennt.

Ubung 48. Beweisen Sie Satz 2.3.13.

2.4 Ambiguitit, Transparenz und Parsingstrate-
gien

In diesem Abschnitt werden wir das Verhéltnis zwischen Zeichenketten einer Gram-
matik und Bédumen beleuchten. Wie in Abschnitt 1.6 erlautert, besteht eine einein-
deutige Beziehung zwischen Ableitungen in G und Ableitungen in der zugehorigen
Baumgrammatik. Also definiert eine Ableitung A = (&; : i < p) in G einen Baum B
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mit Marken in NV U A, dessen assoziierte Zeichenkette genau @,_; ist. Ist die letzte
Zeichenkette der Ableitung nicht terminal, dann sind die Marken der Blédtter nicht
unbedingt terminal. Solche Baume heiflen partiell.

Definition 2.4.1 FEs sei G eine kontextfreie Grammatik. & heifst eine G—Konsti-
tuente vom Typ A, falls A g a. Ist B ein Baum mit assoziierter Zeichenkette
Z. Sei y ein Teilwort von T, T eine G-Konstituente vom Typ A und D(¥y). Das
Vorkommen von i heifit akzidentielle Konstituente vom Typ A in B, falls das
Vorkommen von i in D keine Konstituente vom Typ A in B ist.

Ein Beispiel soll diese Begriffsbildung illustrieren. Sei G die folgende Grammatik.

S — SS|AB|BA
A — AS|SA|a
B — BS|SB|b

Die Zeichenkette ¥ = abaabb hat mehrere Ableitungen, welche unter anderem den
folgenden Klammerungen entsprechen:

(a(b(a((ab)p)))), ((ab)(((a(ab))b)))
Wir geben eine vollstédndige Liste von G-Konstituenten an, welche in # vorkommen:

A : a,aab, aba, baa, abaab
B : b,abb
S : ab, aabb, abaabb

Manche der Konstituenten kommen mehrfach vor, zum Beispiel ab in (g, aabb)
und (aba,b). Nehmen wir die erste Klammerung, (a(b(a((ab)b)))). Die Konstitu-
enten sind demnach a (Kontexte: (g, baabb), (ab, abb), (aba,bb)), b, ab im Kontext
(aba,b), abb im Kontext (aba, ¢), aabb, baabb und abaabb. Dies sind also die Kon-
stituenten des Baumes. Das Vorkommen (aba,b) von ab in ababb ist demnach ein
akzidentielles Vorkommen einer G-Konstituente vom Typ S. Man beachte, dafl es
auch vorkommen kann, dafl i/ eine Konstituente des Baumes 98 ist, aber daf} sie als
G—Konstituente vom Typ C' akzidentiell auftritt, weil sie in 28 den Typ D # C' hat.

Definition 2.4.2 FEine Grammatik G heifit transparent, falls keine G—Konstitu-
ente in einem Wort akzidentiell auftritt. Fine Grammatik, welche nicht transparent
ist, heifit opak. Eine Sprache heifst inhdrent opak, falls es keine transparent Gram-
matik gibt, die sie erzeugt.

Ein Beispiel mag dies illustrieren. Die Polnische Notation 148t sich durch eine trans-
parente Grammatik erzeugen. Fiir jedes n-stellige f seien die Regeln

S—F,S...S (n—mal), Fop— f
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aufgenommen, sowie S — z fiir jedes x € X. Dies definiert die Grammatik PNg. Sei

T = To ... Tp—1 eine Zeichenkette. Dann sei (%) := > _,_, v(x;), wobei y(x) := —1,
() =Q(f) - L
Lemma 2.4.3 Genau dann ist & ein Term, wenn v(Z) = —1 und wenn fir alle

echten Prdifize y von @ gilt v(y) > 0.

Aus diesem Satz folgt, dafl ein echtes Prifix eines Termes kein Term ist. Habe
also ¥ ein akzidentielles Vorkommen eines Terms ¢. Dann iiberschneidet sich i echt
mit einer Konstituente zZ. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei i = @ - v und
Z =1 -w. Es folgt nun v(v) = v(y) —v(«) < 0, da ja y(u) > 0. Es existiert also ein
echtes Prafix ¢y von @ mit @3 = —1. (Dazu mufl man sich iiberlegen, daf die Menge
aller ~(p), fiir p Préfix eines gegebenen Termes, konvex ist.)

Theorem 2.4.4 Die Grammatik PNq fiir die Polnische Notation ist transparent.

Man betrachte nun die Sprachen a®b und a™. Beide sind regulir. Eine regulire
Grammatik, welche a™b erzeugt, ist notwendig transparent. Denn Konstituenten
sind: a und a*b. Keine Konstituente tritt akzidentiell auf. Betrachte nun auf der
anderen Seite die Sprache a®. Die rechtslineare Grammatik, welche diese Sprache
erzeugt, ist opak. Denn sie erzeugt alle a™, welche also Kontituenten sind. aa tritt
aber in aaa akzidentiell auf. Wir kénnen zeigen, dal a* nicht nur keine transparente
reguldre Grammatik besitzt, sondern sogar inhérent opak ist.

Proposition 2.4.5 a™ ist inhdrent opak.

Beweis. Angenommen, es existiert eine kontextfreie Grammatik G, welche a* er-
zeugt. Es sei K = {a* : a* ist Konstituente}. Es gibt mindestens zwei Elemente
in K, etwa af und a?, ¢ > p. Nun existieren zwei Vorkommen von a? in a?, welche
iiberlappen. Eines dieser Vorkommen mufl demnach akzidentiell sein. -

Man iiberlegt sich, dal wenn S transparent ist und e € S, so muf} bereits S = {¢}
sein. Es ist leicht zu sehen, dafl eine Sprache iiber einem Buchstaben nur dann
transparent sein kann, wenn sie nicht mehr als ein Wort umfafit. Viele Eigenschaften
kontextfreier Grammatiken sind unentscheidbar. Fiir Transparenz ist dies jedoch
nicht der Fall.

Theorem 2.4.6 (Fine) Es sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann ist entscheid-
bar, ob G transparent ist oder nicht.
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Beweis. Der Beweis folgt im Wesentlichen aus dem nachstehenden Sdtzen. Denn
sei n das Maximum aller Léngen von rechten Seiten einer Produktion. Sei kg die
Konstante des Pumplemmas. Diese 1488t sich effektiv bestimmen. Nach Lemma 2.4.7
existiert ein akzidentielles Vorkommen einer Konstituente genau dann, wenn es ein
akzidentielles Vorkommen einer rechten Seite einer Produktion gibt. Diese haben
die Lénge p + 1, wo p die maximale Produktivitdt con Regeln aus G ist. Ferner
miissen wir wegen Lemma 2.4.9 nur solche Konstituenten auf akzidentielle Vorkom-
men iiberpriifen, deren Linge p? + p nicht iibersteigt. Dies kann in endlich vielen
Schritten geschehen. -

Lemma 2.4.7 Genau dann ist G opak, falls es eine Produktion p = A — a gibt,
sodafl a akzidentiell auftritt.

Beweis. Es sei ¢ ein Zeichenkette minimaler Lange, welche akzidentiell auftritt. Sei
etwa C' ein akzidentielles Vorkommen von . Es sei ferner ¢ = ,095, und A — &
eine Regel. Dann existieren zwei Falle. (A) Das Vorkommen von & ist akzidentiell.
Dann haben wir einen Widerspruch zur Minimalitidt von @. (B) Das Vorkommen von
@ ist nicht akzidentiell. Dann tritt 73 A, ebenfalls akzidentiell in C' auf! (Wir kénnen
dann némlich die Ersetzung A — & in der Zeichenkette, die ¢ enthilt, riickwarts
anwenden, da @ eine Konstituente ist.) Auch dies widerspricht der Minimalitét von
J. Also ist ¢ eine rechte Seite einer Produktion. —

Lemma 2.4.8 Es sei G eine kontextfreie Grammatik ohne Regeln der Produktivitdt
—1 und a, ¥ Zeichenketten. Es sei 7 eine Konstituente vom Typ A in welchem &
akzidentiell auftritt. Ferner sei 5 minimal in dem folgenden Sinne: es existiert kein
8 vom Typ A mit (1) 6] < |7| und (2) 6 b¢ 7 und (3) @ tritt akzidentiell in & auf.
Dann schneidet jede Konstituente der Linge > 1 von 7 das akzidentielle Vorkommen
von &.

Beweis. Es sei ¥ = &1 17709, |17] > 1, und dieses Vorkommen von 77 eine Konstituente
vom Typ A, welche @ nicht schneidet. Dann ist & akzidentiell in 6 := &1 A 7. Ferner
ist [6] < 7], im Widerspruch zur Minimalitét von 7. -

Lemma 2.4.9 Es sei G eine kontextfreie Grammatik mit Regeln der Produktivitdt
mindestens 0 und hdchstens p und d eine Zeichenkette der Linge n, welche akzi-
dentiell auftritt. Dann existiert eine Konstituente 7 der Ldnge < np, in welcher &
akzidentiell auftritt.

Beweis. Sei A ¢ 4 minimal im Sinne des vorigen Lemmas. Dann gilt, dafi jede
Konstituente aus 7 der Lange > 1 @ echt schneidet. Also wurde ¥ mit Hilfe von
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hochstens n Anwendungen von Regeln der Produktivitdat > 0 erzeugt. Daher gilt
17| < np.

Die Eigenschaft der Transparenz ist stiarker als die der eindeutigen Lesbarkeit,
welche wie folgt definiert wird.

Definition 2.4.10 FEine Grammatik heifit eindeutig, falls es zu jeder Zeichenkette
T hdchstens einen G-Baum mit assoziierter Zeichenkette T gibt. Ist G nicht ein-
deutig, so heifst G mehrdeutig oder ambig. Fine kontextfreie Sprache S heifit
inhdrent ambzig, falls jede S erzeugende Grammatik mehrdeutig ist.

Proposition 2.4.11 Fine transparente Grammatik ist eindeutig.

Es existieren inhérent mehrdeutige Sprachen. Der folgende Satz gibt ein ein Beispiel.

Theorem 2.4.12 (Parikh) Die Sprache {a"b"c™ : n,m € w} U {a™b"c" : n,m €
w} ist inhdrent ambig.

Beweis. Die Sprache ist kontextfrei, und so existiert eine kontextfreie Grammatik
G mit L(G) = S. Wir werden zeigen, dafl G ambig ist. Es gibt eine Konstante
kq, die das Pumplemma erfiillt. Es sei n := kg!. Dann existiert eine Zerlegung von
a2nb2nc3n in
Uy T1 U1 Y1 21

derart, dafl das Vorkommen von Z; ¢; 41 nicht mehr als kg vom linken Rand der Zei-
chenkette entfernt ist. Ferner konnen wir es so einrichten, dafl ¢} die Lange hochstens
ke hat. Wie wie schon frither gesehen haben, kann #; ¢} nicht a, b und c zugleich
enthalten. Ferner besteht die Zeichenkette nicht nur aus c. Es ist dann #; = a?
und i = bP fiir ein gewisses p. Wir betrachten nun eine maximale Konstituente der
Form a?b?. Eine solche muB offensichtlich existieren. Darin ist eine Konstituente
der Form a?“b? " enthalten fiir i < k. Dies folgt wieder nach dem Pumplemma.
Also kénnen wir a’ und b’ gleichzeitig hochpumpen und bekommen so Zeichenketten

der Form
a2p+kz b2p+k’z C3q

wobei eine Konstituente der Form a?**—"b2r+ki=s fiir gewisse r, s < kg existiert.
Insbesondere erhalten wir daraus fiir k = p/i

a’P p3P ¢34

Nun bilden wir eine Zerlegung von a’"b?"c?” in
gung
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derart, dafl das Vorkommen von 75 U5 7> nicht mehr als kg vom linken Rand der
Zeichenkette entfernt ist und v, die Lange < kg hat. Analog bekommen wir dann eine
Konstituente der Form b2~ ¢2»~"" fiir gewisse ', s’ < k¢. Falls nun G nicht ambig
ist, sind beide gleichzeitig Konstituenten in einem Baum fiir diese Zeichenkette. Aber
diese Konstituenten iiberlappen sich. Denn es enthilt die linke Konstituente 3p — s
viele b, und die rechte enthilt 3p— s’ viele b. Da3p—s+3p—s' = 6p—(s+s’) > 3p,
miissen sich diese Konstituenten iiberlappen. Sie sind aber offensichtlich nicht gleich.
Das ist jedoch nicht moglich. Also ist G ambig. Da G beliebig war, ist S inhédrent
ambig.

Wir kommen nun zu einer Eigenschaft, die eigentlich das genaue Gegenteil der
Eindeutigkeit ist. Sie besagt, daB, falls in ¥ ein Vorkommen eines Teilworts ¥ ei-
ne G-Konstituente vom Typ B ist, so existiert auch ein Baum, in welchem dieses
Vorkommen eine Konstituente vom Typ B ist. Dies kénnen wir auch so formulieren.

Definition 2.4.13 Eine kontexifreie Grammatik hat die NTS—Eigenschaft, falls
aus C' Fqg a, d = a; - ﬁ Oy und B — 5 € R folgt: C' g ay - B - dy. Eine Sprache
heifst NTS—Sprache, falls sie durch eine NTS-Grammatik erzeugt werden kann.

Die folgende Grammatik ist zum Beispiel nicht NT'S.
X—aX, X—a

Denn zwar ist X F aa, aber es gilt nicht X F Xa. Im allgemeinen sind regulére
Grammatiken nicht NTS. Es gilt jedoch

Theorem 2.4.14 Alle requldren Sprachen sind NTS—Sprachen.

Beweis. Es sei S reguldr. Dann existiert ein endlicher Automat 2 = (Q, qo, F, 9)
mit S = L(A). Nun sei N := {S*}U{L(p,q) : p,q € Q}, das Startsymbol sei S*. Die
Regeln sind

S* —  L(go,q) geF
L(p,q) — L(p,7)L(r,q)
Lip,q) — a q €0(p,a)

Dann gilt L(p,q) Fg & genau dann, wenn ¢ € §(p, ¥), wie man durch Induktion
bestéitigt. Hieraus folgt S* k¢ & genau dann, wenn & € L(2). Also ist L(G) = S. Es
bleibt also zu zeigen, dafl G die NTS—-Eigenschaft hat. Dazu sei L(p, ¢) k¢ a3 G- dy
und L(r, s) k¢ 3. Zu zeigen ist L(p,q) Fg @i - L(r, s) - dy. Dazu erweitern wir den
Automaten 24 zu einem Automaten, der Zeichenketten aus N U A liest. Dabei ist
q € §(p,C) genau dann, wenn fiir jede Zeichenkette ¢ mit C' ¢ 7 gilt g € d(p, J).
Dann ist klar, dal ¢ € §(p,L(p,q)). Dann gilt weiterhin L(p, q) F¢ & genau dann,
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wenn g € 6(p,d). Also ist r € d(p,d1) und ¢ € (s, dy). Hieraus folgt L(p,q) Fqg
L(p,r)L(r, s)L(s, q) und schlieBllich L(p, q) Fg @1L(r, s)ds. -

Hat eine Grammatik die NTS-Eigenschaft, so lassen sich die Zeichenketten sehr
schnell daraufhin iiberpriifen, ob sie von der Grammatik erzeugt werden koénnen.
Wir skizzieren die Arbeitsweise eines Kellerautomaten, der L(G) erkennt. Von links
nach rechts kommend, werden die Symbole in den Keller getan. Der Automat merkt
sich mit Hilfe seiner Zustidnde die Beschaffenheit des Kellers bis zu der Tiefe k, wo s
die Lange der langsten rechten Seite einer Regel ist. Ist eine rechte Seite einer Pro-
duktion gefunden, so wird sie aus dem Keller geloscht und das Nichtterminalsymbol
ersetzt. In diesem Moment mufl der Automat allerdings den Keller s viele Symbole
tief hervorholen und sich so wieder vergewissern, welche die letzten x Symbole sind.
Wiederum reicht dazu ein endliches Gedéachtnis aus. Anschliefend wird die Zeichen-
kette wieder in den Keller getan, und der Automat arbeitet wie beschrieben weiter.
Wichtig ist, dafl das Reduzieren des Kellers immer dann vorgenommen wird, wenn
es moglich ist.

Theorem 2.4.15 Es sei G eine NT'S-Grammatik. Dann ist G deterministisch. Ins-
besondere ist das Erkennungs— und Analyseproblem in DTIME(n).

Wir wollen dieses Resultat vertiefen. Dazu abstrahieren wir ein wenig von dem Kel-
lerautomaten und fithren einen Kalkiil ein, der Paare & F 7 manipuliert. Hierbei
moge man bei @ an den Keller des Automaten denken und bei & an die Zeichenkette
rechts vom Lesekopf. Es ist im Ubrigen nicht zwingend erforderlich, auf der rech-
ten Seite nur terminale Zeichenketten zu betrachten, aber die Verallgemeinerung
auf beliebige Zeichenketten ist einfach. Die folgende Operation, Schieben genannt,
simuliert das Lesen des ersten Zeichens in den Keller.

e
Schieben: M
ey

Eine andere Operation ist das Reduzieren.

Reduzieren von p:

Hierbei mufl p = X — & eine G—Regel sein. Diesen Kalkiil nennen wir den Kalkiil
des Schiebens und Reduzierens fiir G. Es gilt nun folgender Satz, der leicht
durch Induktion iiber die Lange der Ableitung zu erbringen ist.

Theorem 2.4.16 Es sei G eine Grammatik. Genau dann ist d g &, wenn es eine
Ableitung von d & € aus € = T im Kalkil des Schiebens und Reduzierens fiir G gibt.
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Tabelle 2.1: Eine Ableitung durch Schieben und Reduzieren

€ F aacbb
a F acbb
A Facbb
Aa Fcbb
AA  Fcbb
AAc Db
AAS FDbb
AASbFD
AASBFDb

AS Fb
ASb F¢
ASB F=¢

S Fe

Diese Strategie kann auf jede Sprache angewendet werden. Wir nehmen folgende
Grammatik

S — ASB|c
A — a
B — b

Dann ist S k¢ aacbb. In der Tat bekommen wir die in Tabelle 2.1 gezeigte Ablei-
tung. Natiirlich ist dieser Kalkiil nicht eindeutig; wir miissen an vielen Stellen raten,
ob wir Schieben sollen oder Reduzieren und welche Regel wir reduzieren (auch hier
kann es zu Konkurrenzfiallen kommen, ndmlich wenn die rechte Seite einer Produk-
tion ein Suffix der rechten Seite einer anderen Produktion ist). Wir nennen nun
eine k—Strategie eine Funktion f, welche zu einem Paar & - ¥ festlegt, ob man
reduzieren soll oder schieben. Dabei soll f nur abhéngen von (1) den moglichen Re-
duktionsregeln, welche auf & angewendet werden kénnen, und (2) von den ersten k
Zeichen von #. Wir nehmen an, dafl der im Konkurrenzfall nur eine Regel zum Zuge
kommen kann. Eine k-Strategie ist eine Abbildung von R x |J,_, A’ nach {s,r}. Ist
a F ¥ gegeben, so bestimmt man die nichste Regelanwendung wie folgt. Es sei 5
ein Suffix von @, welches reduzierbar ist. Ist f (ﬁ, *)#) = s, so wird geschoben; ist
f (5, ®F) = r, so wird 5 reduziert. Dies ist im allgemeinen noch nicht eindeutig;
denn es kann ja eine rechte Seite einer Regel ein Prifix einer rechten Seite einer
anderen Regel sein. Wir betrachten daher die Eigenschaft

() Ist p1 = X; — By € Rund ps = X5 — 32 € R, p1 # ps, und hat 7 die Lénge
< k, soist f(/1,9) oder f(B2,¥y) undefiniert.
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Definition 2.4.17 Eine Grammatik heifst LR(k)-Grammatik, falls nicht S =7
S wund falls fir ein k € w eine k—=Strategie fir das Ableitungsverfahren existiert.
FEine Sprache heiffit LR(k)-Sprache, falls es eine LR(k)-Grammatik gibt, welche
sie erzeugt.

Theorem 2.4.18 FEine Grammatik ist eine L R(k)—-Grammatik, falls gilt: sind 17,6, %;
und Tjs0a Ty Techtsseitig ableitbar, und sei p := |fj1d1| + k, und ist

50 15t 771 = 772, &1 = &2 und (k).fl = (k)fg

Dieser Satz ist nicht schwer zu zeigen. Er besagt, dafl die Strategieentscheidung
tatsdchlich nur von dem Préfix der Lange k der zu lesenden Zeichenkette abhéngt.
Dies ist im Wesentlichen also die Eigenschaft (x). Man mu8 sich dabei noch klarma-
chen, dafl eine Ableitung im Kalkiil des Schiebens und Reduzierens einer rechtssei-
tigen Ableitung in G entspricht, vorausgesetzt, man reduziert so frith wie moglich.
Wir werden im Folgenden zwei Sétze beweisen, welche genau die LR(k)-Sprachen
charakterisieren. Es stellt sich ndmlich heraus, dafl jede deterministische Sprache
schon eine LR(1)-Sprache ist, wihrend die LR(0)-Sprachen eine echte Teilklasse
bilden. Da eine LR(k)-Sprache auch schon eine LR(k 4 1)-Sprache ist, und jede
LR(k)-Sprache deterministisch ist, bekommt man also nur zwei Klassen von Spra-
chen: LR(0)— und LR(1)-Sprachen.

Theorem 2.4.19 LR(k)-Sprachen sind deterministisch.

Diesen Satz iiberlassen wir dem Leser. Die Aufgabe ist nun lediglich, aus einer Stra-
tegie einen deterministischen Automaten zu extrahieren, der die Sprache erkennt.

Lemma 2.4.20 Jede LR(k)-Sprache ist eine LR(k + 1)-Sprache.

Der Beweis dieses Satzes ist einfach. Wir haben daher die folgende Hierarchie:
LR(0) € LR(2) € LR(2) C LR(3)...

Diese Hierarchie ist jedoch schon ab k = 1 stationér.

Lemma 2.4.21 Es sei k > 0. Ist S eine LR(k + 1)-Sprache, so ist S auch eine
LR(k)-Sprache.
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Beweis. Zum Beweis konstruieren wir aus einer LR(k + 1)-Grammatik G eine
LR(k)-Grammatik G~. Der Einfachheit halber nehmen wir an, da§ G in Chomsky—
Normalform ist. Der allgemeine Fall ist leicht aus dem Spezialfall zu bekommen. Die
Idee zu hinter der Konstruktion ist wie folgt. Eine Konstituente von G~ entspricht
einer um ein Zeichen nach rechts verschobenen Konstituente von G. Wir fithren dazu
neue Symbole ein, ndmlich [a, X, b], a,b € A, und [a, X, ], a € A. Das Startsymbol
von G~ ist das Startsymbol von G. Die Regeln sind wie folgt:

S — € falls S — e € R

S — ala,S, ¢ acA

la, X,b] — [a,Y,c][c,Z,b] a,bjce A X -YZ€ER
la, X,e] — [a,Y,c][c,Z,e] a,be A, X -YZeER
la, X,b] — b a,be A, X —a€R

la, X,e] — ¢ acA,X —a€R

Durch Induktion iiber die Lénge der Ableitung zeigt man nun:
[a,X,b] Fo> ab = Xl—Ga&

[a,X,E] |_0>& <~ X"G'CLCY

Daraus lafit sich nun leicht ableiten, dafl G eine LR(k)-Grammatik ist. Seien dazu
710471 und 7205 rechtsseitig in G~ ableitbar, und sei p := |74, | + k, sowie

(p)ﬁl&lfl = (p)772@21’2

Dann ist 7,017 = 7,ayb¥; fir ein b € A und gewisse 77}, @) mit arj; = 7jjc fiir

- = . = = = = =] = - 4 - =
a,c € A und ca; = ajb. Ferner ist und a0y = 17505075, arjy = 1,c und cdy = @,
fiir gewisse 77, und @,. Also haben wir

(p)ﬁ*l@*/lbfl — (p)ﬁ'zo?ébfg

und p = |7,d}| + k + 1. Ferner sind die linke und rechte Zeichenkette rechtsseitig
ableitbar in G. Daraus folgt jetzt, da G eine LR(k)-Grammatik ist, dafl 7] = 7, und
) = aly, sowie *Dpy = FHDpE, Wir bekommen daraus 7, = 7, @; = a3 und
Kz, = B g, wie verlangt.

Wir werden nun folgenden wichtigen Satz beweisen.
Theorem 2.4.22 Jede deterministische Sprache ist eine LR(1)-Sprache.

Der Beweis ist relativ langwierig. Zu allererst werden wir uns ein paar Hilfssétze
besorgen, die zeigen, daf§ strikt deterministische Sprachen genau die durch strikt
deterministische Grammatiken erzeugten Sprachen sind, und daf sie eindeutig sind
und sogar LR(0). Dies wird dann den Schliissel fiir den allgemeinen Satz geben.
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Zunéchst also zuriick zu den strikt deterministischen Sprachen. Wir sind noch
den Nachweis schuldig geblieben, daf§ strikt deterministische Grammatiken nur strikt
deterministische Sprachen erzeugen kénnen. Dies ist im Wesentlichen die Folge einer
Eigenschaft, die wir die Linkstransparenz nennen wollen. Wir sagen, a trete in 1y & 1,
mit linkem Kontext 17, auf.

Definition 2.4.23 FEs sei G eine Grammatik. G heifit linkstransparent, falls eine
Konstituente in einer Zeichenkette niemals mit gleichem linken Kontext akzidentiell
auftreten kann. Dies bedeutet: ist ¥ eine Konstituente vom Typ C in 11 T 32, und ist
7 =1 Tys eine G-Zeichenkette, so ist T auch in z' eine Konstituente vom Typ C.

Fiir den folgenden Satz benotigen wir ein paar Definitionen. Es sei B ein Baum und
n € w eine natiirliche Zahl. Dann bezeichnet 9 denjenigen Baum, der aus allen
Knoten oberhalb der ersten n Blétter besteht. Sei dazu P die Menge der Bléatter
von B, etwa P = {p; : i < ¢} und sei p; C p; genau dann, wenn ¢ < j. Dann setze
N, = {p; :i <n}, und O, := TN,. WB := (0,,r,<,C), wobei < und C die
auf O, relativierten Relationen sind. Ist nun ¢ eine Markierung und ¥ = (98, /) ein
markierter Baum, so sei ™T = (MB ¢ | O,). Wiederum bezeichnen wir ¢ | O,
schlicht mit ¢. Wir bemerken, da8 die Menge R, := ™98 — (D98 durch < linear
geordnet ist. Genauer existiert fiir jedes y € R,,, welches kein Blatt ist, ein z mit
z < y. Betrachten wir nun das groite Element v von R,,. Dann entstehen zwei Félle.
(a) z hat keine rechte Schwester. (b) z hat eine rechte Schwester. Im fall (a) wird
beim Ubergang von =198 zu (MB die Konstituente der Mutter von u abgeschlossen.
Es sei y am rechten Rand von ¥, falls es kein z gibt mit y C z. Es besteht T R,, aus
genau denjenigen Elementen, die am rechten Rand von 9, und R, besteht aus
denjenigen Elementen, welche in ™% am rechten Rand sind nicht aber in ("~18.
Nun gilt:

Proposition 2.4.24 Sei G eine strikt deterministische Grammatik. Dann ist G
linkstransparent. Ferner gilt: Es seien T1 = (B1,01) und To = (Bo, ls) partielle
G—-Bdume, so daf folgendes gilt:

1. Ist C; die Marke der Wurzel von T;, dann ist C7 = Cs.

Dann gibt es einen Isomorphismus f : ™8, — TUBy mit by(f(2)) = b1(z), falls
x nicht am rechten Rand von "TVB ist und lo(f(z)) = 1(x) sonst.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber n. Wir nehmen an, er gelte
fiir alle £ < n. Ist n = 0, so gilt diese Annahme ohnehin. Nun zeigen wir die



116 2. Kontextfreie Sprachen

Behauptung fiir n. Es existiert also nach Voraussetzung ein Isomorphismus f, :
(M98, — (MW, mit den oben angegebenen Eigenschaften. Setze wieder R, :=
()93, — ()98, Wir werden nun als erstes zeigen, daB fo(f,,(x)) = £, (x) fiir alle z ¢
T R, 41. Daraus folgt unmittelbar, dafl ¢5(f,,(x)) = ¢1(z) fir alle x € T Rpy1 — Rut1,
da G strikt deterministisch ist. Die Behauptung zeigen wir durch Induktion iiber
die Hohe von z. Ist h(x) = 0, so ist = Blatt, und die Behauptung gilt aufgrund der
Annahme, dafl ¥; und T, dieselben assoziierten Zeichenketten haben. Ist h(z) >
0, so sind alle Tochter von x nicht in T R,.;. Nach Induktionsvoraussetzung ist
demnach 45(f,(y)) = l1(y) fiir alle y < x. Da G strikt deterministisch ist, ist die
Marke von x eindeutig bestimmt, denn ¢5( f,,(x)) = ¢1(z), nach Induktionsannahme.
Daher gilt jetzt: lo(fn(z)) = ¢1(z), Dies zeigt die erste Behauptung. Nun werden
wir noch f, zu einem Isomorphismus f,,; von "*Y9B, auf Y98, fortsetzen und
gleichzeitig beweisen, dafl {5( f,,(x)) = ¢, (z) fir alle z € T R,,+1. Dies gilt schon nach
Induktionsvoraussetzung fiir alle x & R, 1. Also miissen wir dies nur fiir z € R, 4
zeigen. Dies machen wir wie folgt. Es sei ug der grofite Knoten in R, ;. Gewif3 ist
up nicht die Wurzel. Es sei daher v die Mutter von ug. f, ist auf v definiert, und wir
haben #5(f,(v)) = ¢1(v). Nach Voraussetzung gilt fiir alle x T w: l5(f,,(x)) = l1(z).
Also gilt jetzt erst einmal, dafl es eine Tochter g von f,(v) gibt, welche nicht im
Bild von f, ist. Wir wéhlen z{, minimal mit dieser Eigenschaft. Dann setzen wir
frt1(uo) = xo. Es gilt jetzt lo( frir1(uo)) = €1(up). Wir fahren nun mit u, anstelle
von v fort. Auf diese Weise erhalten wir eine Abbildung f,,; von QLY R, =
(98 in DB, mit ly(fri(x)) = i), falls © € Rypq, und ly(fri(x)) = 1(2)
sonst. Dafl f, .1 auch surjektiv ist, sieht man so. Angenommen, u; sei das Blatt
von By in R, ;. Dann ist jetzt x; = f,11(ux) kein Blatt in Bs, und dann existiert
ein a1, welches in ("B, — (B, ist. Es gilt lo(frr1(zx)) = €1 (ug). Sei x, das
Blatt in L. Aufgrund von Lemma 2.3.17 ist dann ¢5(x,) # ¢2(x)) und deshalb auch
ly(z,) # 01 (uy). Aber nach Voraussetzung is ja x, das n+1te Blatt in B, und ebenso
ist uy das n + 1te Blatt in 9B, woraus dann ¢y (uy) = f2(z,) folgt, im Widerspruch
zu dem eben Gezeigten.

Theorem 2.4.25 Es sei G eine strikt deterministische Grammatik. Dann ist L(G)
eindeutig. Ferner ist G eine LR(0)-Grammatik und strikt deterministisch.

Beweis. Die Strategie des Schiebens und Reduzierens konnen wir auf folgende Weise
anwenden: immer wenn, von links kommend, eine rechte Seite einer Regel X — [i
identifiziert ist, so ist schon eine Konstituente vom Typ X gefunden, und wir konnen
reduzieren. Dies zeit, dal wir eine 0—Strategie haben. Daher ist die Grammatik eine
LR(0)-Grammatik. L(G) ist sicher eindeutig. Ferner ist L(G) deterministisch, nach
Satz 2.4.19. Zu guter Letzt miissen wir noch noch zeigen, dafi L(G) préfixfrei ist,
denn dann folgt mit Satz 2.3.12 schon, daf§ L(G) strikt deterministisch ist. Nun sei
Zy € L(G). Ist dann auch & € L(G), so gilt nach Proposition 2.4.24 schon y = ¢.
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Es erscheint auf den ersten Blick, daf§ das Lemma 2.4.21 auch fiir £ = 0 gilt. Die
Konstruktion 1a8t sich ja ohne weiteres auf diesen Fall ausdehnen. In der Tat bekom-
men wir dann so etwas wie eine LR(0)-Grammatik; allerdings iiberlege man sich,
dafl eine Strategie fiir G~ nun nicht mehr von dem néchsten Symbol abhingt, wohl
aber von der Tatsache, ob das zu noch lesende Wort leer ist oder nicht. Die Strategie
ist also nicht ganz unabhéngig von dem rechten Kontext, obwohl die Abhéngigkeit
schon stark reduziert ist. Dafl LR(0)—Sprachen in der Tat spezieller sind als LR(1)-
Sprachen, das ist eine Folge aus dem néchsten Satz.

Theorem 2.4.26 (Geller & Harrison) Sei S eine deterministische kontextfreie
Sprache. Dann sind dquivalent:

1. S ist LR(0)-Sprache.
2. Fallsz € S, 7ve€ S und y €S, soist auch yjv € S.

3. Es qibt strikt deterministische Sprachen U und V', sodafs S =U - V*.

Beweis. Es sei S eine LR(0)-Sprache. Dann gibt es eine LR(0)-Grammatik G fiir
S. Also gilt: ist X — & eine Regel, und ist 7d ¢ G—ableitbar, so ist auch 7.X ¢ in
G ableitbar. Durch Induktion 148t sich dieser Sachverhalt auch fiir alle Paare X, @
zeigen, fiir die X ¢ @. Nun sei ¥ € S und v € S. Dann gilt S ¢ Z, und so haben
wir nach dem Vorangegangenen ¢ Sv. Nun gilt auch S F4 ¢, und so ¢ yv. Also
gilt (2.). Nun gelte die Eigenschaft (2.) fiir S. Es sei U die Menge aller & € S derart,
dal ¢ ¢ S fiir jedes echte Préfix ¢ von Z. Es sei V' die Menge aller ¥ derart, dafl
v € S fir ein ¥ € U, aber £w ¢ S fiir jedes ¥ € U und jedes echte Préfix « von
0. V ist nun die Menge aller ¢ € V* — {e}, fiir die kein echtes Prifix in V* — {¢}
ist. Es gilt U - V* = §. Dazu sei erst einmal gezeigt, dal S C U - V*. Sei © € S.
Wir unterscheiden zwei Fille: (a) Kein echtes Prifix von @ ist in S. Dann ist @ € U,
nach Definition von U. (b) Es gibt ein echtes Prifix & von «, welches in S ist. Wir
wahlen 7 minimal. Dann ist ¥ € U. Sei ¥ = £ 7. Nun entstehen wieder zwei Félle:
(A) Fiir kein echtes Préfix wy von v ist £y € S. Dann ist v € V, und wir sind
fertig. (B) Es gibt ein echtes Prifix wy von ¢ mit Zwy € S. Sei v = Wy v;. Dann
gilt aufgrund der Eigenschaft (2) Zv), € S. (Setze in (2.) fiir & jetzt Z Wy, fiir ¥ setze
Z und fiir @ setze ¥7.) Zv; hat kleinere Lénge als ' ¢. Fahre nun mit #¢ in der
gleichen Weise fort. Am Ende erhélt man eine Zerlegung von ¢ = Wy . . . W,_1 mit
w; € V fiir alle 1 < n. Also ist S C U - V*. Wir zeigen nun U - V* C S. Sei namlich
@ =T [[,., W Ist n = 0, so ist ¥ = & und nach Definition von U ist @ € S.
Nun sei n > 0. Mit der Eigenschaft (2) 1a8t sich zeigen, dal 2'- [],_, _, @; € S ist.
Dies zeigt, dal « € S. SchlieBlich miissen wir zeigen, dal U und V' deterministisch
sind. Dies folgt fiir U bereits aus Satz 2.3.13. Nun seien &,y € U. Dann gilt wegen
(2) P:={v:7Fv e S} ={0:yu e S} Der Leser moge sich iiberzeugen, dafi P
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deterministisch ist. Nun sei V' die Menge aller ¥, fiir die kein Préfix in P — {€} ist.
Dann ist P = V* und wegen Satz 2.3.13 ist V strikt deterministisch. Dies zeigt die
Behauptung (3.). Nun gelte schlieBlich (3.). Wir haben zu zeigen, daf§ S eine LR(0)—
Sprache ist. Dazu sei G; = (S, Ny, A, R;) eine strikt deterministische Grammatik,
welche U erzeugt und Gy = (Sg, No, A, Ry) eine strikt deterministische Grammatik,
welche V' erzeugt. Dann sei G := (S3, Ny U No U {S3,84}, A, R3) wie folgt definiert.

Ry:=  {S3— 51,83 — 515451 — 52,54 — 5254}
U RiUR,

Es ist nicht schwer zu sehen, dafl G5 eine LR(0)-Grammatik ist und da§ L(G5) = S.
_|

Die Zerlegung in (3.) ist eindeutig, wenn man ausschliefit, dafl V' = @& und da8
U = {e} nur dann, wenn V' = {e}. Damit versorgt man die Fialle S = @ und S = U.
Im Ubrigen kann U = V durchaus auftreten,. Dann ist S = U*. Ein solcher Fall
sind die Semi-Dyck-Sprachen.

Nun also zum Beweis von Satz 2.4.22. Sei S deterministisch. Dann setze T' :=
S - {$}, wo $ ein neues Symbol ist. T" ist sicherlich deterministisch und auch prifix-
frei, also auch strikt deterministisch. Es folgt, dafl T' eine LR(0)-Sprache ist. Es
gibt also eine strikt deterministische Grammatik G, welche T erzeugt. Aus dem
nachstehenden Lemma folgt dann, da§ S eine LR(1)-Sprache ist.

Lemma 2.4.27 Es sei G eine LR(0)-Grammatik der Form G = (S, NU{$}, A, R)
mit RC Nx(NUA)*U(NUA)*-3) und L(G) C A*$, und es gebe keine Ableitung
S=rS$ in G. Es sei H definiert durch H := (S, N, A, Ry U Ry), wobei

Ry = {A—-d:A—deRde(NUA*}
Ry = {A—d:A—d$eR}

Dann ist H eine LR(1)-Grammatik und L(H)$ = L(G).

Zum Beweis iiberlege man sich das Folgende. Zunéchst gilt nicht S =7 S in H.
Ferner: ist S =7 @ in H, so existiert ein D mit $ = @D in G, und ist S =} §in
G, so ist 5 =aD und S =] @ in H. Daraus 148 sich unmittelbar ableiten, dal H
eine LR(1)-Grammatik ist.

Kommen wir zum Schlufl noch auf den Kalkiil des Schiebens und Reduzierens
zuriick. Wir verallgemeinern diese Strategie nun wie folgt. Zu jedem Symbol o unse-
rer Grammatik nehmen wir noch ein Symbol a hinzu. Dieses Symbol sei ein formales
Inverses zu «; es signalisiert, dafl an seiner Stelle ein a gesucht wird aber nicht ge-
funden wurde. Dies bedeutet, daB wir den folgenden Ubergang erlauben

naa kT
7 T
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Wir nennen diese Regel Kiirzen. Wir schreiben bei Zeichenketten @ auch @. Dabei
ist zu beachten, dafl sich die Reihenfolge umkehrt. So ist AB = B - A. Diese neuen
Zeichen erlauben es, auf der linken Seite Reduktionen vorzunehmen, auch wenn nur
ein Teil der rechten Seite der Produktion identifiziert worden ist. Die allgemeinste
Regel ist die folgende:

nXakx

n

Diese Regel heifle die LC-Regel. Hierbei ist X — @b eine G-Regel. Dies bedeutet
anschaulich, dal wenn bereits @ gefunden wurde, die Zeichenkette ein X ist, sofern
noch & folgt. Da 5 aber noch nicht vorhanden ist, mufi man 5 hinschreiben. Der
LC—Kalkiil besteht aus den Regeln Schieben, Kiirzen und LC. Es gilt nun folgender
Sachverhalt.

Theorem 2.4.28 Es sei G eine Grammatik. Genau dann ist d g &, wenn es eine
Ableitung von € & € aus @ & T im LC-Kalkiil gibt.

Ein Spezialfall ist @ = e. Hier ist iiberhaupt kein Stiick der rechten Seite er-
kannt worden, und man rat gewissermaflen eine Regel. Falls man anstelle der iibli-
chen Reduktionsregeln nur diese Regeln nimmt, bekommt man die Top—Down-
Strategie. Hier darf man also Schieben, Kiirzen, und eine Regel raten. Eine Gram-
matik heifit LL(k)-Grammatik, falls es ein deterministisches Ableitungsverfahren
mit Top-Down—Strategie gibt, in welchem der jeweils néchste Schritt von den £ er-
sten Zeichen von & abhéngt. Der Fall £ = 0 ist hier allerdings von wenig Nutzen
(siche die Ubungen).

Dieses Verfahren ist allerdings zu flexibel, um niitzlich sein zu kénnen. Man
kann jedoch folgenden Weg gehen. Die rechte Seite einer Produktion wird hier in
zwei Teile aufgeteilt, welche durch einen Punkt voneinander getrennt werden.

A.SB|c.
a.
b.

w = W
Ll

Dieser Punkt legt fest, welches Anfangsstiick gelesen werden muf}, damit die LC—
Regel angewendet werden darf; und dann muf sie auch angewendet werden. Eine
Strategie dieser Form heifit Verallgemeinerte Left—Corner—Strategie. Ist der
Punkt stets ganz rechts, bekommen wir die Bottom—-Up-Strategie, ist der Punkt
stets ganz links, bekommen wir die Top—Down—Strategie.

Ubung 49. Zeigen Sie, daB eine Grammatik G mit L(G) # {¢} nur dann transparent
ist, wenn sie keine Regeln A — ¢ besitzt.

Ubung 50. Beweisen Sie Satz 2.4.19.
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Tabelle 2.2: Verallgemeinerte LC—Strategie

S F aacbb
Sa Facbb
SA Facbb
BS Facbb
BSa Fcbb
BSA I cbb
BBS I cbb
BBScl bb
BBSSF bb
BB Fbb
BBb Fb
BBB b

B Fb

Bb Fe¢

BB Fe¢

€ Fe

Ubung 51. Beweisen Sie Lemma 2.4.3. Zeigen Sie ferner: Ist & ein Term, so ist die
folgende Menge P konvex.

P :={~(¥) : ¥ Prafix von 7}

Ubung 52. Zeigen Sie: Ist S deterministisch, so ist auch S/{z} sowie {Z}\S deter-
ministisch.

Ubung 53. Man zeige, eine Grammatik ist eine LL(0)-Grammatik, falls sie genau
einen Baum erzeugt.

Ubung 54. Geben Sie ein Beispiel einer NTS-Sprache, welche keine LR(0)-Sprache
ist.

2.5 Der Satz von Parikh

In diesem Abschnitt wollen wir den sogenannten Satz von Parikh ([37]) zeigen. Der
Beweis wird hier gefiihrt, indem wir zunéchst zeigen, daf§ die Baummengen, wel-
che von kontextfreien Grammatiken erzeugt werden, auch von unregulierten Bau-
madjunktionsgrammatiken erzeugt werden koénnen. Bevor wir jedoch auch diesen
Beweis antreten, wollen wir den Satz von Parikh inhaltlich vorstellen.
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Der Leser moge sich an unsere Darstellung von Monoiden und Zeichenketten er-
innern. Wir wollen wieder von einem endlichen Alphabet A ausgehen. Nun definieren
wir eine zweistellige Operation +, welche folgenden Gesetzen unterliegt.

x40 = x
v+ y+z) = (x+y)+=
r+vy = Y+

Wir definieren die Notation nx wie folgt. Esist 0.2 :=0und (k+1)-2 :=k-x+x.
Analog zu den Zeichenketten betrachten wir Terme, welche aus Elementen aus A
aufgebaut sind mit Hilfe des Symbols 0 und dem Symbol 4. Dabei gelten zwei Terme
als gleich, wenn sie unter Benutzung der obigen Gleichungen ineinander iibergefiihrt
werden konnen. Wir bezeichnen mit M(A) die Menge aller solcher Terme unter
dieser Identifikation.

Definition 2.5.1 FEine kommutative Halbgruppe mit Eins ist ein Tripel (H,0,+),
welches ein Monoid ist und in dem fiir alle x,y € H gilt x +y =y + x.

Nach Konstruktion ist 9(A) := (M(A),0,+) eine kommutative Halbgruppe mit
Eins. Mehr noch, 9t(A) ist die von A frei erzeugte kommutative Halbgruppe. Dies
nachzuweisen, ist dem Leser iiberlassen. Wir betrachten nun die Menge w™ aller
n—langen Folgen von natiirlichen Zahlen, versehen mit der Operation + definiert
durch
(iri<n)y+(yi:i<n):=(zr;+y;:i<n).

Diese bildet zusammen mit dem Element 5, bestehend aus lauter Nullen, eine kom-
mutative Halbgruppe, die wir mit 2" bezeichnen. Fiir den folgenden Satz bendtigen
wir noch das sogenannte Kroneckersymbol. Dies ist wie folgt definiert.

. 1 wenn i =y,
7771 0 sonst.

Theorem 2.5.2 FEs sei A = {a; : i < n}. Sei h diejenige Abbildung, welcher dem
Element a; die Folge é; = (5; : J < n) zuordnet. Dann ist der Homomorphismus,
welcher h fortsetzt, schon ein Isomorphismus von IM(A) auf Q™.

Beweis. Es sei ~ die kleinste Kongruenzrelation auf T'(A), welche folgende Glei-
chungen erfiillt.

O+x 0 x
r+y+2)0(x+y) +2
T4y 0y+x

Wir zeigen, daf zu jedem z € T(A) ein y 0 x existiert von der Form

Zk’laz
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Dies geschieht induktiv iiber den Aufbau von z. Hat y diese Form, so ist h(z) =
h(y) = (k; : i < n). Diese Abbildung ist sicher surjektiv. Sie ist ein auch Homomor-
phismus. Denn sei h(x) = (k; : i <n) und h(y) = (¢; 1 i < n), so gilt

i<n i<n i<n
Also h(z +y) = h(z) + h(y), wie zu beweisen war.

Der Satz bestétigt uns also, dafl freie kommutative Halbgruppen im Wesentli-
chen als Halbgruppen von Zahlenvektoren aufgefait werden konnen. Ein allgemeines
Element von M (A) kann also notiert werden als

Z ki -ay;,
<n
wobel k; € w.

Nun definieren wir die Abbildung u : A* — M(A) durch

(1) = 0,
1(a;) = Ay,
w@-y) = (@) 4+ py)

Diese Abbildung ist ein Homomorphismus von Monoiden und sogar surjektiv. Er ist
aber nicht injektiv, aufler in dem Fall, wo A aus nur einem Element besteht. Die
Abbildung p heifit Parikh—Abbildung. Es gilt dann also

B (H f) = ul@).

i<k i<k

Definition 2.5.3 Zwei Sprachen S, T C A* heifien buchstabendquivalent, falls
ulS) = ulT).

Definition 2.5.4 FEine Menge U C M(A) heifit linear, falls

U={u+> ki-vi:k €w}

<o

fiir ein gewisses o € w und gewisse u,v; € M(A). Die v; heifflen auch zyklische
Vektoren von U. Das kleinste «, fiir das U eine solche Darstellung besitzt, heifst
auch die Dimension von U. U heifit semilinear, falls U endliche Vereinigung
von linearen Mengen ist. Fine Sprache S C A* heifit semilinear oder Parikh—
Sprache, falls p[S| semilinear ist.
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Wir kénnen lineare Mengen relativ kompakt wie folgt aufschreiben. Sind U und V
Teilmengen von M(A), so bezeichne U +V = {z +y : x € U,y € V}. Ferner
seizx +U = {x+y:y € U}. Einzelne Elemente werden also den Einermengen
gleichgestellt. Zudem schreiben wir nU := {nz : n € w}. SchlieBlich bezeichnet wU
die Vereinigung aller nU, n € w. Damit schreiben wir die Menge U aus der Definition
als

U=u+wvg+wvs+...+wWlg_1 .

Die wiederum kiirzen wir wie folgt ab.
U=u+ Z w;

Wir ziehen eine niitzliche Folgerung aus den Definitionen.

Theorem 2.5.5 Fs sei v : A — B* eine Abbildung und sei S C A* semilinear.
Dann ist v[S] auch semilinear.

Beweis. v induziert eine Abbildung &, : M(A) — M(B). Das k,~Bild einer semi-
linearen Menge ist semilinear. Denn es ist fiir eine Zeichenkette ¥ € A* u(v(z)) =
Ko(p(Z)), wie man leicht durch Induktion iiber die Lénge von Z bestétigt. Sei M
linear, etwa M = {u+ >, , ki-v;: k; € w}. Dann ist

Ko M| = Ky (u) + Zwﬂav(vi)

i<k

Daraus folgt die Behauptung. Es gilt also p[t]S]] = k,[1]S]]. Die rechte Seite ist
semilinear, wie wir gesehen haben. H

Daraus folgt zum Beispiel, dafl wenn wir in einer semilinearen Sprache gewisse
Buchstaben tilgen, das Resultat wieder semilinear ist. Dies fithrt uns also zunéchst
auf die semilinearen Mengen mit nur einem Buchstaben, das heifit, auf die Frage,
welche Teilmengen von w semilinear sind. Eine Menge M C w ist linear, wenn es
ein ng und ein ¢ gibt derart, daf fiir alle £ > nq gilt: £ € M genau dann wenn
k+c € M genau dann wenn k — ¢ € M. Das bedeutet: bis auf endlich viele
Ausnahmen ist M die Menge aller Zahlen der Form ay + mc fiir gewisse ag und
c. Dies ist eine Konsequenz aus dem Chinesischen Restsatz (siche zum Beispiel [1]).
Denn sei M = {po+ >, \igi : \i € w}. Setze ¢ := ggT{q; : i < k}. ¢ 1aBt sich nach
dem Chinesischen Restsatz darstellen als

c= Z Higi,
i<k

mit ganzen Zahlen p;. Da die p; nicht unbedingt positiv sind, behelfen wir uns wie
folgt. Sei pg < 0. Sei d das kleinste gemeinsame Vielfache der ¢; und sei d = qqry fiir
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ein gewisses ry. Dann ist

c+d=(po+ro) + Z HiGi -

0<i<k

Dies wiederholen wir so oft bis der Koeffizient von ¢y positiv ist und dies tun wir
fiir jedes ¢ < k. Damit erhalten wir eine Darstellung

c—i—id:ZViqi.

i<k

Hier sind alle v; > 0. Ebenso konnen wir 2c¢ + i'd als positive Summe darstellen
fiir gewisses i'. Wihlen wir ¢ geniigend grof, besitzen alle Zahlen der Form ~c + id
zwischen id und (i + 1)d eine positive Darstellung. Da d eine positive Darstellung
besitzt, ist jede Zahl der Form py + uc in M, sofern uc > id ist. Da nun eine Zahl
r, die nicht durch ¢ teilbar ist, sich nicht als ganzzahlige Summe der ¢; darstellen
1aBt, ist » € M, falls r — pg nicht durch ¢ teilbar ist. Wir nennen nun eine Menge
arithmetisch, falls sie die Form p + wec = {p + kc : k € w} hat. Diese Menge ist
= {p}, falls ¢ = 0.

Theorem 2.5.6 Eine Teilmenge von w ist semilinear genau dann, wenn sie Verei-
nigung von endlich vielen arithmetischen Mengen ist.

Wir koénnen dies noch verscharfen. Wir nennen U fast periodisch, wenn es ein ng
gibt und ein p derart, daf fiir alle n € U mit n > nq gilt n +p € U. Man iiberlegt
sich leicht, daf} eine Vereinigung von fast periodischen Mengen wieder fast periodisch
ist. Also gilt

Theorem 2.5.7 Fine Teilmenge von w is semilinear genau dann, wenn sie fast
periodisch ist.

Hieraus folgt, dal das Komplement eine semilinearen Menge C w wieder semilinear
ist. Wir wollen hier ohne Beweis feststellen, dal dies im allgemeinen auch gilt:

Theorem 2.5.8 Das Komplement einer semilinearen Teilmenge von Q" ist wieder
semilinear. Also ist auch der Schnitt von endlich vielen semilinearen Teilmengen
von Q" wieder semilinear.

Theorem 2.5.9 Fine Sprache ist eine Parikh—Sprache genau dann, wenn sie buch-
stabendquivalent ist zu einer reguldren Sprache.
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Beweis. (=). Sei S semilinear, also S = |JT; fiir gewisse Sprachen T}, fiir die p[7j]
linear ist. Es geniigt, die Behauptung fiir die 7; zu zeigen. Sei dazu T := T} und

T]:u—i—Zw-vj

I<a

Dann gibt es zu u ein & mit p(Z) = v und zu v; ein ¥; mit p(y;) = v;, j < a. Sowohl
@ als auch die ¥; sind Zeichenketten, also reguldre Terme. Jetzt setze

R:=ZF (§0) - (7h) . (Jar)*

Dann ist L(R) reguldr und p[L(R)] = p[T]. (<). Induktiv iiber den Aufbau des
reguldren Terms R beweisen wir, daf§ u[L(R)] semilinear ist. Dies ist klar fiir R = a;
oder R = ¢. Ebenso ist dies klar fiir R = S; U .S5. Nun sei R = 57 - .95. Falls 57, Sy

linear sind, etwa

L(S))] =u+ Zwvi, p[L(S2)] = v + Z W,

<o <o’

dann ist
p[L(R)] = (u+u') + Zwvi + Z W]
<o j<ao!

Sind Si, S lediglich semilinear, so beachte man, dafl wegen (SUT)-U = S-UUT-U
und U - (SUT) =U-SUU-T, R eine Vereinigung von Produkten von linearen
Mengen ist, also semilinear. Nun sei zum Schlul R = S§*. Falls S = T'U U, so ist
R = (T* - U*)*, so daB8 wir uns wiederum auf den Fall beschridnken kénnen, daf S
linear ist. Nun sei R = S* und S semilinear, etwa

Dann ist

Also ist auch R linear. Dies beendet den Beweis. -

Nun werden wir wie angekiindigt die Einbettung von kontextfreien Baummen-
gen in die Baummengen von unregulierten Baumadjunktionsgrammatiken beweisen.
Sei G = (S, N, A, R) eine kontextfreie Grammatik. Wir wollen eine Baumadjunkti-
onsgrammatik Adg = (Cq,Ag) definieren dergestalt, daB Lp(G) = Lp(Adg). Wir
definieren Cg als die Menge derjenigen Béaume 9B, die man Lg(G) ableiten kann,
welche Adjunktionsbédume sind, bei denen auf keinem Pfad ein Nichtterminalsym-
bol doppelt auftritt. Da es nur endlich viele Symbole gibt und Terminalsymbole auf
einem Pfad ohnehin nicht doppelt auftreten und der Verzweigungsgrad der Baume
beschréankt ist, gibt es nur endlich viele Baume in Cs. Nun zu den Ag. Es enthalte Ag
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alle Adjunktionsbdume By, X € N, dergestalt, dafl (1.) B x sich aus X in yG herlei-
ten 1a83t, (2.) kein Symbol entlang eines Pfades, der nicht die Wurzel enthélt, doppelt
autritt. Ag ist endlich. Es ist nun nicht schwer zu zeigen, da8 Lg(Adg) € Lp(G). Die
umgekehrte Inklusion beweisen wir durch Induktion iiber die Anzahl der Knoten im
Baum. Es sei B aus Lp(G). Entweder tritt entlang eines Pfades ein Symbol doppelt
auf oder nicht. Im zweiten Fall ist B € Ag und so B € Lp(Adg). Im ersten Fall
wéhlen wir x € B von minimaler Hohe, sodaf ein y < x existiert mit gleicher Marke;
nennen wir sie X. Betrachte den Teilbaum 4 basiert auf der Menge |z — |y U {y}.
Wir behaupten, dafl 4 € Ag. Dazu ist zu zeigen. (a) 4 ist ein Adjunktionsbaum, (b)
1L 188t sich aus X herleiten, (c) kein Symbol tritt doppelt auf entlang eines Pfades,
der  nicht enthélt. Zu (a). Ein Blatt von 4 ist entweder ein Blatt von B oder aber
= y. Im ersten Fall ist die Marke ein Terminalsymbol, im zweiten Fall gleich der
Marke von z, nach Wahl von = und y. Zu (b). Falls 8 ein Baum von G ist, so ist
i aus X herleitbar. Zu (c). Sei 7 ein Pfad, der x nicht enthélt, und seien u,v € =
Knoten mit gleicher Marke und u < v. Dann ist v < z, und dies widerspricht der
Minimalitdt von z. Also sind alle drei Bedingungen erfiillt, und wir kénnen 4 gewis-
sermaflen ‘aushéngen’. Das bedeutet, es gibt ein B’ derart, dal B durch Adjunktion
von Y aus B’ hervorgeht. Es ist B’ € Lg(G), und nach Induktionsvoraussetzung
daher B’ € Lp(Adg). Also B € L(Adg), was zu beweisen war.

Theorem 2.5.10 (Joshi & Levy & Takahashi) Jede von einer kontextfreien Gram-
matik erzeugbare Baummenge ist erzeugbar von einer unregulierten Baumadjunkti-
onsgrammatik.

Wir werden nun Parikh’s Satz fiir unregulierte Baumadjunktionsgrammatiken be-
weisen. Dazu definieren wir fiir einen markierten Baum B und ein Symbol « die Zahl
0,(B). Dies sei die Anzahl aller Knoten, welche das Symbol « tragen. Bei einem
Adjunktionsbaum wollen wir jedoch das Symbol an der Wurzel nicht mitzahlen. Sei
nun (C,A) eine Adjunktionsgrammatik und C = {€; :i < a}, A={2, : j < G}

Lemma 2.5.11 FEs entstehe B’ aus B durch Adjunktion eines Baumes A. Dann
gilt 0,(B') = 0,(B) + 0,(2A).

Der Beweis dieses Lemmas ist einfach. Es folgt aus diesem Lemma, dal wir in
einer Ableitung lediglich zéhlen miissen, wie oft ein entsprechender Baum adjungiert
worden ist, aber nicht, zu welchem Zeitpunkt. Sei nun 98 ein Baum, der durch p;-
fache Adjunktion von 2, fiir j < B aus ¢; enstanden ist. Dann ist

0a(B) = 0a(&) + ij -0 (2;) -

i<
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Sei nun pu(B) =>4 0a(B) - a. Dann gilt

w(B) = (&) + Y pj- (B

1<f

Wir definieren nun die Mengen

PN +Zp] ) :pj € w}

Jj<pB

Dann gilt, da8 u[Lg((C,A))] € U,.,, 2. Allerdings gilt nicht immer die Gleichheit.
Folgendes mufl man beachten. Ein Baum 2; ist an einen Baum 8 nur dann adjun-
gierbar, wenn die Marke seiner Wurzel Marke irgendeines Knotens in B ist. Daher
sind nicht alle Elemente von JX; die Werte unter p eines ableitbaren Baumes. Al-
lerdings ist es so, dal wenn 2(; an B adjungierbar ist, so ist er adjungierbar an
allen Baumen, die aus B durch Adjunktion hervorgehen. Daher miissen wir unse-
re Mengen wie folgt modifizieren. Wir betrachten die Menge D aller Paare (k, W)
dergestalt, daBl k < o, W C [ und es eine Ableitung eines Baumes gibt, die mit €
beginnt und genau die Baume aus W mindestens einmal bei Adjunktion verwendet.
Fir (k, W) € D sei

Lk, W) = {u(€) + > kj- p()) : kj € w}

JEW

Dann ist L := | J(L(k, W) : (k,W) € D) eine semilineare Menge. Gleichzeitig ist sie
die Menge aller 1 (B), wo B aus (A, C) ableitbar ist. Wir haben nun den

Theorem 2.5.12 (Parikh) Sei S die Sprache der Zeichenketten einer unregulier-
ten Baumadjunktionsgrammatik. Dann ist S semilinear. Insbesondere ist jede kon-
textfreie Sprache semilinear. -

Der Satz von Parikh ist in mancher Hinsicht bemerkenswert. Er wird uns noch ofter
begegnen. Semilineare Mengen sind nach Satz 2.5.8 abgeschlossen unter Komplement
und daher auch unter Schnitt. Wir werden hier zeigen, dafl dies fiir semilineare
Sprachen nicht gelten muf.

Proposition 2.5.13 FEs gibt kontextfreie Sprachen Ly und Lo derart, daff L1 N Lo
nicht semilinear ist.
Beweis. Sei M := {a"b" : n € w} und M, := {b"a®" : n € w}. Nun setze

L, = bMja*
LQ = M2+
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Aufgrund von Satz 1.5.8 sind L; und Ls kontextfrei. Nun betrachte L; N Lo. Es ist
leicht zu sehen, dafl der Schnitt aus den folgenden Zeichenketten besteht

baQ, ba2b2a4, ba2b2a4b4a8, ba2b2a4b4a8b8a16,...

Das Parikh-Bild ist {(2"*' — 2)a + (2" — 1)b : n € w}. Diese Menge ist nicht
semilinear, denn das Resultat der Tilgung von b (das heifit der Projektion auf a*)
ist nicht fast periodisch. —

Wir wissen im Ubrigen, daB zu jeder semilinearen Menge N C M(A) eine re-
guldre Grammatik G dergestalt existiert, daB u[L(G)] = N. Allerdings kann G re-
lativ kompliziert sein. Es stellt sich nun die Frage, ob etwa das volle Urbild p~'[N]
reguldr oder wenigstens kontextfrei ist. Dies ist nicht der Fall. Jedoch gilt

Theorem 2.5.14 Das volle Urbild einer semilinearen Menge tiber einem Buchsta-
ben ist requldr.

Dies ist das beste Resultat, denn schon ab zwei Buchstaben ist dies falsch.

Theorem 2.5.15 Das volle Urbild von w(a + b) ist nicht requldr aber kontextfrei.
Das volle Urbild von w(a + b + c) ist nicht kontextfre.

Beweis. Wir zeigen die zweite Behauptung zuerst. Sei
W= p tw(@a+b+c)

Angenommen, W sei kontextfrei. Dann ist der Schnitt mit der reguldren Sprache
a*b*c* auch kontextfrei. Dies ist aber gerade die Menge {a"b"c" : n € w}. Wi-
derspruch. Nun zu der ersten Behauptung. Es bezeichne b(Z) die Anzahl der in &
vorkommenden a minus der Anzahl der in & vorkommenden b. Dann ist V' := {7 :
b(Z¥) = 0} das volle Urbild von w(a + b). V' ist nicht regulir; andernfalls ist der
Schnitt mit a*b* auch reguldr. Aber dieser ist {a"b™ : n € w}. Widerspruch. V ist
aber kontextfrei. Wir werden zum Beweis eine kontextfreie Grammatik G angeben,
welche V' erzeugt. Wir nehmen drei Nichterminalsymbole, S, A, und B. Die Regeln

seien
S — SS|AB|BA|x reA—{a,b}
A — AS|SA|a
B — BS|SB|b

Das Startsymbol sei S. Wir behaupten: S k¢ 7 genau dann, wenn b(Z) = 0, A F¢
Z genau dann, wenn b(Z) = 1 und B k¢ & genau dann, wenn b(¥) = —1. Die
Richtungen von links nach rechts sind einfach zu verifizieren. Daraus folgt dann,
da V' C L(G). Die anderen Richtungen beweisen wir durch Induktion iiber die
Lange von 7. Offensichtlich geniigt der Nachweis der folgenden Behauptung.
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Ist b(Z) € {1,0, —1}, so existieren 3 und 2 mit |y], |z] < |Z|, sodaB & = ¢z
und b(y),b(Z) € {—1,0,1}.

Sei also & = zoxy...2,-1 gegeben. Definiere k(Z, j) := b(zox1...2;-1), und K :=
{k(Z,j) : 7 < n+ 1}. Diese Menge ist, wie man leicht sieht, ein Interval [m,m’]
mit m < 0. Ferner ist k(Z,n) = b(Z). (a) Sei b(Z) = 0. Dann setze ¥ := xy und
7 := [lo<icp Ti- Dies erfiillt die Bedingungen. (b) Sei b(#) = 1. Fall 1: 7y = a. Dann
setze wiederum ¥ := x und 7 := [],_,., z;- Fall 2: 2y = b. Dann ist k(7,1) = —1
und es existiert ein j mit k(7,j) = 0. Setze § = [[,_; 2, Z = [[;c;, zi- Da
0 <j<mn,gilt 7], |Z] < |Z|. Ferner ist b(y) = 0 und b(2) = 1. (¢) b(Z¥) = —1. Analog
zu (b). 4

Ubung 55. Es sei |A| = 1. Zeigen Sie, daB 3(A) isomorph ist zu M(A).

Ubung 56. Sei |A] = 1 und Ad eine unregulierte Baumadjunktionsgrammatik.
Zeigen Sie, dafl die von Ad erzeugte Sprache iiber A* regulér ist.

Ubung 57. Es sei A = {a,b}. Ferner sei U := a* Ub*. Sei nun N C M(A) eine
Menge derart, da N — U unendlich ist. Zeigen Sie, daf} es 2% viele Sprachen S gibt
mit u[S] = N. Hinweis. Es ist die Méchtigkeit von A* gerade Ny, also kann es in
jedem Fall nicht mehr als 2% solche Sprachen geben. Zeigen Sie also nur, dafl es
mindestens so viele gibt.

Ubung 58. Zeigen Sie Satz 2.5.14. Hinweis. Beschrinken Sie sich zunéchst auf den
Fall, da§ A = {a} ist.

Ubung 59. Es sei N C M(A) semilinear. Man zeige, daB8 das volle Urbild, u~'[N],
kontextsensitiv ist. Hinweis. Man kann sich darauf beschrénken, dies fiir lineare
Mengen zu zeigen.

2.6 Sind natiirliche Sprachen kontextfrei?

Wir beenden unsere Ausfithrungen iiber kontextfreie Grammatiken, indem wir natiirli-
che Beispiele von nichtkontextfreien Sprachen vorstellen. Die Komplexitéit der natiirli-
chen Sprachen stand eigentlich am Anfang der Chomsky—Hierarchie. Chomsky’s
Absicht war es, den Strukturalismus zu diskreditieren, indem er eine Hierarchie
von Erzeugungsprozessen vorschlug und gleichzeitig behauptete, der Strukturalismus
bedeutete, dafl natiirliche Sprachen kontextfrei sein miifiten. Um sein eigenes Pro-
gramm, die Transformationsgrammatik, zu verteidigen, trat er aulerdem den Beweis
an, dafl natiirliche Sprachen nicht kontextfrei sind. Damit glaubte er den Struktura-
lismus widerlegt und ebenso die Notwendigkeit alternativer Sprachbeschreibungen
klargestellt zu haben. (Man lese dazu die erhellende Darstellung in Manaster—Ramer
und Kac [36].) Leider hat sich im Verlaufe der Debatte gezeigt, dafl die Beweise, die
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von Chomsky und spéter von Postal gegeben wurden, nicht stichhaltig waren. Gaz-
dar, Pullum und andere haben immer wieder Fehler in den Argumenten gefunden.
Dies hat sie zu der These veranlaft, natiirliche Sprachen seien eben doch kontext-
frei (siehe [15]). Der erste, der einen stichhaltigen Beweis des Gegenteils geliefert
hat, war Riny Huybregts, dem wenig spéter Stuart Shieber folgte. (Siehe [26] und
[47].) Dabei mufl man noch klarstellen, daf bereits klar war, daf§ natiirliche Spra-
chen gewifl nicht stark kontextfrei sind; nur erschien es immer noch moglich, dafl sie
wenigsten schwach kontextfrei sind.

Wie fiihrt man nun den Beweis, dafl eine Sprache S nicht kontextfrei ist? Dazu
nimmt man sich eine geeignete regulére Sprache R und schneidet sie mit S. Falls §
kontextfrei ist, so mufy dies auch S N R sein. Anschliefend wahlt man einen geeig-
neten Homomorphismus, um RN S so auf eine bekannte, nicht kontextfreie Sprache
abzubilden. Wir geben das Beispiel von Shieber aus [47]. Betrachtet man geschach-
telte Infinitive im Schweizerdeutschen, so fillt auf, dal sie ganz anders aufgebaut
sind, als die entsprechenden Konstruktionen im Hochdeutschen. Hier ein paar Bei-
spiele.

(2.1) Jan sdit, das Hans es huus aastricht.
Jan sagt, dafl Hans das Haus anstreicht.

(2.2) Jan sdit, das mer em Hans es huus h&lfed aastriche.
Jan sagt, dafl wir Hans das Haus anstreichen helfen.

(2.3) Jan sdit, das mer d’chind em Hans es huus 16nd h&lfe aastriche.
Jan sagt, dal wir die Kinder Hans das Haus anstreichen helfen lassen.

Indem wir fragen, wer was tut (wir lassen, die Kinder helfen, Hans streicht an), sehen
wir, daf3 die Konstituenten im Hochdeutschen jeweils kontinuierlich sind, und dafl
die zusammengehoérenden Element jeweils ineinander geschachtelt sind. Im Schwei-
zerdeutschen ist dies genau anders. Die Infinitive folgen einander in der entgegenge-
setzten Reihenfolge. Wir nehmen nun an, dies sei so (das ist allerdings nicht ohne
weiteres klar, da es letztlich eine empirische Frage ist). Dabei sei auch betont, dafl
die Schachtelungstiefe der Infinitive nicht beschréankt ist, auch wenn ab der Tiefe
4 erhebliche Verstédndnisschwierigkeiten entstehen. Die entstehenden Séitze gelten
dessenungeachtet als grammatisch, wenn sie nach dem angegebenen Muster gebaut
sind.

Man verfahrt nun so. Die Verben verlangen entweder den Akkusativ oder den
Dativ. Diese sind nicht austauschbar. Dafl dem so ist, zeigt die Tatsachen, dafl die
folgenden Sitze ungrammatisch sind:

(2.5) *Jan s&it, das mer de Hans es huus h&lfed aastriche.
(2.6) *Jan sdit, das mer em chind em Hans es huus 16nd h#lfe aastri-
che.
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Wir nehmen nun die folgende regulére Sprache:

R:= Jan sdit, das-(emUd’ UdeUmer UHans U es U huus)*
-(laa U 16nd Uhilfe) - aastriche

Anschlieend definieren wir folgenden Homomorphismus v. v sendet d’, de, 1aa und
16nd auf a, em und halfe auf d, alles andere wird auf € abgebildet. Die Behauptung
ist nun, dafl

A[SNR] ={ZZ:Z¥€a-(aUd)"}

Dazu iiberlegen wir, dafl ein Verb auf d gesendet wird, wenn es ein Dativobjekt hat,
auf a, wenn es ein Akkusativobjekt hat. Ein Akkusativobjekt ist von der Form de N
oder &> N (N ein Nomen) und wird von 7 auf a abgebildet. Ein Dativobjekt hat die
Form em N, N ein Nomen, und wird auf d abgebildet. Da die Nomina in derselben
Folge stehen wie die assoziierten Infinitive, bekommen wir das gewiinschte Ergebnis.

Das néchste Beispiel in unserer Reihe ist angelehnt an den Beweis der Nicht-
kontextfreiheit von Algol. Es betrifft eine Sprache, die sehr universell ist, ndmlich
die Pridikatenlogik. Ublicherweise ist Pridikatenlogik mit Hilfe von endlich vielen
Relations— und Funktionssymbolen, sowie einer endlichen Zahl von logischen Junk-
toren und einer abzéhlbar unendlichen Menge {z; : i € w} von Variablen definiert.
Um die Pradikatenlogik als Sprache in unserem Sinne auffassen zu konnen, kodieren
wir die Variablen als Sequenzen axd, wobei @ € {0,1}*. Es ist xa = %3 genau dann,
wenn @ = f3. (Fiihrende Nullen werden also nicht ignoriert.) Wir beschrianken uns
nun auf die reine Gleichungslogik. Das Alphabet ist {V,3, (,),=,x%,0,1, A, -, —}.
Wir haben folgende Regeln:

F — QF|-(®) | FAF)|(F—F)|P
P — V=V

Q — VVF|3vF

VvV — xZ

Z — 0z|1z|0]1

Hier definert F die Menge der Formeln, P die Menge der Primformeln, Q die Menge
der Quantorenpréfixe, V die Menge der Variablen, und E die Menge der echten Zei-
chenketten aus 0 und 1. Es sei Z eine Formel und C' ein Vorkommen einer Variablen
xa. Wir sagen nun, dieses Vorkommen der Variablen sei gebunden in Z, falls es ein
Vorkommen D einer Formel (Qxd)y in & gibt mit @ € {V, 3}, welches C' enthalt.
Eine Formel heifit Satz, falls jede Variable iiberall gebunden vorkommt.

Theorem 2.6.1 Die Menge der Sdtze der Pridikatenlogik ist nicht kontextfres.

Beweis. Es sei S die Menge der Sétze der reinen Gleichungslogik. (Es geniigt, diese
zu betrachten, wie wir gleich sehen werden.) Angenommen, die Menge ist kontextfrei.
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Dann gibt es nach dem Pumplemma ein k, derart, dafl jede Zeichenkette der Liange
> k eine Zerlegung uZvyw besitzt, soda ur'vyiz € S fiir alle 7+ und |Z0y] < k.
Betrachte die Formeln p,
Vxaxa = xa

Alle diese Formeln sind Sétze. Ist @ hinreichend lang (zum Beispiel langer als k), so
existiert eine Zerlegung wie oben angegeben. Da nun Zvy die Lange < k haben mu$,
iiberlegt man sich, dafl ¥ und ¢ nicht gleichzeitig disjunkt zu allen Vorkommen von
a sein kénnen. Auf der anderen Seite folgt dann daraus, daf§ © und ¢ nur aus 0 und
1 bestehen, und so notwendig zu mindestens einem Vorkommen von & disjunkt sind.
Wenn man nun # und 3 hochpumpt, so wird notwendig mindestens ein Vorkommen
einer Variablen nicht gebunden sein.

Diese Ergebnis kann man noch erheblich verschérfen.
Theorem 2.6.2 Die Menge der Sdtze der Pradikatenlogik ist nicht semilinear.

Beweis. Sei P die Menge der Satze der Pradikatenlogik. Angenommen, P ist semili-
near. Es sei P; die Menge aller Sitze, welche nur einen Quantor enthalten, und zwar
nur einmal 3. p[P;] ist der Schnitt von u[P] mit der Menge aller Vektoren, deren
JF-Komponente 1 ist, und deren V-Komponente 0 ist. Diese ist also auch semiline-
ar. Nun betrachten wir das Bild von u[P;] unter Loschung aller Symbole, welche
verschieden von x, 0 und 1 sind. Dies bezeichnen wir mit (1. ()1 ist semilinear.
Aufgrund der Konstruktion von P, existiert ein @ € {0,1}* derart, daf§ jedes Vor-
kommen eine Variablen von der Form xd& ist. Tritt die Variable also k£ mal auf und
enthélt @ p mal die 0 und ¢ mal die 1, so bekommen wir als Ergebnis den Vektor
kx+kp0+ kq1l. Es ist leicht zu sehen, dafl £ ungerade sein muf3. Denn in die Variable
tritt einmal im Quantor auf, und ansonsten nur in Formeln der Form xa = xa. Nun
existieren die folgenden Sétze:

dxaxa = xa
Jdxd (xd = xd N xd = xQ)
dxd (xd = xd N (xd = xd N (xd = xa@))

Da wir jedes & wihlen konnen, ist
Q1={(2k+3)(x+p0+ql) : k,p,q € w}

()1 ist eine unendliche Vereinigung von Ebenen der Form (2k + 3)(x +w0 +w1). Wir
zeigen: keine endliche Vereinigung von linearen Mengen ist gleich ;. Daraus ergibt
sich sofort ein Widerspruch. Sei etwa (); Vereinigung der U;, © < n, U; linear. Dann
existiert ein U;, welches unendlich viele Vektoren der Form (2k+3)x enthélt. Daraus
leitet man leicht ab, daf§ U; einen zyklischen Vektor der Form mx, m > 0, haben
muf. (Dies ist eine Ubung.) Aber es ist klar, dal wenn v € Qy, so ist mx +v & Qy,
und so haben wir einen Widerspruch.
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Wir wollen nun ein recht einfaches Beispiel einer ‘natiirlichen’ Sprache vorstellen,
welche nicht semilinear ist. Dies wurde in etwas anderer Form von Arnold Zwicky
vorgeschlagen. Es geht um die Zahlworter des Deutschen. Der Vorrat an primitiven
Namen fiir Zahlen ist endlich. Er umfat die Ziffern (null bis neun) die Namen
fir Zehner (zehn bis neunzig) sowie einige Namen fiir Zehnerpotenzen (hundert,
tausend, Million, Milliarde, und so weiter). Nehmen wir einmal an, die grofte
Zehnerpotenz mit eigenem Nahmen sei 10°. Wie benennt man dann gréBere Zahlen?
Das Prinzip ist, Multiplikation durch einfache Iteration zu ersetzen. Die Zahl 106
wird durch k—faches Wiederholen des Wortes Million benannt. Zum Beispiel ist
eine Million Million Million die Zahl 10'®. (Diese heifit auch eine Trillion.
Das tut dem Beispiel keinen Abbruch.) Wie ist nun das Schema fiir korrekt gebildete
Zahlnamen? Eine Zahl wird von rechts nach links in Blocke zu je 6 Ziffern geteilt.
Die Zahl wird also zerlegt in

ap + ag x 108+ ay x 1012 . ..

Hierbei sind die o;; < 10°. Nun wird die Zahl wie folgt benannt: !
0o Million Million oy Million oy

Ist a; = 0, so wird der ite Block ausgelassen. Es sei Z die Menge der Zahlnamen. Wir
definieren folgende Abbildung ¢. ¢(Million) = b; alle anderen Zahlnamen werden
auf a abgebildet. Wir bezeichnen das Parikh-Bild von ¢[Z] mit W. Es gilt nun

r T
W = {koa+ kb : ky > ( k02/9 )}

Hierbei ist "k die grote ganze Zahl unterhalb von k. Dies ist dem Leser als Ubung
iiberlassen. Wir werden beweisen, dafl W nicht semilinear ist. Dies zeigt dann, dafl
Z nicht semilinear ist. Angenommen, W ist semilinear, etwa W = J.__N;, wo die

N; linear sind. Es sei
N, =u; + Z wvj-

J<pi

<n

fiir gewisse u; und vj = Xa + p’b. Angenommen, fiir gewisse i und j sei X: # 0.
Betrachte die Menge

P = u; +wv = {u; + kXNa+ kb - k € w}

'Wir ignorieren hier die Flektion der Zahlworter. Es heifit also in unserem Beispiel 10° eins
Million und nicht eine Million. 2 x 10% heifit zwei Million und nicht zwei Millionen. Dies
macht das Leben etwas einfacher. Ferner heifit 73 drei siebzig und nicht dreiundsiebzig. Der
Leser moge sich davon iiberzeugen, dal man die Definition von ¢ nur geschickt &ndern muf}, um
diese Komplikationen miteinzubeziehen.



134 2. Kontextfreie Sprachen
Gewify ist P C N; € W. Ferner ist sicher u} # 0. Setze nun ¢ := X’ /u’. Dann ist
P ={u; + ky(a+Cb) : k € w}

Daher gilt

Lemma 2.6.3 Fiir jedes ¢ > 0 sind fast alle Elemente von P von der Form pa+qb,
wobei q/p < ( +e.

Beweis. Es sei u; = xa + yb. Dann ist ein allgemeines Element von der Form
(z + kX)a+ (y + kp')b. Wir haben zu zeigen, daB fiir fast alle & die Ungleichung

x4+ kN .
L <\t +
y+kyh i+ ¢
erfullt ist. Sei k > szjf' Dann ist
kX kX
ahiie S B Y
y+ kT otk BT

Dies war zu zeigen.
Lemma 2.6.4 Fast alle Punkte von P sind auferhalb von W.

Beweis. Es sei ng so gewahlt, daf3 (r"°2/ 9j) > ng(C+1). Dann ist fiir alle n > ng auch
(r”égj) >n(( +1). Sei pa+ gb € W mit p > ng. Dann ist % > ( + ¢, und deswegen
pa+ gb & P. Also sind P und W disjunkt auf der Menge H := {pa + gb : p > ng}.
Aber P N —H ist sicherlich endlich. -

Wir haben nun den gewiinschten Widerspruch; denn einerseits ist kein Vektor
ein Vielfaches von a, andererseits darf es keinen Vektor ma + nb mit n # 0 geben.
Also ist W nicht semilinear.

Ubung 60. Man zeige: es sei U eine lineare Menge, welche unendlich viele Vektoren
der Form ka enthélt. Dann existiert ein zyklischer Vektor der Form ma, m > 0.
Hinweis. Man beachte, daff das Alphabet aus mehr als einem Buchstaben bestehen
kann.

Ubung 61. Man zeige, dal W die angegebene Form hat.
Ubung 62. Man zeige, daB die Menge V nicht semilinear ist.

k
V:{k0a+k1b:k1§ (;)}
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Hinweis. Offensichtlich darf keine lineare Menge C V' einen Vektor kb entalten.
Dann ist also ,
fy::max{—izi<n,j<pi}
Aj
wohlbestimmt. Zeigen Sie nun, daf fiir jedes ¢ > 0 fast alle Elemente von W von
der Form za + yb sind, wo y < (7 + &)z. Setzen wir zum Beispiel € = 1 so erhalten

wir nun einen Widerspruch.

Ubung 63. Man beweise die eindeutige Lesbarkeit der Pradikatenlogik. Hinweis.
Da wir streng genommen keine Terme definiert haben, begniige man sich mit dem
Nachweis, daf die gegebene Grammatik nicht ambig (sogar nicht opak) ist.
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Kapitel 3

Kategorialgrammatik und Formale
Semantik

3.1 Sprachen als Zeichensysteme

Sprachen sind gewifl nicht Mengen von Zeichenketten, sondern vor allem Kommuni-
kationssysteme. Dies bedeutet, dafl jede Zeichenkette einer Sprache auch eine Bedeu-
tung hat. Da eine Sprache im allgemeinen unendlich viele Zeichenketten hat, muf es
ein System geben, wie man einer beliebiger Zeichenkette eine Bedeutung zuordnen
kann. Dabei spielt das Prinzip der sogenannten Kompositionalitit eine wesentliche
Rolle. Es besagt schlicht, dafl die Bedeutung einer Zeichenkette nur von ihrem Ana-
lysebaum abhéngt, und zwar in der folgenden Weise. Ist p = X — apay ..., 1
eine Regel, und ist u; eine Zeichenkette des Typs «;, so ist ¥ := gy ... U,_1 eine
Zeichenkette des Typs X, und die Bedeutung von ¢ héngt nur ab von den w; und
p. In dieser Form ist das Kompositionalitatsprinzip allerdings reichlich vage, und
wir werden es daher im Verlaufe dieses Kapitels weiter prézisieren. Zunéchst blei-
ben wir jedoch bei der gegebenen Definition. Es fillt auf, dal wir nur kontextfreie
Regeln zugelassen haben. Dies ist, wie wir wissen, eine Einschrankung; wir werden
im folgenden Kapitel allerdings zeigen, wie man sich von ihr wieder befreien kann.

Wir nehmen nun zunéchst an, Bedeutungen entstammen einer nicht néher spe-
zifierten Menge M. Zeichenketten sind nach wie vor Elemente aus A*, wo A ein
endliches Alphabet ist.

Definition 3.1.1 FEine interpretierte Sprache iber dem Alphabet A und mit
Bedeutungen in M ist eine Relation 3 C A* x M. Die zu J gehorende Zeichen-

137
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kettensprache ist
S():={7: es existiert m € M mit (¥,m) € I}
Die durch J ausgedriickten Bedeutungen sind

M(J) :={m: es existiert ¥ € A* mit (¥,m) € J}

Wir konnen diese Definition auch etwas anders aufziehen. Wir kénnen eine Sprache
als Funktion f von A* nach (M) definieren. Dann ist S(f) = {¥ : f(¥) # O}
die zu f gehorende Zeichenkettensprache und M(f) := Jzc4- f(Z) die Menge der
ausgedriickten Bedeutungen von f. Beide Definitionen sind dquivalent.

Wir wollen ein Beispiel bringen, an welchem die gesamte Problematik bereits
deutlich wird. Wir betrachten die Menge der Zahlterme, wie sie aus dem normalen
Leben bekannt sind, zum Beispiel ((3+5) x 2). Wir wollen eine Grammatik schrei-
ben, mit der man einen Term ausrechnen kann, wenn man seine Analyse kennt. Das
bedeutet also, daf§ wir als interpretierte Sprache die Menge aller Paare (t,x) neh-
men, wo t ein arithmetischer Term ohne Variablen ist und z sein Wert. Natiirlich
gibt die Analyse den Wert des Terms nicht direkt her, sondern wir wollen zusétzlich
zur Grammatik noch Regeln angeben, welche uns sagen, wie wir induktiv iiber die
Tiefe eines Knotens jedem Knoten seinen Wert zuordnen. Da die Knoten den jewei-
ligen Teiltermen entsprechen werden, ist dies in der Tat eine harmlose Sache. Es sei
T die folgende Grammatik.

T - (T4D|(T-T)|[(TxTD)|(T+T)
T — Z|(—Z)
Z — olt|2]...]9

(Diese Grammatik erzeugt nur Terme mit Ziffern als Zahlen. Dies ist also nur als
Beispiel zu verstehen.) Sei nun ein beliebiger Term gegeben. Dann entspricht diesem
Term eine eindeutig bestimmte Zahl (sofern wir von Division durch 0 absehen). Diese
kann durch Induktion iiber die Ableitung berechnet werden. Dazu definieren wir eine
Interpretationsabbildung I, welche jeder Zeichenkette eine Zahl oder x zuordnet:

I((Z+y)) = 1(X)+ 1Y)
(=) = I(Z)— 1Y)
(@ xy)) = (&) x 1Y)
I((Z+p) = [T+ 1)
(-2 — Iz
1(0) = 0

(1) ~ 1

1(9) = 9
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Man beachte, dafl x eine besondere Rolle zukommt. So ist eine Operation immer
dann x, falls eines der Argumente * ist; ferner ist x + 0 = . Auf diese Weise kann
man die Undefiniertheit handhaben. Wir bemerken nun Folgendes. Ist & ein Term,
so ist (%) in eindeutiger Weise bestimmt. Denn entweder ist ' eine Ziffer von 0 bis 9,
oder eine negative Ziffer, oder aber & = (y; ® 7>), fiir gewisse, eindeutig bestimmte
71 und ¥ und ® € {+, —, x, +}. Auf diese Weise kann man /(%) ausrechnen, wenn
man /(1) und I(¢2) kennt. Der Wert eines Terms bestimmt sich also, indem man
zunédchst eine Ableitung berechnet, und dann von unten nach oben den Wert eines
jeden Teilterms bestimmt. Man beachte ndmlich, daf§ die Grammatik transparent
ist, sodaBl jeweils nur eine syntaktische Analyse existieren kann.

Das eben vorgestellte Verfahren hat allerdings einen Nachteil: die Interpretation
eines Terms ist im allgemeinen nicht eindeutig, zum Beispiel dann, wenn eine Zei-
chenkette ambig ist. (Wir konnten etwa in unserem Beispiel die Klammern weglas-
sen.) Wir kénnen dies beheben, indem wir anstatt einer Funktion von Zeichenketten
in die Zahlen mit x nunmehr eine Funktion von Zeichenkette in Mengen von Zahlen
(oder %) definieren. Ist die Sprache eindeutig, so ist I(Z) eine Menge mit hochstens
einem Element. Ferner ist I(Z) # @ genau dann, wenn 7 eine Konstituente ist.
Es gibt aber einen wesentlich eleganteren Weg. Betrachten wir die Grammatik U,
welche aus T' durch Loschung der Klammersymbole entsteht.

T — TH+T|T—T|TXT|T=T
T — Z’—Z
Z — 0]1]2]...]9

Wir kénnen die Zeichenketten von U als Bilder einer kanonischen trasparenten
Grammatik betrachten. Dies konnte zum Beispiel T sein, aber aus gewissen Griinden
wéihlen wir eine andere Grammatik. Intuitiv denken wir uns die Zeichenketten als
Bilder von Termen, welche den Derivationsbaum kodieren. Der Derivationsbaum un-
terscheidet sich vom Strukturbaum dadurch, dafl die intermedidren Symbole nicht
die Nichtterminalsymbole sind, sondern die Regelsymbole. Diesen Derivationsbaum
kodieren wir als Term in polnischer Notation. Wir nehmen zu jeder Regel p ein neues
Symbol R, hinzu. Anstelle einer Regel A — @ nehmen wir die Regel A — R,a. Diese
Grammatik, nennen wir sie V, ist transparent. © € L(V') heifit ein Ableitungs-
term. Wir definieren nun zwei Abbildungen, ¢ und . ¢ liefert zu jedem Ableitungs-
term eine Zeichenkette, und ¢ liefert zu jedem Ableitungsterm eine Interpretation.
Beide Abbildungen werden als Homomorphismen der Termalgebra konstruiert, ob-
wohl die konkrete Definition nur iiber die Zeichenketten rekurriert. ¢ kann uniform
definiert werden durch Léschung der Symbole R,. Man beachte jedoch, daf} die nach-
stehenden Regeln nur dann ein Ergebnis liefern, wenn die gegebene Zeichenkette ein
Ableitungsterm ist.

C(Rpllo ... A1) = (o) - Clar) ... ((an-1)
¢(a) =«
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Hierbei ist o verschieden von allen R,. Wir haben hierbei vorausgesetzt, dafl die
Grammatik keine Regeln der Form A — ¢ besitzt, obwohl eine leichte Anderung auch
in diesem Fall zum Erfolg verhilft. Nun zur Definition von ¢. In unserem konkreten
Fall ist die Sache problemlos:
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Dabei haben wir die Ableitungsterme in Polnische Notation gesetzt. Wie wir wis-
sen, sind sie eindeutig lesbar. Allerdings gilt dies nur unter der Bedingung, dafl
jedes einzelne Symbol eindeutig lesbar ist. Man beachte, dal eine Symbol mehrere
Bedeutungen haben kann — wie in unserem Beispiel das Minuszeichen. Deswegen
haben wir zusétzlich zur Annotation mit den R auch noch eine Unterscheidung die-
ser Symbole eingefithrt. Wir haben oben zwischen dem bin&ren und dem unéren
Minuszeichen unterschieden. Da dies in der eigentlichen Zeichensprache nicht ge-
schieht (wir schreiben unterschiedslos —), wird dies in der Annotation der Regeln
nachgeholt: wir haben R_: fiir die einstellige Regel und R_: fiir die zweistellige Regel.

Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus von der Algebra der Ableitungsterme
in die Algebra der Zahlen (mit x). Hierbei interpretierten wir das Symbol Ry durch
die zweistellige Funktion + : R, x R, — R,, wobei R, := R U {x}, und * den oben-
stehenden Gesetzen geniigt. In Prinzip 148t sich diese Algebra gegen jede andere
austauschen, welche es erlaubt, ein- und zweistellige Funktionen zu definieren. Wir
weisen darauf hin, daf} es nicht notig ist, dafl die Zielalgebra die gewéhlten Funktio-
nen als Basisfunktionen besitzt. Es geniigt, wenn man sie aus den Basisfunktionen
aufbauen kann. Zum Beispiel konnen wir ein einstelliges Fuktionssymbol d einfiihren,
dessen Interpretation gerade die Verdopplung ist. Nun ist 2z = x + x, und somit die
Verdopplung eine Funktion unserer Algebra, aber keine Basisfunktion. Der Begriff
des Aufbauens von Funktionen wird uns bald ndher interessieren.

Diese Ausfithrungen motivieren eine Begriffsbildung, welche die Bedeutungen
und die Zeichenketten jeweils als Bilder von Homomorphismen eines abstrakten
Zeichens konstruieren. Diese Idee wollen wir jetzt in voller Allgemeinheit entwickeln.
Grundlage dazu ist der Begriff einer Zeichenalgebra.

Definition 3.1.2 FEs sei (F,Q2) eine Signatur. Eine partielle Q1—Algebra ist ein
Paar A = (A11), wo A eine beliebige nichtleere Menge ist und fir f € F 11(f)
eine partielle, Q(f)-stellige Funktion auf A. Wir schreiben f® anstelle von TI(f).
Ist B = (B,{f® : f € F}) eine particlle Q-Algebra und h : A — B, so heifst h
Homomorphismus von 2 nach B, falls gilt: ist @ € A) und ist f*(a@) definiert,
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so ist fP(h(@)) ebenfalls definiert und
FR(h(@) = n(f(a@)) .

Wir sagen, h sei starker Homomorphismus, falls f(@) immer dann definiert
ist, wenn fE(h(@)) definiert ist. Ist B C A, so ist B Unteralgebra von 2, falls die
Finbettung i : B — A : x — x ein starker Homomorphismus ist.

Eine Unteralgebra ist also schlicht durch ihre Menge B bestimmt. Die Funktio-
nen sind dann die Einschrankungen der Funktionen auf A. Man beachte, daf es
nicht erlaubt ist, zusétzlich Funktionen zu partialisieren. Zum Beispiel ist (A, E)
mit =(f) = @ keine Unteralgebra von A, wenn II(f) # @.

Ein Zeichen ist anschaulich ein Tripel o = (E, T, M), wo E der Exponent von o
ist, tiblicherweise eine Zeichenkette iiber einem Alphabet A, T' der Typ von o und M
seine Bedeutung. Dies 1483t sich abstrakt wie folgt fassen. Wir fixieren zunéchst eine
Signatur (F, ). Die Funktionssymbole aus F' nennen wir in diesem Zusammenhang
auch Modi. Zu dieser Signatur definieren wir eine Zeichenalgebra sowie gewisse
Algebren von Exponenten, Typen und Bedeutungen. Sei dazu (F, §2) eine Signatur.
Eine Zeichenalgebra iiber dieser Signatur ist dann schlicht eine O—erzeugte partielle
Algebra 2 iiber dieser Signatur zusammen mit gewissen Homomorphismen, welche
weiter unten erkléart werden.

Definition 3.1.3 Eine (partielle) Q-Algebra A = (A,II) heifft n—erzeugt, falls
es eine n—elementige Teilmenge X C A gibt, sodaf$ die kleinste, X enthaltende
(partielle) Unteralgebra gerade 2 ist.

Definition 3.1.4 Fine Zeichengrammatik iiber der Signatur ) ist ein Quadrupel
(A, e,7, 1), wobei A eine O—erzeugte partielle Q—Algebra ist und ¢ : A — &, 7 :
A — T und p = A — IM Homomorphismen nach gewissen partiellen 2-Algebren
derart, dafy der Homomorphismus (e, T, i) injektiv und stark ist. A heifft Algebra
der Zeichen, € Algebra der Exponenten, ¥ Algebra der Typen und I Algebra
der Bedeutungen.

Dies bedeutet im Einzelnen:

% Jedes Zeichen o ist eindeutig durch drei Angaben bestimmt:

— seinen sogenannten Exponenten (o) (iiblicherwiese eine Zeichenkette)

— seine syntaktische Kategorie 7(0) (welche wir auch seinen Typ nennen)
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— seine Bedeutung p(o).

* Jedem Funktionssymbol f € F' entspricht eine Q( f)-stellige Funktion f¢ in €&,
eine Q(f)-stellige Funktion f7 in ¥ und eine Q(f)-stellige Funktion f* in 9.

% Zeichen konnen mit Hilfe der Funktion f* kombiniert werden, wann immer
ihre Exponenten mit f¢, ihre Kategorien mit f7 und ihre Bedeutungen mit f*
kombiniert werden konnen. (Dies ist die Starkheit.)

Ist o ein Zeichen, so ist (e(0),7(0), u(0)) einerseits eindeutig durch o bestimmt,
andererseits bestimmt es auch o eindeutig. Wir nennen dieses Tripel die Realisie-
rung von o. Andererseits konnen wir ¢ durch einen Term in der freien (2-Algebra
darstellen. Um die Wechselbeziehung dieser Sichtweisen wird es uns jetzt gehen.

Ist %A eine Algebra, so ist die O—erzeugte Unteralgebra von 2 eindeutig bestimmt,
denn sie ist die kleinste Unteralgebra von 2. Es sei § die freie O-erzeugte (nicht
partielle) Q—Algebra. Diese ist eindeutig bestimmt, da in ihr alle Operationen total
sind und nicht partiell. Die Elemente von § heiflen Strukturterme. Strukturterme
werden in polnischer Notation geschrieben. Ist zum Beispiel N ein nullstelliger Modus,
und ist S ein 1-stelliger Modus, so bekommen wir folgende Strukturterme.

N, SN, SSN, SSSN, . ...

Wie oben angemerkt, existiert zu jedem Zeichen mindestens ein Strukturterm. Die
Umkehrung mufl aber nicht gelten. Wir wollen daher sagen, ein Strukturterm o sei
orthographisch definit, falls (o) definiert ist. o heifit syntaktisch definit, falls
7(0) definiert ist und semantisch definit, falls p(o) definiert ist. o heifit schliellich
definit, falls er sowohl orthographisch, wie syntaktisch wie auch semantisch definit
ist. 2 ist also isomorph zur partiellen Algebra aller (e(o), (o), u(0)), wo o ein defi-
niter Strukturterm ist. Dies konnen wir auch etwas anders angehen. Wir bezeichnen
nun mit ® die Algebra der definiten Strukturterme. ® ist nicht notwendigerweise
eine Unteralgebra von §, da ja in § alle Funktionen total sind. Aber es existieren
eindeutige Homomorphismen ¢ : ® — &, 72 : ® — T und pP : ® — M derart,
da8 der Homomorphismus 6 := (2,7, uP) : ® — & x T x M stark ist. Betrachte
jetzt folgende Relation © := {{(0g,01) : §(cg) = 0(01)}. Dies ist eine Kongruenz auf
D; die Relation ist eine Aquivalenzrelation und es ist, falls o; © 7; fiir alle i < Q(f),
so ist f(&) genau dann definiert, wenn f(7) definiert, und f(&) © f(7). Wir kénnen
nunmehr setzen:

FAloile +i < Q1)) = [f({oi i < Q(f)))]e

Dies ist wohldefiniert, und wir erhalten eine Algebra, die Algebra © /0. Es ist nun
Folgendes leicht zu sehen.
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Proposition 3.1.5
A=D/O

D /0 ist also isomorph zu der Algebra der Zeichen. Man beachte also, daf zu jedem
Zeichen sicher ein Strukturterm gehort, aber unter Umsténden auch mehrere. Als
instruktives Beispiel betrachten wir die Algebra der Reste modulo 60. Als Modi
nehmen wir N (die Null; nullstellig ) und S (die Nachfolgerfunktion; 1-stellig). Dann
ist S sogar total definiert, aber es gilt

N = s%N .

Es hat jedes Zeichen sogar unendlich viele Strukturterme, ist also unendlich struktu-
rell mehrdeutig. Dies ist zum Beispiel die Zeichenalgebra, die wir bekommen, wenn
wir den Minutenzeiger einer Digitaluhr betrachten. N bezeichne die senkrechte Stel-
lung und S die Funktion des Vorriickens um eine Minute. Als Bedeutung nehmen wir
die Anzahl der Minuten, die ab der letzten vollen Stunde vergangen sind. In diesem
Fall ist also jedes Zeichen strukturell mehrdeutig. Falls wir als Bedeutung iibrigens
die natiirlichen Zahlen nehmen, und wenn wir N* := 0 sowie S* := An.n + 1 setzen,
so repréisentiert jeder Strukturterm ein anderes Zeichen! Allerdings gibt es immer
noch nur 60 Exponenten, aber jeder hat unendlich viele Bedeutungen.

Wir illustrieren die Konzeption einer Zeichengrammatik, indem wir unser Bei-
spiel fortsetzen. Unser Alphabet ist R := {0,1,...,9, X, —, +,+, (,) }. Die Algebra
€ besteht aus R* zusammen mit einigen Funktionen, welche wir im Einzelnen noch
bestimmen werden. Wir beginnen mit der Bestimmung der Modi. Es gibt derer R,
R_2, Ry, R, welche jeweils 2—stellig sind, R_1, T, welche einstellig sind und schliefllich
noch zehn nullstellige Modi Zy, Zy, ..., Zo.

Wir beginnen mit den nullstelligen Modi. Diese sind — der Definition nach —
bereits Zeichen. Zu ihrer Identifikation geniigt also die Angabe der drei Komponen-
ten. Zum Beispiel enstpricht dem Modus Zy das Tripel (0,Z,0). Dies bedeutet: der
Exponent des Zeichens Z; (also das, was wir letzlich sehen) ist die Ziffer 0; seine
Kategorie ist Z und seine Bedeutung ist die Zahl 0. Ebenso mit den anderen null-
stelligen Modi. Nun zu den einstelligen Modi. Diese sind Operationen von Zeichen
nach Zeichen. Beginnen wir mit R_i1. Auf der Ebene der Zeichenketten bekommen
wir das Polynom R? ;, welches wie folgt definiert ist:

R° (%) := (=)
Auf der Ebene der Kategorien bekommen wir die Funktion

T falls K =7Z

*  sonst

R, (K) ;:{
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Hierbei ist x ein Symbol dafiir, dafl die Funktion undefiniert ist. Schliefilich haben
wir noch R”, zu definieren. Wir setzen

RY (2) = —x

Man beachte, dafl auch wenn wir die Funktion x — —x iterieren kénnen, der Modus
R_: nicht iterierbar ist, weil dies die Kategorienabbildung verbietet. Dies ist ein
Artefakt unseres Beispiels, man kann die Dinge durchaus anders einrichten. Der
Modus T schlieflich wird durch folgende Funktionen definiert: T¢(Z) := &, T#(z) := x
und T™(K) := R_1(K). Als letztes kommen die zweistelligen Modi an die Reihe.
Betrachten wir R.. Es ist klarerweise R die (partielle!) zweistellige Funktion -+.
Ferner setzen wir

sowie
RL(K, L) ::{ T fals K =L =T
; *  sonst
Die Zeichenkette
RyRZ3Z5Z7

definiert, wie man leicht nachrechnet, ein Zeichen, dessen Exponent ((3+5) x7) ist.
Es repréasentiert dagegen R.ZsZy kein Zeichen. Denn es entspricht der Zeichenkette
(1 +0). Diese ist zwar auch syntaktisch wohlgeformt, aber die Bedeutung ist nicht
definiert, da wir nicht durch 0 teilen diirfen.

Definition 3.1.6 Fin lineares Zeichensystem iiber dem Alphabet A, der Typen-
menge T und den Bedeutungen M ist eine Teilmenge X C A* x T x M. Sei ferner
S ein Typ. Dann ist die interpretierte Sprache von ¥ beziiglich S definiert durch

S(X) = {(&,m) : (Z,S,m) € X}

Wir haben hier den Zusatz ‘linear’ eingefiithrt, um uns von Zeichensystemen ab-
zugrenzen, welche nicht unbedingt Zeichenketten als Exponenten nehmen. (Zum
Beispiel sind Verkehrsschilder oder Piktogramme nichtlineare Zeichensysteme wie
schon in Anschnitt 1.3 besprochen.)

Ein Zeichensystem ist also schlicht nur eine Menge von Zeichen. Die Frage ist nun,
ob es gelingt, eine Zeichenalgebra zu konstruieren. Dies ist sicher immer moglich.
Man nehme einfach fiir jedes Zeichen einen nullstelligen Modus an. Da dies keines-
falls befriedigend ist, weil wir dann eine unendliche Signatur haben, wollen wir die
Bedingungen verschérfen.

Definition 3.1.7 Es sei X C A* xT x M ein lineares Zeichensystem. Wir sagen, 3
sei kompositional, falls es eine endliche Signatur ) gibt und partielle Q—Algebren
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E=(A"{fC:feF}), T=(T{f*: feF}), M= (M{f": feF}) derart,
daf$ alle Funktionen berechenbar sind und 3. genau die Menge der 0-stelligen Zeichen
aus € X T x M ist. X heiffe schwach kompositional, falls ein kompositionales
Zeichensystem X' C A" x T x M’ existiert mit X =X NA X T x M.

Hierbei sind also zwei Bedingungen wesentlich: die Signatur mufl endlich sein und
die Funktionen auf den Algebren jeweils berechenbar. Wir werden gleich zeigen, dafl
auch dies keine wesentliche Einschrankung darstellen muf. Dies liegt unter anderem
daran, dafl man sich mit extra Typen und extra Bedeutungen aushelfen kann.

Wir ziehen zunéchst eine leichte Folgerung aus den Definitionen. Ist o ein Zei-
chen, so sagen wir (e(0),7(0), u(0)) sei die Realisierung von o. Die Entfaltungs-
abbildung sei diejenige Abbildung, welche zu einem Strukturterm ¢ die Realisierung
seines Zeichens ausgibt, sofern ¢ definit ist, und ansonsten das Symbol * ausgibt.

Proposition 3.1.8 Es sei (A, e, 7, 1) eine kompositionale Zeichengrammatik. Dann
st die Entfaltungsabbildung berechenbar.

Zum Beweis beachte man, dafl die Entfaltung eines Strukturterms induktiv iiber
den Aufbau berechnet werden kann. Damit gilt folgender Satz.

Korollar 3.1.9 FEs sei X kompositional. Dann ist 3 rekursiv aufzdihlbar.

Dies ist insofern bemerkenswert, als die Menge aller Zeichen tiber E, T und M
keineswegs aufziahlbar sein mufl. Typischerweise enthélt M némlich iiberabzahlbar
viele Bedeutungen (die natiirlich nicht alle realisiert, das heifit, durch ein Element der
Sprache benannt werden konnen)! Bemerkenswerterweise gilt auch die Umkehrung,.

Theorem 3.1.10 Eine Sprache ist genau dann schwach kompositional, wenn sie
rekursiv aufzdhlbar ist.

Beweis. Es sei X C E x T x M gegeben. Falls 3 schwach kompositional ist, so ist
es auch rekursiv aufzéhlbar. Nehmen wir also an, ¥ sei rekursiv aufziéhlbar, etwa
Y = {{ej, ti;m;) : 0 < i € w}. (Man beachte, dal der Laufindex mit 1 beginnt.)
Nun sei V ein Symbol und A := {(V*, V", V") : n € w} eine Sprache. Durch geeignete
Wahl von V kann man es erreichen, dafi A NY = & sowie, daf kein V" in E, T oder
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M auftritt. Es sei F' = {ZQ,Zl,ZQ}7 Q(Zo) = 0, Q(Zl> =1 und Q(ZQ = 1.

Zo = (V,V,V)
Vi+1’ Vi+1, Vi+1>) falls o= <VZ, VZ" VZ>
Zi(o) = { * sonst
L (et ', m?)  falls o = (V, V! V)
Zy(0) = { * sonst.

Dies ist wohldefiniert. Ferner sind die Funktionen sdmtlich berechenbar. Zum Bei-
spiel ist die Abbildung V' — e; berechenbar, da sie die Verkettung der berechen-
baren Funktionen V¢ +— i, i +— (e;,t;, m;) soei (e;,t;, m;) — e; ist. Wir behaupten:
die erzeugte Sprache ist genau A U Y. Dazu iiberlegt man sich zunéchst, dafl ein
Strukturterm nur dann definit ist, wenn er die folgende Form hat: (a) t = Z{Z, oder
(b) t = Z3Z¢ Zo. Im Fall (a) bekommen wir das Zeichen (Vi1 vitl vitl) im Falle (b)
das Zeichen (e;1,t;11, miy1). Also erzeugen wir genau A U X, Damit ist 3 schwach
kompositional.

Man beachte, daf3 die Zeichenalgebra sich erstens eines erweiterten Symbolvor-
rats bedient, der nur dazu dient, sich natiirliche Zahlen als Objekte zu beschaffen,
mit denen man rechnen kann. Die hier vorgestellte Zeichenalgebra ist sicher sehr
unbefriedigend. (Sie ist auch nicht kompositional.) Daher hat man danach gesucht,
eine systematischere Theorie von Typen und von Bedeutungen zu gewinnen. Der
erste Schritt in diese Richtung waren die Kategorialgrammatiken. Als Vorbereitung
werden wir eine Konstruktion fiir kontextfreie Grammatiken angeben, welche sich
erheblich von der von Satz 3.1.10 unterscheidet. Der Ausgangspunkt ist wieder eine
interpretierte Sprache J = {(Z, f(¥)) : ¥ € S}, wo S jetzt kontextfrei ist und f be-
rechenbar. Dann sei G = (S, N, A, R) eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = S.
Setze A ;== A, T" := NU{S"} und M’ := MU A*. Wir setzen der Einfachheit halber
voraus, dafl G in Chomsky—Normalform ist. Fiir jede Regel der Form p : A — &
nehmen wir einen nullstelligen Modus R,, der wie folgt definiert ist:

NP - <f7A7f>

Fiir jede Regel der Form p : A — B C nehmen wir einen zweistelligen Modus R,
definiert durch

R,((Z, B, %), (y,C.y)) == (Zy, A, TY)

Als letztes wahlen wir noch einen einstelligen Modus S:

Dann ist J tatsichlich die Menge der Zeichen mit Typ S¥. Wie man sieht, ist diese
Zeichenalgebra schon wesentlich iibersichtlicher. Die Zeichenketten werden lediglich
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aneinandergefiigt. Die Bedeutungen sind jedoch nach wie vor wenig natiirlich. Auch
die Typzuweisung ist nicht strukturiert. Die Grammatik ist nicht streng komposi-
tional, weil sie immer noch Nichtstandard—Bedeutungen verwendet. Deswegen noch
ein pathologisches Beispiel.

Definition 3.1.11 FEs sei Z = (U, e, 7,1) ein Zeichensystem. Wir sagen, Z hat
natirliche Zahlen vom Typ «, falls gilt:

1. ¥, :={o:7(0) = a} ist unendlich.
2. Yo = {{E;,a, M;) : i € w}, wobei E; — i und M; — i bijektive, berechenbare

Funktionen sind.

Definition 3.1.12 FEs sei A eine Zeichensprache. A heifst modular entscheidbar,
falls gilt.

1. A ist entscheidbar.

2. Fiir gegebenes e € E ist entscheidbar, ob ein o € A existiert mit (o) = e.

3. Fiir gegebenes t € T ist entscheidbar, ob ein o € A existiert mit (o) = t.

4. Fiir gegebenes m € M ist entscheidbar, ob ein o € A existiert mit (o) = m.

Proposition 3.1.13 FEs sei 3 kompositional, und set A C Y modular entscheidbar.
Dann ist auch A kompositional.

Nun gilt folgendes bemerkenswerte Resultat.

Theorem 3.1.14 (Erweiterung) Es sei X eine rekursiv aufzihlbare Menge von
Zeichen mit endlich vielen Typen. Es sei A C X modular entscheidbar, kompositio-
nal, und es habe A natirliche Zahlen vom Typ a. Dann ezistiert eine kompositionale
Grammatik fir 3.

Beweis. Nach Annahme hat A natiirliche Zahlen. Also existiert ein o und bere-
chenbare bijektive Funktionen z und m mit

So={0:7(0) =a} ={(z7(j),a,m7'(j)) 1 j €w}
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Ferner ist Y rekursiv aufzdhlbar und es existieren nur endlich viele Typen. Dann
iiberlegt man sich leicht, daf fiir jeden Typ 7 ein Paar berechenbare Funktionen z,
und m, existieren mit

Y = {{z0), ,me(4)) 15 € w)

Wir nehmen eine kompositionale Grammatik fiir 7" mit Signatur €2;. Nach Propositi-
on 3.1.13 diirfen wir dann annehmen, dafl die Grammatik nur Zeichen aus A erzeugt.
(Dies ist insofern nicht banal, als A aus einem kleiner Alphabet oder kleinerer Ty-
penmenge etc. definiert sein kann, die Algorithmen zur Berechnung der Funktionen
aber auf groferen Gebieten definiert sein konnten.) Dann sei €2 einfach ; erweitert
um einen einstelligen Modus E; fiir jeden Typ 7, der wie folgt definiert ist:

EX((E, o, M)) := (2,(2(E)), 7, m,(m(M)))

Da sowohl m, z wie auch m., und z, berechenbar sind, so sind auch z, 02z : F — FE
und m, om : M — M berechenbar.

Wir miissen also nur noch verifizieren, dafl diese Grammatik tatséchlich ¥ er-
zeugt. Sei dazu o = (E,T, M) ein Zeichen und t ein Strukturterm von o. Durch
Induktion iiber die Lange von t beweisen wir, dal o € . Hat ¢ die Lange 1, so ist ¢
ein nullstelliger Modus, also in §2. Dann ist sogar ¢ € A, nach Annahme iiber €2. Nun
zum Induktionsschritt. (Fall 1.) ¢ = E.s fiir ein gewisses s. Nach Induktionsannahme
ist s der Strukturterm eines Zeichens o' = (E', 7", M') € ¥. Es ist 7" = « und somit
o’ € A. Dann ist nach Konstruktion o € 3. (Fall 2.) Das Hauptsymbol von ¢ ist in €2.
Dann ist 0 € A, weil Modi aus ) nur Zeichen aus A erzeugen. Dies zeigt, dafl unsere
Grammatik nicht zu viele Zeichen erzeugt. Dafl sie auch nicht zu wenige erzeugt,
sieht man so. Es sei o € ¥. Dann ist 0 = (E, 7, M) fiir ein 7. Es gibt dann eine
Zahl j derart, daB o = (2.(j), 7, m.(j)). Setze E' := 2z71(j), M’ := m~'(j). Dann
ist (E', a, M') € A und besitzt einen Strukturterm s. Dann hat ¥ den Strukturterm
E.s, wie man leicht nachrechnet. -

Der Witz daran ist, dafl alle beteiligten Zeichen, das heifit, alle, die man erzeugen
kann, tatsédchlich in 3 liegen, sofern dies fiir A gilt. Was hier allerdings geschieht,
ist in hochstem Grade suspekt: aus der Zeichenkette ¥ wird die Zeichenkette f(Z),
welche absolut nichts mit Z zu tun haben mufl. Daher mufl man die Funktionen,
welche in der Zeichenkettenalgebra benutzt werden diirfen, erheblich einschréanken.

Ubung 64. Zeigen Sie Proposition 3.1.13.
Ubung 65. Es heiie A 7eindeutig, falls gilt:

1. Ist {e,7,m), (e, 7,m) € A, so e =€

2. Ist (e, 7,m), (e,7,m') € A, so m =m/.
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Es sei T' = {7} und A modular entscheidbar unf 7—eindeutig. Zeigen Sie, dafi A
kompositional ist.

Ubung 66. Es sei T endlich, E = A* und es sei A 7—eindeutig fiir jedes 7 € T
und A modular entscheidbar. Zeigen Sie: A ist kompositional. Hinweis. Definieren
Sie fiir jedes 7 einen zweistelligen Modus C;. Es sei dabei C. die Verkettung und
Ci(t,t') :=t, falls t = ¢’ = 7, und undefiniert sonst. Das Kunststiick ist die Definiti-
on von C£.

Ubung 67. Zeigen Sie, daB das Deutsche den Bedingungen des Satzes 3.1.14 geniigt.
Also ist Deutsch kompositional! Hinweis. Es ist ausreichend, eine Teilmenge A
mit A = A, zu finden, welche kompositional ist. Dafl Deutsch zumindest rekur-
siv aufzahlbar ist, wollen wir hier nicht beweisen, ist aber ziemlich plausibel.

Ubung 68. Konstruieren Sie ein A, welches den Bedingungen 2. — 4. der modularen
Entscheidbarkeit geniigt, aber nicht der Bedingung 1. Konstruieren Sie ebenso ein
A, welches 1. geniigt aber nicht 2. oder 3. oder 4.

3.2 Der Syntaktische Typenkalkiil

Die Kategorialgrammatik spezifiziert im Gegensatz zu den Phrasenstrukturgram-
matiken keinerlei spezielle Regeln, sondern ordnet jedem Element des Lexikons eine
(endliche) Menge von Kontextschemata zu. Diese Kontextschemata kénnen entweder
iiber Zeichenketten oder iiber Strukturbédumen definiert werden. Der zweite Ansatz
ist der é&ltere und fithrt zu dem sogenannten Ajdukiewicz-Bar Hillel-Kalkiil (AB-
Kalkiil), der erste zum Lambek-Kalkiil (L-Kalkiil). Wir stellen erst den AB-Kalkiil

VOr.

Wir nehmen an, dafl alle Baume strikt binédr verzweigend sind. In diesem Fall
hat jeder Knoten, der kein Blatt ist, genau zwei T6chter. Die Phrasenstrukturregel
X — Y Z in einer Grammatik codiert einen lokalen Baum als eine Anweisung, die
es erlaubt, X durch Y Z zu expandieren. Die Kategorialgrammatik interpretiert dies
dadurch, dafl Y und Z Baume représentieren, die zu einem Baum mit Wurzel X
zusammengebaut werden diirfen. Der Ansatz ist also von unten nach oben. Die Tat-
sache, dal die Bdume in der genannten Art kombiniert werden diirfen, wird durch
eine sogenannte Typenzuweisung codiert. Dazu miissen wir erst einmal Typen de-
finieren. Diese werden mit Hilfe von Operationszeichen iiber einem Alphabet B von
sogenannten Basistypen definiert. In unserem Fall sind / und \ die Operations-
zeichen. (Spéter wird noch e hinzukommen.) Ist B gegeben, so sei Typ, ,(B) die
Menge der Terme iiber B und den Operationszeichen. Diese werden in Infixnotation
geschrieben, also a/b anstelle von /ab. Typen bezeichnen wir iiblicherweise mit klei-
nen griechischen Buchstaben, Basistypen durch kleine lateinische Buchstaben. Ist
B ={a,b,c}, so sind (a/b)\c, ¢/a also Typen. Wir vereinbahren wie bei A-Termen
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Linksklammerung. Es ist also a/b/¢/b/a kurz fiir

(((a/b)/c)/b)/a

Die Interpretation dieser Terme in B&umen ist wie folgt. Ein Baum ist jetzt ein
erschopfend geordneter Baum mit Marken in Typ, ,(B), welcher von einer Konsti-
tuentenstrukter herkommt. Dies bedeutet, dal nichtterminale Knoten genau dann
binér verzweigen, wenn sie nicht praterminal sind. Ansonsten sind sie unverzweigt.
Die Markierungsfunktion ¢ muf3 korrekt im Sinne der folgende Definition sein.

Definition 3.2.1 Es sei A ein Alphabet und ¢ : AU{e} — o(Typ, ,(B)) eine Funk-
tion, fiir welche ((a) stets endlich ist. ¢ heifit eine Typenzuweisung. Ein Baum mit
Marken in Typ, ,(B) ist korrekt markiert, falls (1.) fiir jedes nichtverzweigende
x mit Tochter y gilt t(z) € ((t(y)), (2.) fir jedes verzweigende x, welches yo, 11
unmittelbar dominiert und yo T y1 gilt: t(yo) = t(z)/t(y1) oder t(y1) = t(yo)\t(x).

Definition 3.2.2 FEine A B-Kategorialgrammatik tiber A ist ein Quadrupel K =
(B, A, (,S), wo B eine Menge von Basistypen ist, S € B, und ¢ : A — o(Typ\ ,(B))
eine Typenzuweisung. Die Menge der von K akzeptierten Bédume, Lg(K) ist die
Menge der endlichen, bindr verzweigenden, erschépfend geordneten Bdaume mit kor-
rekter Markierungsfunktiont : B — Typw(B), derart, daf$ die Wurzel die Marke S
tragt.

Wir weisen darauf hin, daf§ aus technischen Griinden auch der leeren Zeichenkette
ein Typ oder eine Menge von Typen zugeordnet werden mufl. Ansonsten ist keine
Sprache, welche € enthélt, eine Kategorialsprache. Im Folgenden werden wir diesen
Fall ignorieren, aber in den Ubungen wird einiges dazu bewiesen werden.

Die Kategorialgrammatik erlaubt also im Wesentlichen nur, die Abbildung ¢
festzulegen. Ist diese einmal gegeben, so ldt sich zu jeder Konstituentenstruktur
iiber einer gegebenen Zeichenkette feststellen, welche Strukturbdume iiber dieser
Zeichenkette existieren. Dazu mufl man zunéchst alle Konstituenten aufzéhlen. An-
schliefend wéahlt man fiir jeden Préterminalknoten z ein a € ((t(y)), wo y < .
Die Markierungsfunktion ist damit auf allen {ibrigen Knoten eindeutig festgelegt.
Denn es muf ja in einem lokalen Baum entweder die linke Tochter eine Marke o/
tragen, und dann hat die rechte Tochter a und die Mutter 3, oder aber die rechte
Tochter tragt o\ 5, und dann hat die linke Tochter die Marke o und die Mutter 3. Es
existiert somit hochstens eine Markierungsfunktion, die die urspriingliche fortsetzt.
Dieser Algorithmus zur Erkennung von Strukturbdumen ist allerdings wenig effektiv.
Stattdessen kann man zeigen, dafl jede AB-Kategorialgrammatik schon eine stark
kontextfreie Menge von Bédumen erzeugt. Dies erlaubt uns, samtliche verfiigharen
Séatze iiber kontextfreie Sprachen anzuwenden.
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Theorem 3.2.3 FEssei K = (B, A, (,S) eine AB-Kategorialgrammatik. Dann exi-
stiert eine kontextfreie Grammatik G mit Lg(K) = Lg(Q).

Beweis. Wir setzen N die Menge aller Teilterme der Terme in ((a), a € A. Es ist
ohne Weiteres einzusehen, dafl jeder korrekte Baum tatsédchlich nur Marken in N
tragt. Wir iibernehmen das Startsymbol. Die Regeln haben die Form

a — off
a — [ P
a — a a € ((a)

wobei XY alle Symbole von N durchlaufen und a alle Werte in A. Dies definiert
G := (S,N, A, R). Falls nun B € Lg(G), so ist die Markierung korrekt, wie man
leicht nachpriift. Umgekehrt, falls B € Lp(K), so ist jeder lokale Baum eine Instanz
einer Regel aus G, die Wurzel trigt die Marke S, und alle Bléatter ein terminales a.
Also B € Lg(G). H

Umgekehrt kann man allerdings auch jede kontextfreie Grammatik in eine AB—
Grammatik umformen; allerdings ist diese nicht stark, sondern nur schwach aqui-
valent. Dazu sei S eine kontextfreie Sprache. Es existiert dann eine Grammatik G
in Greibach-Form mit L(G) = S. Wir unterscheiden zwei Fille. Fall 1. ¢ € S. Wir
nehmen dann an, S stehe niemals aus der rechten Seite einer Produktion. (Dies kann
man einrichten unter Wahrung der Greibach—Form; siehe dazu die Ubungen.) Dann
wéhlen wir eine Typenzuweisung wie im Fall 2 und addieren € +— S. Fall 2. £ € S.
Jetzt definiere

Cola) = {X/Y, ... /V1/Yo: X —a-[]Vi€e R}
<n
Setze K = (Ng, A, S, (g). Wir behaupten, dafl L(K) = L(G). Dazu werden wir

zundchst G transformieren, indem wir jede Regel p : X — a - [],_,Y; durch die
Regeln

<n

Zé) - (l}/(], Z{) - ZOY17 R szl - Yn—QYn—l

Dies definiert die Grammatik H. Esist L(H) = L(G). Also geniigt der Nachweis, daf3
L(K) = L(H). Statt K konnen wir auch eine kontextfreie Grammatik F' nehmen;
die Nichtterminalsymbole seien Np. Wir zeigen jetzt sogar, dafi F' und H dieselben
Baume erzeugen modulo der R-Simulation ~ C Ny x Ng, welche wie folgt definiert
ist; (a) Fir X € Ng ist genau dann X ~ Y, wenn X =Y. (b) Z ~ W genau
dann, wenn W = X/Y, /... /Yiqyund p=X — Y- Y; - ... Y, fiir gewisse Y,
1 < j < n.Dazu geniigt, dafl die Regeln von F' mit ~ den Regeln von H entsprechen.
Dies rechnet man aber unmittelbar durch Einsetzen aus.

Theorem 3.2.4 (Bar—Hillel & Gaifman & Shamir) FEs sei S eine Sprache tiber
einem Alphabet A. Genu dann S ist durch eine AB-Kategorialgrammatik definier-
bar, wenn S kontextfrei ist.
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Man bemerke, dafl wir von den Typenoperationen nur eine, namlich /, benutzt
haben. Der Leser moge sich davon iiberzeugen, daf auch \ geniigt hétte.

Betrachten wir die Kategorialgrammatik nun vom Standpunkt der Zeichenalge-
bra. Wir fithren auf der Algebra der Typen eine partielle 2—stellige Operation - ein,
welche folgenden Gleichungen geniigt:

o/B-B=a,  B-Pa=a

Es soll 3 - also nur dann definiert sein, wenn v = f\«a oder § = «/ fiir ein a.
Betrachten wir nun die Konstruktion einer Zeichenalgebra fiir kontextfreie Sprachen
aus dem letzten Abschnitt. Wir konnen aufgrund der Ergebnisse dieses Abschnitts
annehmen, daf} die Menge 7" jetzt eine Teilmenge von Typ, ,(B) ist, welche lediglich
unter - abgeschlossen sein mufl. Wir konnen dann fiir unsere Regelmodi wie folgt
setzen: ist a vom Typ «, so existiert also eine kontextfreie Regel p : & — a, und wir
fithren wir einen nullstelligen Modus R, mit

R, = (a,,a)
Die iibrigen Regeln kénnen wir nun zu einem einzigen (!) Modus zusammenfassen:

C(<f7Q,f>7<g,ﬁ7y_>) = <f?j,0é5,f?j>

Allerdings liefert das noch nicht die intendierten Bedeutungen. Wir miifiten jetzt also
noch S¥ wie in Abschnitt 3.1 einfiihren, um auch dieses zu beheben. Wir wollen dies
jedoch nicht tun, sondern uns mit der Frage befassen, wie man auch die Bedeutungen
systematischer berechnen kann. Dies wird im allgemeinen nicht moglich sein, denn
wir haben ja nur vorausgesetzt, dafl f berechenbar ist. Allerdings stellt sich in der
Praxis heraus, daf} die syntaktischen Typen in einem sehr engen Verhéltnis zu ihren
Bedeutungen stehen. Dies ist die Philosophie, welche hinter der Montague Semantik
steht. Um zu ihr vordringen zu koénnen, miissen wir allerdings einige Hilfsmittel
bereitstellen. Dem Leser sei an dieser Stelle empfohlen, den Abschnitt 3.7 zuerst zu
lesen, bevor er hier weitergeht.

Sei eine beliebige Menge B von Basistypen gegeben. Aus diesen Typen kénnen
wir nun einerseits Typen im Sinne des getypten A-Kalkiils bilden und andererseits
syntaktischen Kategorien im Sinne der Kategorialgrammatik. Diese sind nun durch
folgenden Homomorphismus miteinander verbunden.
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Es sei nun (M, A, app) ein Mengen—Modell des A-Kalkiils. Eine Realisierung von B
ist eine Funktion " —', welche jedem b € B eine Menge zuordnet. Diese Realisierung
kann kanonisch auf die semantischen Typen ausgedehnt werden, und damit indirekt
auch auf die syntaktischen Kategorien. Damit bekommen wir

l—Oé/ﬁ—l = I—ﬁ_l N l—Ot—l
l_ﬂ\a—l — I’ﬂ_l s '_O{—l

Wir fithren dies fiir unsere arithmetischen Terme vor. Es gibt einen Basistyp Z, und
diesen realisieren wir durch die Menge der Zahlen von 0 bis 9. Ferner gibt es den
Typ T der Terme, welchen wir (zum Beispiel) durch die Menge Q der rationalen
Zahlen realisieren. Es ist also

rz7 = {0,1,...,9}
[_T—I — Q

Nun ist + : Q x Q — Q eine zweistellige Funktion. Diese konnen wir, wie in
Abschnitt 3.7 gezeigt, zu einer Funktion aus Q — (Q — Q) umdefinieren. Wir
schreiben der Einfachheit halber fiir diese Funktion auch +. Der syntaktische Typ,
den wir + zuordnen wollen, muf jetzt dazu passen. Wir wahlen (T\T)/T. In der Tat
gilt

"(M\T)/T'=Q0—(Q—Q),

wie gewiinscht. Nun miissen wir es so einrichten, dafl die Bedeutung der Zeichenket-
te 5+7 auch wirklich 12 ist. Dazu verlangen wir einfach, dafl wenn + mit 7 zu der
Konstituente +7 zusammengefiigt wird, die Bedeutung von + (welche ja eine Funk-
tion ist), auf die Zahl 7 angewendet wird. Tun wir dies, so erhalten wir die Funktion
x — x+ 7 auf Q. Fassen wir anschliefend +7 und 5 zusammen, so erhalten wir eine
Konstituente vom Typ T, deren Bedeutung gerade die Zahl 12 ist.

Falls die Dinge jetzt so eingerichtet sind, konnen wir uniform fiir Kategorial-
grammatiken zwei zweistellige Modi, C~ und C. definieren.

C>(<f,04,X>,<g,ﬂ,Y>) = <f
C<((a_7’,oz,X),<gj,ﬁ,Y>) = <f

Ferner nehmen wir an, dafl wenn a € A ist und den Typ « hat, es nur endlich
viele X € "a'! geben soll, die Bedeutungen von a vom Typ « sind. Fiir jede dieser
Bedeutungen X nehmen wir einen nullstelligen Modus (a, a, X). Damit ist die Ka-
tegorialgrammatik vollstdndig standardisiert. Wir haben in den jeweiligen Algebren
3, T und M ein je zweistelliges Produkt definiert, welches der Zusammenfiigung von
zwei Zeichen zu einem Zeichen entspricht. Die Variabilitdt ist dann nicht mehr in
den mehrstelligen Modi zu finden, sondern nur noch in den nullstelligen Modi. Man
spricht deshalb auch von Kategorialgrammatik als einer ‘lexikalischen’ Theorie, weil
sdmtliche Information iiber die Sprache im Lexikon liegt.
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Definition 3.2.5 FEine AB—Zeichengrammatik ist eine Zeichengrammatik

A, 7,

bei der die Signatur aus den zwei zweistelligen Modi C~ und C. und endlich vielen
nullstelligen Modi M;, i € n, besteht, ferner 3 = (A*,-), sowie T = (U,-) eine
Unteralgebra der Algebra der Typen iiber einer Basismenge B, und 9t = (M, app)
ein Modell des Typenkalkiils iiber der Typenmenge B. Ferner gilt: ist M = (¥, o, X)
ein nullstelliger Modus, so ist o(a) der Typ von X.

Ublicherweise nimmt man fiir 901 ein volles Modell des Typenkalkiils iiber B, obwohl
es mehr Funktionen enthélt, als man wirklich benotigt. Man beachte, dafl die Alge-
bra der Bedeutungen partiell ist und als einzige Operation die Funktionsanwendung
besitzt. (Diese ist ja nicht definiert, wenn die Typen nicht zusammenpassen.) Um
genau zu sein, hitten wir bei der Definition von 3, ¥ und 90t jeweils auch O-stellige
Funktionen einfiihren miissen (fiir M, M7, M), aber so ist die Definition etwas hand-
licher. Wie wir noch sehen werden, ist die Konzeption einer Kategorialgrammatik
zwar einschriankend in Bezug auf die erzeugte Sprache (sie mufl ja kontextfrei sein)
und in Bezug auf die Kategorialsymbole, jedoch nicht wirklich einschrankend fiir die
Bedeutungen. Dies zu zeigen, iiberlassen wir dem Leser.

Wir wollen dies anhand eines Beispiels augenfélligc machen. Betrachten wir als
Alphabet unsere zehn Ziffern. Jeder nichtleeren Zeichenkette iiber diesem Alphabet
enstpricht in eindeutiger Weise eine Zahl, welche wir durch eben diese Folge benen-
nen. Zum Beispiel benennt die Folge 721 die Zahl 721, welche wir in Bindrdarstellung
auch 101101001 oder LOLLOLOLOOL schreiben. Wir wollen eine Kategorialgram-
matik schreiben, welche in kanonischer Weise jeder Ziffernreihe ihre Zahl zuordnet.
Dies ist nicht so einfach, wie es auf dem ersten Blick erscheinen mag. Um das Bei-
spiel nicht trivial erscheinen zu lassen, wollen wir eine Grammatik fiir Binédrzahlen
schreiben, mit L anstelle von 1 und 0 anstelle von 0. Es ist zunéchst klar, daf§ wir
einen Typ Z wie im obigen Beispiel benotigen. Diesen realisieren wir jetzt durch die
Menge der natiirlichen Zahlen. Jede Ziffer hat den Typ Z. Dann haben wir folgende
O-stellige Modi:

Zo = (0,Z,0)
z, = (L,z,1)

Nun vereinbahren wir zusétzlich, dafl Ziffern auch den Typ Z\Z haben. Damit wird
die Zahl 101 wie folgt analysiert:

L 0 L
Z Z\Z Z\Z
z
Z

Dies bedeutet, dafl sie semantisch gesehen auch Funktionen von w nach w sind. Wie
man sich leicht iiberlegt, sind sie folglich die Funktionen An.(2n + k). Hierbei muf}
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k gerade der Wert der Ziffer sein. Wir bekommen also noch nullstellige Modi der
folgenden Form:

My := (0,Z\Z, A\n.2n)

Dies tut das Gewiinschte. Allerdings besitzt diese Grammatik nicht die ideale Form,
denn wir haben jetzt jeder Ziffer zwei Bedeutungen gegeben, die nichts miteinander
zu tun haben miissen. Wir hétten ja zum Beispiel einen Modus der folgenden Art
einfithren kénnen:

My := (0,Z\Z, \n.(2n + 1))

Wir konnen dies vermeiden, indem wir ein zweites Kategoriesymbol einfiithren, T,
welches fiir eine Ziffernfolge steht, wahrend Z nur fiir Ziffern stehen soll. Wir definie-
ren anstelle von M, jetzt einen einstelligen Modus Ny und einen zweistelligen Modus
Ny:

No := (g,T/Z, An.n)

Ny = (g, T/Z/T,Am.An.(2m + n))

Zum Beispiel erhalten wir LOL als Exponenten des Terms
N N NoZ1 ZoZ;

Der Wert dieses Terms errechnet sich folgendermaflen:

=2 =
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(N1N1NoZ1ZoZy )"
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Diese Losung ist weitaus eleganter als die erste. Trotzdem ist das Ergebnis nicht be-
friedigend. Wir mufiten einige Modi postulieren, welche man nicht auf der Zeichen-
kette sehen kann. Am einfachsten wére es, man kénnte einen zweistelligen Modus
definieren, dessen Bedeutung die Funktion g ist. Dies ist in der Kategorialgramma-
tik dieser Form jedoch nicht erlaubt. Dies ist ein Mangel, den wir in dem néchsten
Kapitel beheben wollen. Ein weiteres Problem ist die eingeschrinkte Funktionalitat
im Bereich der Zeichenketten. Am Beispiel der Grammatik 7" des vorigen Abschnitts
mag dies verdeutlicht werden. Wir haben vereinbahrt, dafl jeder Term durch Klam-
mern eingeschlossen wird. Die Klammern sind nun Symbole des Alphabets, die ledig-
lich Lesehilfen sind und keinerlei Bedeutung tragen. Um die Klammern korrekt zu
setzen, mufl man einigen Aufwand treiben. Wir schlagen etwa folgende Grammatik
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01 := (+,(T\U)/T, \m.A\n.n + m)
02 = (-, (T\U)/T, \m.An.n —m)
03 = (=, (T\U)/T, A\m.An.n/m)
04 := (x,(T\U)/T, Am.An.nm)

05 = (—,U/T,An.—n)

0s = (),L/U,An.n)

07 = ((GL\T, \n.n)

Zo = (L,T,0)

Z, = (0,T,1)

Die Vorstellung ist die, dafl ein Operationszeichen zunéchst einmal einen ungeklam-
merten Term erzeugt, der dann eine rechte Klammern und anschlielend eine linke
Klammer benétigt, um zu einem Term zu werden. Eine dieser Zuweisung entspre-
chende Semantik mufl den Typen nun Bedeutungen zuweisen. Dafiir nehmen wir
jeweils immer Q als einzigen Basistyp. Die Klammern haben als Bedeutung lediglich
die Identitdt. Falls wir also eine Klammer hinzufiigen, so éndern wir den Wert des
Terms nicht. Dies ist ein gangbarer Weg, allerdings wird die Anzahl der primitiven
Typen vergroflert, ohne dafl dem ein erweiterter semantischer Bereich gegeniiber-
steht. Auch hier wirkt sich also die Standardisierung nicht hilfreich aus.

Nun ist die Anwendung einer Funktion auf ein Argument nicht die einzig mogli-
che Kompositionsregel. Es wurde deswegen insbesondere von Peter Geach in [16]
vorgeschlagen, noch weitere Regeln zuzulassen. Dieser Gedanke wurde einerseits
durch den Lambek—Kalkiil realisiert, auf den wir noch spéter eingehen werden, und
andererseits durch die sogenannte Kombinatorische Kategorialgrammatik. Bei der
letzteren ist der Grundgedanke dieser. Jedem Modus in der Kategorialgrammatik
enstpricht ein schematischer getypter Kombinator. Namlich C. entspricht der Kom-
binator U (definiert in Anschnitt 3.7) und C. der Kombinator I. Dies ist — aus
der Sicht der kombinatorischen Logik — eine willkiirliche Einschréankung. Sehen wir
uns nun Beispiele an, wie dies geéindert werden kann. Wir nehmen zusétzlich zu den
eben genannten Kombinatoren noch an, wir hétten den Kombinator

B = (Ax. Oy. (A\z.x(yz2))))

Dann ist, wie man leicht sieht, BXY nichts anderes als die Verkettung der Funktio-
nen X und Y. Denn offensichtlich muf}; wenn z den Typ v hat, y den Typ § — 7~
haben und x den Typ a — (3. Dann ist aber Bxy = (A\z. (x(yz))) vom Typ a@ — 7.
Nun definieren wir ein neues Typprodukt o durch

/8 o Bla = v/a
Bla o B\y = v/a
/B o a\B = aly
a\3 o B\y = aly
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Ferner definieren wir zwei neue Modi, B> und B. wie folgt:

B>(<f,oz,X>,(g’,B,Y>) = <
B<(<f,a,X>,(gj’,ﬁ,Y)) = <

Anstelle von BXY hétten wir auch VXY setzen konnen, wobei V definiert ist durch

7,0 3, BXY)
-y, 0 3, BY X)

SIS

V= (Ox.y. (A\z.y(x2))))

Wir bezeichnen diese Erweiterung des AB—Kalkiils mit CCG(B). Diese erlaubt uns
also, nicht nur die Kompositionsmodi Cs und C. sondern auch die Modi B< und B
zu verwenden. Die entstehenden Baummengen sind allerdings von génzlich neuer
Art. Denn jetzt ist es so, daf}, falls x ein verzweigender Knoten mit T6chtern 3o und
yy ist, auch x den Typ a/~v tragen darf, wenn yo den Typ o/ und y; den Typ (/v
tragt. Hinter der Definition des Produkts, o, steckt eine gewisse Willkiir. Was man
aus Sicht der semantischen Typen erwarten sollte, ist, dafi der Typ von o(a o 3)
gleich n — @ ist, wenn o(a) = ¢ — 6 und o(8) = n — ( fiir gewisse 1, ¢ und
6. Ansonsten sollte das syntaktische Produkt undefiniert sein. Stattdessen wird das
syntaktische Produkt semantisch gesehen symmetrisiert, dafiir aber die Richtungen
spezifiziert. Dies geht im Einzelnen so. Es wird bei der Anwendung eine Kategorie
(hier ¢) gekiirzt. In der Kategorie n/0 wir die Selektionsrichtung (hier: rechts) als zu
0 gehorig aufgefalt. Wird 6 nicht gekiirzt, so mufl in der Ergebniskategorie wieder
/6 stehen. Wird € gekiirzt, so muf /6 links stehen. Dies ergibt die obenstehenden
Produktregeln. Wir iiberlassen es dem Leser, fiir CCG(B) nachzuweisen, dafi die
erzeugten Baummengen auch kontextfrei sind. Insofern ist also nicht viel gewonnen.
Deswegen wollen wir im Detail eine etwas andere Erweiterung studieren, ndmlich

CCG(P). Hierbei ist
P:= (x. Qy. (Az. Au.x(yzu)))))

Damit dieser richtig getypt ist, darf man den Typ von z und u frei wéhlen, etwa
B und . Dann ist y vom Typ v — (f — ¢) fiir ein §, und vom Typ § — «
fiir ein gewisses a. y steht also fiir eine mindestens zweistellige Funktionen, x fiir
eine mindestens einstellige. Ist der Kombinator definiert, so liegt der Modus fest,
sofern wir noch eine syntaktische Kombinationsregel festlegen. Dazu definieren wir
folgendes Produkt.

a/d o (6/8)/v = (a/B)/y
0/8)/r o O\ = (a/B)/y
a/o o (B\O)/r = (B\a)/v
(B\0)/y & O\ = (B\a)/y
a/o * N\©/8) = \(a/P)
NO/B) o d\a = 7\(e/f)
a/o e NG\ = NP\
N(B\G) o d\a = N\(B\e)
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Jetzt definieren wir zwel neue Modi:

P-((Z,0,X),(4,8,Y)) = (Z-y,cve [, PXY)
P.({Z,0,X),(4,8,Y)) = (Z-y,ve§,PXY)

Wir werden diese Grammatik néher studieren. Als Beispiel diene folgende Gramma-
tik.

Mo = (A (c¢/a)/c, Ox. Oy. (x+y))))
M = (B, (¢/b)/c, Ax.y.(x-y))))
My = (a,a,l)
M3 = (b,b,2)

My, = (C,c/a,(Mx.x))
Nehmen wir die Zeichenkette ABACaaba. Diese besitzt zum Beispiel folgende Analyse:

A B A C a a b a
(c/a)/c (c¢/b)/c (c/a)/c cl/a  a a b a
(c/a)/c c
c/a a
(c/b)/c c
c/b b

(c/a)/c c

c/a a

Wenn wir gleichzeitig die Bedeutung ausrechnen, so bekommen wir 5. In dieser
Analyse wurde nur C. verwendet. Nun existiert aber auch folgende Analyse:

A B A C a a b a
(c/a)/c (c¢/b)/c (c/a)/c c/a a a b a
((c/b)/a)fc  c/a_ a
(((c/a)/b)/a)/c c
((c/a)/b)/a a
(c/a)/b / b

Auch hier ergibt sich im Ubrigen die Bedeutung 5. Diese Analyse benutzt den Modus
P.. Man beachte, dafl sich im Verlaufe der Ableitung die Kategorien aufbléhen.

Theorem 3.2.6 Es existieren CCG(P)-Grammatiken, welche nicht kontextfreie Baum-
mengen erzeugen.

Wir werden zeigen, dafl unsere eben betrachtete Grammatik von dieser Art ist. Dazu
einige Beobachtungen.
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Lemma 3.2.7 Es sei a = m1/m2/n3, B = n3/na/ns und v = ns/ne/17. Dann ist

ae(Fer)=(aep)er

Beweis. Beweis durch direktes Nachrechnen. Es ist etwa ave® 3 = 1y /m2/13/m4/05.

Es ist also e assoziativ, sofern es definiert ist (im Gegensatz zu -). Betrachten
wir eine Zeichenkette der Form #Cay, wo Z € (AUB)*, 4 € (aUb)* und h(%) = ¢,
wobei h : A — a,B +— b. Zum Beispiel ist AABACaaaba eine solche Zeichenkette.
Dann gilt: mit Ausnahme von ZC sind alle Prifixe Konstituenten. Denn Priifixe von
Z sind Konstituenten, wie man leicht sieht. Falls dies so ist, so folgt leicht, dafl die
Baummengen nicht kontextfrei sind. Denn ist Z # ¢, so ist ZCah(y”) nicht ableitbar.
Dagegen ist ZCah(ZT) ableitbar. Wire nun die Baummenge kontextfrei, kann es aber
nicht unendlich viele solcher ¥ geben, ein Widerspruch.

Somit haben wir schon die kontextfreien Grammatiken hinter uns gelassen. Wir
kénnen jedoch die Situation noch verschérfen. Sei 9 die folgende Grammatik.

No = (A c\(c/a), Ax. Qy. (x+y))))
N1 = (B,c\(¢/b), Ax. Qy.(x-y))))
Ny = (a 1)

N3 = < b >

Ny = (C,¢ ()\x x))

Theorem 3.2.8 N erzeugt eine nicht kontextfreie Sprache.

Beweis. Sei S die von 9 erzeugte Sprache. Setze L := C(A UB)*(aUDb)*. Falls S
kontextfrei ist, so ist es auch S N L (nach Satz 2.1.14). Definiere h durch h(A) :=
h(a) := a, h(B) := h(b) := b sowie h(C) := e. Wir zeigen:

(%) 7 € SN L genau dann, wenn & € L und h(Z) = gy fur ein § € (aUb)*.

Also h[SNL| ={yy : j € (aUb)*}. Letztere ist aber nicht kontextfrei. Daraus folgt
dann mit Satz 1.5.8, dal S N L nicht kontextfrei ist, also auch S nicht kontextfrei.

Nun zum Beweis von (k). Es bezeichne fiir A = (§; : i < n) ¢/A die Kategorie
c/00/01/ ... /0p—1. Dann gilt:

cA\(¢/Ar) @ \(¢/Ag) = c\(¢/Ag; Ay)

Sei also CZy derart, dal © € (AUB)* und § € (aUDb)*. Es ist nicht schwer zu sehen,
daB3 dann C¥ eine Konstituente sein mufl. Nun sei x = xpx1 ... %,_;1. Ferner seid;, = a
falls z; = A und d; = b, falls x; = B, ¢ < n. Dann ist die Kategorie von 7 gleich
c\(¢/A), mit A = (d; : i < n). Folglich ist CZ eine Konstituente vom Typ ¢/A. Dies
bedeutet aber, dafl o den Typ dy, y1 den Typ d; usw haben mufl. Aber falls y; den
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Typ d; hat, so ist h(z;) = y;, wie man leicht nachpriift. Dies ergibt, dafl h(Z) = ¢
sein muf. Falls dies umgekehrt so ist, so ist die Zeichenkette ableitbar. -

Wir haben also eine Grammatik, welche nicht kontextfreie Sprachen erzeugt.
Kombinatorische Kategorialgrammatiken sind also stérker als Kategorialgrammati-
ken.

Es gibt noch einen anderen Weg, CCGs einzufiithren. Dazu erweitern wir nicht
die Kombinationsregeln, sondern fithren einige neue nullstellige Modi ein:

Bo = (&,7/a/(v/P)/(B/a),B)
Bi = (& (a\)/(v/B)/(c\f),B)
By = (&,7/a/(B\7)/(B/a), V)
Bs = (& (a\)/(B\7)/(a\7), V)

Hierbei handelt es sich allerdings gar nicht um vier, sondern um unendlich viele
Modi. Denn je nach Instantiierung von «, § und v mufl der Kombinator, B oder
V, den Typ (a« — ) — ((8 — v) — (o — 7)) haben. Deswegen ist es iiber-
haupt nur moglich, dafl solche Grammatiken nicht kontextfreie Sprachen erzeugen
kénnen. Man nennt lexikalische Elemente, welche eine parametrische Schar von T'y-
pen (mit entsprechender parametrischer Bedeutung) haben, polymorph. Ein be-
sonders wichtiges Beispiel polymorpher Elemente sind und und nicht. Sie haben
syntaktisch gesehen den Typ (a\«a)/a und a/a, wo « jeden Typ annehmen kann.
Dies bedeutet, daf} je zwei Konstituenten gleicher Kategorie durch und zu einer Kon-
stituente gleicher Kategorie verbunden werden konnen, und jede Konstituente durch
nicht zu einer Konstituente gleicher Kategorie wird.

Ubung 69. Es sei ¢ : A, — o(Typ, ,(B)) eine Typenzuweisung. Zeigen Sie, daf die
korrekt markierten Badume eine kontextfreie Sprache definieren.

Ubung 70. Zeigen Sie, da zu jeder kontextfreien Sprache eine Grammatik in
Greibach—Form existiert, in der S niemals auf der rechten Seite einer Produktion
auftritt.

Ubung 71. Es sei ¢ : A, — g Typ, ,(B)) eine Typenzuweisung. Sei ferner S der
ausgezeichnete Basistyp. ¢’ heifit normal, falls ((¢) = S, und dafl kein ((a) ein «
enthélt, welches die Form «/8y/ ... /B,—1 mit §; = S fiir ein ¢ < n hat. Zeigen Sie,
dafl es zu ( ein normales ¢’ gibt, derart, ¢’ und ¢ die gleiche Sprache haben.

I"Jbung 72. Sei S C A* kontextfrei und f : A* — M. Schreiben Sie eine AB-
Zeichengrammatik, deren interpretierte Sprache die Menge aller (7, f(Z)) ist.

Ubung 73. Es sei (2, (, 7, 1) eine AB-Zeichenkettengrammatik. Zeigen Sie, daf
fir alle Zeichen (Z,a, X) gilt: X hat den Typ o(«). Hinweis. Induktion iiber die
Lange des Strukturterms.

Ubung 74. Zeigen Sie, da die CCG(B) Grammatiken stets kontextfreie Zeichen-
kettensprachen erzeugen, sogar kontextfreie Baummengen. Hinweis. Zeigen Sie: ist
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A eine beliebige endliche Menge von Typen, so kann man mit B hiéchstens |A|™ viele
Kategorien erzeugen.

3.3 Der AB—Kalkiil

Wir wollen nun einen Kalkiil vorstellen, mit dem die Ableitbarkeitsbezichungen in
der AB-Kategorialgrammatik axiomatisch erfafit werden. Man beachte, dafl das
einzig variable Element die elementare Typenzuweisung ist. Wir wihlen nun ein Al-
phabet A und eine elementare Typenzuweisung (. Wir schreiben [o], fiir die Menge
der bindren Konstituentenstrukturen iiber A, fiir die eine korrekte Markierung exi-
stiert, sodafl die Wurzel den Typ « hat. Da Kategorialgrammatiken invertierbar
sind, existiert in jedem Fall hochstens eine Markierungsfunktion (die terminalen
Regeln ausgenommen). Nun fithren wir ein Symbol o ein. Mit o kann man binér
verzweigende Konstituentenstrukturen erzeugen. Es seien (X, X), (Y,9) Konstitu-
entenstrukturen und X NY = @. So ist

(X,X) o (Y,9) = (XUY,XUYU{XUY})

(Im Prinzip ist o auch dann wohldefiniert, wenn die einzelnen Konstituentenstruk-
turen nicht bindr verzweigen.) Im Falle, wo X NY # & ist, mufl man zur disjunkten
Summe iibergehen. Wir wollen die Einzelheiten nicht ausbuchstabieren. Mit Hilfe
von o bilden wir nun auch Terme iiber A, d. h. wir betrachten wieder die Termalgebra
iiber A mit der Signatur o. Jedem Term wird induktiv eine Konstituentenstruktur

wie folgt zugeordnet.
a* = ({a},{{a}})

(sot)f = skotk

Man beachte, dafl o in zwei Bedeutungen gebraucht wurde. Nun wollen wir als letzten
Schritt [a¢ betrachten. Diese entsprechen genau den bindren Konstituentenstruk-
turen iiber A. Es gelten nun folgende Beziehungen

[a/Blc o Ble €
[Blc o [B\ale S [od

Wir abstrahieren nun von A und (. Anstatt o als Konstruktor fiir Konstituenten-
strukturen iiber A aufzufassen, interpretieren wir o als Konstruktor von Konstitu-
entenstrukturen iiber Typ, /(B) fiir ein gegebenes B. Wir nennen einen Term {iber
7 mit Hilfe von o aufgebaut einen Strukturterm. Typen werden mit kleinen grie-
chischen Buchstaben, Strukturen mit groflen griechischen Buchstaben bezeichnet.
Induktiv erweitern wir die Interpretation [—]. auf Strukturen wie folgt.

Mo Afe = [T o [Al
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Wir fithren nun ein neues Symbol ein, . Dies ist eine Relation zwischen Struktu-
ren und Typen. Falls I' eine Struktur und « ein Typ ist, so bezeichnet I' - «a die
Tatsache, dafl fiir jede Interpretation in einem Alphabet A mit Typenzuweisung ¢
gilt [I']¢ C [a¢. Die so erhaltene Interpretation werden wir die Kiirzungsinterpre-
tation nennen. Hierbei werden die Typen als konkrete Marken eingesetzt, welche
Knoten zugewiesen werden, und welche der Kiirzungsregel gentigen. Wir wollen noch
eine andere Interpretation vorstellen, welche wir die Kontextinterpretation nen-
nen wollen. Hierbei ist die Vorstellung die, dafi wir jedem Basistyp b eine Menge [b]
von Konstituentenstrukturen zuordnen. Diese Abbildung wird wie folgt fortgesetzt.

[e/5) = [o]//10]
[B\a] = [BI\[e]

[CoA] := [[]o[A]
Hierbei ist
X/))Y = {I':(VAeY)ToAe€X)}
YN\X = {I':(VAeY)AoT € X)}

Man vergleiche auch die Ubung 1.2 aus Abschnitt 1.2. Es gilt demnach

[e] € [8/a]\N\B] & [B/elela] € [A]
Diese Interpretationen sind verschieden. In der Kontextinterpretation ist folgendes
Gesetz giiltig, wie sich aus dem eben Gasagten unschwer ableiten 1483t.

[e] € [(8/a)\A]

(Dieses Gesetz ist auch als Typenanhebung bekannt, da es erlaubt, von dem Typ «
zu dem “angehobenen” Typ (8/«a)\F tiberzugehen.) Auf der anderen Seite ist eine
Konstituente mit Marke « keine Konstituente mit Marke (3/a)\ 3, und so gilt dieses
Gesetz nicht fiir die Kiirzungsinterpretation.

Wir werden nun einen Kalkiil vorstellen, mit welchem F axiomatisiert wird und
zwar fiir beide Interpretationen. Diese Kalkiile definieren, wann eine sogenannte Se-
quenz ableitbar ist. Eine Sequenz ist ein Paar I' - o, wo I' eine Stuktur ist und «
ein Typ. Dieser besteht aus einem einzigen Axiom, ndmlich « - «, sowie einer Reihe
von Regeln, mit Hilfe derer aus schon abgeleiteten Tatsachen neue abgeleitet werden
konnen. Bei der Formulierung der Regeln beniitzen wir die Schreibweise I'[a]. Dies
bedeutet in diesem Zusammenhang, dafl I' eine Struktur ist, und « in I' vorkommt.
Es wird dabei ein Vorkommen von « fixiert; wenn wir also anschlieend I'[A] schrei-

ben, so meinen wir das Resultat der Ersetzung des vorher fixierten Vorkommens von
a durch A.

I'kFa Ala] F

(ax) aba (schn)

AllTE B
wp e ) G

T'ta AR F T'Fa  AFF
U0~ Rpraorrs TV I
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Sequenzen, welche Axiome sind, heiflen auch Anfansgsequenzen. Die Regel (schn)
wird auch die Schnittregel genannt. Wir bezeichnen den obenstehenden Kalkiil mit
AB + (schn), und mit AB den Kalkiil ohne (schn). Ferner heifit der Kalkiil aus
den Regeln (\-I) und (/-I) AB™. Eine Sequenz I' I « ist nun in einem Kalkiil
$ ableitbar — wir sagen dann auch, sie sei S—ableitbar —, wenn sie entweder ein
Axiom ist, oder aus ableitbaren Sequenzen mit Anwendung einer Regel des Kalkiils
hervorgeht.

Proposition 3.3.1 (Korrektheit) (1.) Falls T' - « im Kalkil AB~ ableitbar ist,
so gilt [I')¢ C [a]¢ fir jedes A und jede Typenzuweisung ¢. (2.) Falls T'+ a in AB
herleitbar ist, so gilt [T'] C [«] fir jede Kontextinterpetation.

Eine wichtige Eigenschaft dieser Kalkiile ist ihre Entscheidbarkeit. Gegeben I' und «
148t sich in endlicher Zeit entscheiden, ob I' F « ist oder nicht. Dies ist nun allerdings
nicht unmittelbar klar. Dazu eine Voriiberlegung. Ist die Schnittregel keine Regel des
Kalkiils, so ist die Entscheidbarkeit des Kalkiils, in diesem Falle AB, unmittelbar
einleuchtend. Die letzten vier Regeln sind ndmlich so beschaffen, dafl die Anzahl der
Symbole stets zunimmt. Man kann also die Lange einer Ableitung nach oben durch
die Anzahl der in I' und « auftauchenden Symbole abschitzen. Die Schnittregel
stellt also das einzige Problem dar. Wir wollen nun zeigen, dafl die Schnittregel
entbehrlich ist; das heifit zu jeder Ableitung von eine Sequenz I' - o, welche (schn)
verwendet, existiert eine Ableitung von I' - o, welche (schn) nicht verwendet.

Definition 3.3.2 Fine Regel R heifit zuldssig fiir einen Ableitungskalkil S, falls
fiir jede & + R—Ableitung einer Sequenz I' = « eine S—Ableitung von I' - « existiert.

Theorem 3.3.3 (Schnittelimination) FEs existiert ein Verfahren, zu jedem Be-

weis von I' -« in AB + (schn) einen Beweis von I' =« in AB zu konstruieren.
Also ist (schn) fir AB zuldssig.

Korollar 3.3.4 AB + (schn) ist entscheidbar.

Um das Theorem zu beweisen, definieren wir zunéchst den Grad eines Schnittes.
Fiir eine Struktur I" sei d(I') die Anzahl der Vorkommen von \ und /. Ferner sei
in (schn) der Grad des Schnittes genau d(T') 4+ d(«) + d(A) + d(~). Wir zeigen nun
folgendes Lemma, aus welchem der Schnitteliminationssatz folgt.

Lemma 3.3.5 Zu jedem Beweis von I' = «, welcher genau n Schnitte vom Grade
g enthdlt und p Anwendungen von Schnitt vom Grade < g, existiert ein Beweis von
I' b «, welcher héchstens n — 1 Anwendungen von (schn) vom Grade g enthdlt, und
héchstens p + 2 Anwendungen von Schnitt vom Grad < g.
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Beweis. Es sei R eine Regel. In einer Anwendung einer Regel werden die Strukturva-
riablen zu Strukturtermen instantiiert. Wir nennen die darin vokommenden Typen
Seitenformeln, alle anderen Hauptformeln. Es sei nun eine Anwendung von (schn)
gegeben. Falls sie die hochste Anwendung einer Regel ist, so sind die Pramissen
dieser Regel schon Axiome. In diesem Falle ist die Anwendung von der Form

ak« at «
ok«

und kann durch a F « ersetzt werden. Analoges gilt fiir den Fall, dafl nur eine der
Pramissen ein Axiom ist. Wir kénnen also jetzt annehmen, dafl beide Pramissen
des Schnittes durch Anwendung von Regeln gewonnen wurden. Wir zeigen nun, wie
man im Falle eines Schnittes auf Hauptformeln vorgeht und iiberlassen dem Leser
den (einfacheren) Fall, dafl der Schnitt {iber eine Seitenformel der linken Pramissen
erfolgt. Wir wenden uns also gleich dem Fall zu, dafl der Schnitt {iber eine Haupt-
formel der linken Pramissen erfolgt. Der erste Fall ist, dal die Schnittformel durch
(I-/) eingefiihrt worden ist.

lNoatpg

'k p/a AlB/a] -
Al v

Betrachten wir nun die Regelanwendungen, welche unmittelber iiber A[G/a] F v
steht. Es gibt nun mehrere Moglichkeiten fiir die rechte Prémisse. (0.) Die Pramisse
ist ein Axiom. Dann ist v = /a, und der Schnitt entbehrlich. (1.) 5/« ist Haupt-
formel der rechten Pramisse. Dann ist A[G/a] = O[F/a o Z] fiir gewisse © und Z,
und die Anwendung der Regel sah wie folgt aus

Zhka O[5 F~
O3/aoc=]
Dann konnen wir die Ableitung wie folgt umstrukturieren.

Foakp o6 F v
Ol oa] kv =k«
Ol o=k~

Wir haben d(A) = d(Z) + d(©). Der Schnittgrad des ersten Schnittes ist nun

oa)+d(3) +d(©) +d(v)

d(
d(T
= d(I') +d(B) +d(a) +d(©) +d(v)
< d(D)+d(B/a) +d(A) +d(v) .

Der Schnittgrad des zweiten Schnittes ist

d(©) +d(I") +d(a) +
< d(A)+d(T) +d(e) +
< d(A)+d(T) +d(3/

d(Z) +d(v)
d(7)
a)+d(y) .
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Der Schnitt ist also durch zwei Schnitte von kleinerem Grad ersetzt worden. Man
beachte, daf3 sich die Anzahl der iibrigen Schnitte nicht verdndert hat. Nun nehmen
wir also an, die Schnittformel ist nicht Hauptformel der rechten Pramisse. (2.) v =
(/e, und die Préamisse ist durch Anwenden von (I-/) entstanden.

AlB/a)oe k¢
Alp/alF (/e

Dann ersetzen wir diesen Beweis durch

loakpg

I'kg/a Alf/a]oe k¢
Alloe k¢
AllTEe/¢

Der Grad des Schnittes ist jetzt

dI') +d(B/a) + d(A) + d(e) + d(C)
< d) +d(B/a)+d(A) + d(v)

(3.) v = €\¢ und ist durch Anwendung der Regel (I-\) enstanden. Dann verfahre
man analog wie in (2.). (4.) Die Regelanwendung fiihrt eine Formel ein, welche in A
vorkommt. Dieser Fall sei dem Leser iiberlassen.

Falls nun die linke Prémisse durch Anwendung von (\-I) enstanden ist, so
verfahre man ganz analog. Nun nehmen wir an, die linke Prédmisse sei wie durch
Anwendung von \I-I) entstanden.

F'Fa AF]F~y
Alf/acT]F~r O[]k o
O[A[B/aol]|F ¢

Dann kénnen wir diesen Beweis wie folgt umstrukturieren.

AlflFy O] Fo
T'ka  ORA[F[FO
O[A[B/aoI]F o

Auch hier rechnet man leicht nach, dafl der Grad des neuen Schnittes kleiner ist als
der Grad des alten Schnittes. Der Fall, wo die linke Préamisse durch Anwendung von
(\-I) entstanden ist, ist ganz analog. Damit sind alle Fille behandelt worden.

Der Schnitteliminationssatz wird nun wie folgt bewiesen. Jedem Beweis B ordnen
wir zwei Mafzahlen zu, a(B) und s(B). Dabei ist a(B) die Anzahl der Schnitte in
B und s(B) die Summe aller 39, wo g der Schnittgrad eines Schnittes im Beweis ist.
Dabei werden alle Schnitte gezdhlt, also kann der Summand 39 durchaus mehrfach
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auftreten. Immer ist a(B) < s(B). Solange a(B) < s(B), existiert ein Schnitt mit
Schnittgrad # 0, und das obenstehende Lemma kann angewendet werden. Mit je-
der Anwendung der Konstruktion im vorigen Lemma wird s(B) kleiner. Denn ein
Summand 39 wird ersetzt durch zwei Summanden < 39~!. Das Verfahren endet also
in endlicher Zeit, und wir haben dann a(B) = s(B). Falls a(B) # 0, so haben wir
noch Schnitte vom Grade 0. In diesem Fall ist aber d(I') = d(«) = d(A) = d(v) = 0,
also sind «,~ Basistypen, und I" und A Strukturen aus Basistypen. Wir betrachten
einen Schnitt, dessen Pramissen ohne (schn) hergeleitet worden sind. Da alle ande-
ren Regeln den Grad der Sequenz echt erhohen, sind die Pramissen bereits Axiome.
Dies bedeutet aber, dal I' = a = v = A = b fiir ein gewisses b € B. Die Konklu-
sion ist dann von der Form b F b. Dies bedeutet, wir konnen auf diese Anwendung
von (schn) verzichten. Mit dieser Operation verringert sich a(B) und s(B) um eins.
Auch dieses Verfahren kann nur endlich oft angewendet werden und hort auf, wenn
a(B) = 0. In diesem Fall haben wir einen Beweis ohne (schn), wie gewiinscht.

Der AB-Kalkiil liefert also eine Methode, Strukturterme auf ihren syntaktischen
Typ zu testen. Wir erwarten nun, dafl die Bedeutungen der Terme systematisch
mit ihrem syntaktischen Aufbau zusammenhéngen, dafl wir also auch sagen konnen,
welche Bedeutung vom Typ « der Term I' hat. Den syntaktischen Kategorien werden
semantische Typen mittels o wie in Abschnitt 3.2 zugeordnet. Betrachten wir nun
die Regeln unseres AB—Kalkiils. Wir beginnen mit den einfachsten Regeln. Wir
schreiben 7' : o : X, um zu sagen, dafl & eine Zeichenkette vom Typ « mit Bedeutung
X ist, und nennen dies wie gehabt ein Zeichen. Falls #* unerheblich ist, so lassen wir
es weg. Zunichst einmal wollen wir die Zeichenketten weglassen, da es Probleme
gibt, auf die wir noch zuriickkommen werden. Fiir die Bedeutungen schreiben wir
A—Terme, welche jedoch nur Bezeichnungen fiir die “wirklichen” Bedeutungen sein
sollen. Deswegen schreiben wir jetzt (Az.zy) anstelle von (Ax.xy). Letzteres ist
die Zeichenkette, welche die Funktion (Az.xy) bezeichnet. Zu diesem Unterschied,
welcher uns hier nicht interessieren muf, siche Abschnitt 4.7. Eine Struktur ist ein
Term aus Zeichen, aufgebaut mit Hilfe von o. Sequenzen sind Paare I' - (, wo I’
eine Struktur und ¢ ein Zeichen ist. Dann gilt

QO Toa) Bt T

Hierbei ist x,(4) eine beliebige Variable vom Typ a. Um die Notation nicht unnétig
zu {iberfrachten, werden wir jetzt z, anstelle von z,(4) schreiben. Dies bedeutet, daf3
im Typ-Index einer Variable der Unterschied zwischen /, \ und — nur notationell
ist. Als erstes behandeln wir Schnitt.

'Foa:Y Ala:z,|Fp: X
AL B [Y/z, )X

(schn)

Dies ist so zu interpretieren. Ist Ala] eine Struktur mit markiertem Vorkommen von
«, so sei [ diejenige Funktion, welche Bedeutung von A ist und in der z, auftritt.
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Diese Variable (welche nur einmal vorkommt), wird nun durch g ersetzt. Der Schnitt
entspricht also gerade der Substitution. Die anderen Regeln des Kalkiils sind etwas
komplizierter.

(/1) FFa:X Al :xglF~y:Y
A0 2as o TTF 7 [as X0 7Y

Dies entspricht dem Ersetzen einer primitiven Konstituente durch eine komplexe
Konstituente oder auch dem Ersetzen eines Werts X (x) durch das Paar (X, z). Da-
bei wird eine Variable z,_.s eingefiihrt, welche fiir eine beliebige Funktion von o
Bedeutungen nach f-Bedeutungen steht. Die Variable x4 ist dagegen verschwunden.
Dies ist ein schwerwiegender Mangel dieses Kalkiils (der dagegen andere Vorziige
hat). Wir werden weiter unten einen anderen entwickeln. Analog die Regel (\-I).
Nun zu den Regeln (I-/) und (I-\). Diese sind in folgender Weise semantisch inter-
pretierbar. Angenommen, I" sei eine Konstituente vom Typ «/f3. Dann haben wir
ganz einfach:
(1)) loca:xz,FG: X
'FG/a: (Az,.X)

Hierbei ist die Bedeutung von I' also von der Form X und die Bedeutung von
a gleich Y. Man beachte, dal uns auf diese Weise der AB-Kalkiil dazu zwingt,
die Bedeutung eines Wortes vom Typ «/f als Funktion von a—Bedeutungen nach
([-Bedeutungen anzusetzen. Denn es steht ja formlich geschrieben, daf§ I die Be-
deutung einer Funktion haben mufl. Wir nennen die Regeln (I-/) und (I-\) auch
Abstraktionsregeln.

Falls wir bei unserer Interpretation im A-Kalkiil bleiben, mufl die Regel jedoch
eingeschrankt werden. Dazu ein Beispiel. Man kann in der Regel (\-I) A = /3 setzen,

und v = [.
T, oz, Bragk B:xs

a/fxgqofast o (Xp_ars)

Daraus bekommen wir durch Anwenden von (I-/)

a/fxgqofagt o (xp_axs)
af/fB:xgma b a/B (Mg (25-023))

Nun ist Azg.zs_,23 das Redex von zg_.,, und deswegen sind beide dieselben Funk-
tionen. Durch Anwenden von (I-\) bekommen wir aber andererseits

a/fxgqofagt o (Xp_axs)
fragk (a/B\a: (Apa(Tg-ats))

Dies ist die Typanhebung, von der wir oben gesprochen hatten. Ist 3 vom Typ [,
so kénnen wir es auch als Funktion ansehen, welches zu jeder Funktion f geeigne-
ten Typs das Element f(z3) ausgibt. Allerdings ist x5 nicht dieselbe Funktion wie
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(AZg—a-(T5—arg)). Deswegen ist die Anwendung der Regel in diesem Fall seman-
tisch inkorrekt. Um den Fehler zu beheben, miissen wir verlangen, dafl die Variable,
welche abstrahiert wird, auf der linken Seite von I in der Prédmisse als Argument-
variable auftritt und nicht als Funktionsvariable. Also nehmen wir die folgenden
Regeln an:

lNoa:z, FG: X
(=/) TEG/a: (Aze.X)’

falls z, Argumentvariable ist

Wie kann man nun feststellen, wann z, Argumentvariable ist? Dazu verlangen wir,
daf in dem Kalkiil AB™ die Sequenz I' - 3/« herleitbar ist. Dies ist beim ersten
Hinsehen paradox: denn dadurch wird der Kalkiil genauso schwach wie AB~. Wozu
sollte man die Regel (I-/) einsetzen, wenn man sowieso schon die Sequenz hergelei-
tet hat? Dazu mufl man den Unterschied zwischen dem uninterpretierten Kalkiil und
dem interpretierten beachten. Wir erlauben im interpretierten Kalkiil die Verwen-
dung der (interpretierten) Regel (I-/), falls im uninterpretierten Kalkil I' - 5/«
herleitbar ist; oder, prosaischer, wenn I' die Kategorie f/a und damit den Typ
a — 3 hat. Daf} dies den Kalkiil verstiarkt, kann man so sehen. Im interpretierten
AB™Kalkiil ist die folgende Sequenz nicht ableitbar.

Bla: xag b Bla: ANog.2p—aTa

Der Nachweis ist als Ubung iiberlassen. Jedoch haben wir gerade diese Sequenz im
interpretierten AB-Kalkiil abgeleitet.

Wir wollen sehen, warum die Beschrankung die Sache behebt. Dazu erst einmal
ein Rekurs auf die Interpretation von Sequenzen. Wir weisen noch einmal darauf
hin, daBl in einer Ableitung eine Anfangssequenz stets nur einmal vorkommen darf.
Also bindet der A-Operator stets nur ein Vorkommen einer freien Variablen. Wir
definieren jetzt eine Abbildung von Strukturtermen nach A-Termen wie folgt.

ha:f) = f
h(T)h(A) falls dies wohlgeformt ist
h(ToA) = h(A)R(T) falls dies wohlgeformt ist

undefiniert sonst

Theorem 3.3.6 FEs sei '+ a: X im AB-Kalkil ableitbar. Dann ist h(I') definiert
hat den Typ o(«), und h(I') = X. Ferner tritt jede freie Variable von I auch frei in
X auf, sofern keine Anfangssequenz zweimal auftritt.

Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber die Ableitung der Sequenz. Man macht
dabei wesentlich von der Tatsache Gebrauch, dafl eine Variable jeweils nur einmal
frei auftritt. Dazu weiter unten ein Beispiel.
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Der so definierte Kalkiil ist allerdings unschén. Er zwingt uns, im Verlaufe der
Ableitung neue Variablen einzufiihren. Der folgende Kalkiil, N, vermeidet dies.

(ax)  a:zab a:z,

loca:z,FFB: X a:reol'FG: X

) TF8/a: Gwax) BV TEa: Dwax)
'Fa:X AFfGla:Y FFa:X AFao\p:Y
(E=/) Aol F 3:(XY) (E=\) FoAFf(:(XY)

Dieser Kalkiil unterscheidet sich von dem ersten dadurch, dafl jetzt von oben nach
unten Formeln auch abgebaut werden (wie in den Regeln (E-/) und (E-\)). Auch
in diesem Kalkiil ist Schnitt zulissig. Dies nachzuweisen, ist als Ubung iiberlassen.
Auch hier mufl man im Ubrigen annehmen, daB eine Anfangssequenz nur einmal
auftritt, sodaf} also eine gegebene Variable nicht mehr als einmal in einer Anfansgs-
sequenz auftreten kann. Ansonsten liefert der Kalkiil falsche Resultate in der Inter-
pretation. Zum Beispiel ist die folgende Sequenz ableitbar.

Blaja:Xoa:x, b Bla: Ar,.(Xza)Ta)

Der Typ des A-Terms auf der rechten Seite ist 3, weil X vom Typ o — (o — )
ist. Aber der syntaktische Typ ist §/a, und o(5/a) = a — [ # 5. Grob gesprochen
entspricht eine solche Sequenz dem Fall eines syntaktischen Arguments, welches
semantisch gesehen leer ist, weil ein anderes bereits seine semantische Funktion
iibernommen hat.

Gehen wir nun zu den Zeichenketten iiber. Wir lassen dabei die Interpretation
weg, weil diese bereits in den obenstehenden Regeln erklart ist. Unsere Objekte
werden jetzt also notiert als ¥ : «, wo ¥ eine Zeichenkette, o ein syntaktischer Typ
ist. Der Leser moge sich an dieser Stelle erinnern, dafl ¢/# diejenige Zeichenkette
ist, welche entsteht, wenn von g das Postfix # weggenommen wird. Dies ist also nur
dann definiert, wenn y = « - ¥ fiir ein @, und ist dann gleich 4. Analog fiir Z\y.

(ax) T:ak7:a

FoZ:aky:p0 T:aol'kFy: [0
(/) TF§/7: 3/ (V) TFZ\y:a\3

7« AFy:[la N7« AFg:a\p
(B=/) Aol kg -7:0 (E-\) ToAFZ-7:0

Die Schnittregel ist allerdings nun gar nicht formulierbar. Sie miiffite ndmlich etwa
wie folgt aussehen.

N2« Aly:alFZ:p
Al F [g/7)z: 0

(schn)

Hierbei bedeutet [/Z]Z das Resultat der Ersetzung von # durch 7 in 2. Dabei darf
allerdings nur ein einzelnes Vorkommen von ¥ ersetzt werden, und dieses ist nicht
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eindeutig bestimmt. Die Operation auf der rechten Seite ist also nicht eindeutig be-
stimmt, da die Zeichenkette im Gegensatz zum Strukturterm zu wenig Information
hergibt. Folglich ist die Regel so nicht formulierbar. Man wird nicht umhinkom-
men, auch Variable fiir Zeichenketten einzufithren, um dann die Zeichenketten als
A-Terme auffassen zu kénnen, die man analog den eigentlichen Bedeutungen ma-
nipuliert. Auf der anderen Seite ist Schnitt ohnehin zuléssig, sodal man auf diese
Regel auch verzichten kann.

Es heifle nun NZ der volle Zeichenkalkiil. Dieser besitzt also die Regeln (I-
/), (I=\) mit den Beschrénkungen, daff nur Argumentvariable abstrahiert werden
diirfen, sowie die Regeln (E—/) und (E-\). Es gibt keine Schnittregel. Aus einer
AB-Zeichengrammatik 2 &8t sich nun ein NZ-Kalkiil wie folgt definieren. An-
stelle der Anfangssequenzen, die in NZ zuldssig sind, lassen wir nur die folgenden
Anfangssequenzen zu:

(axg) (Z,a, X) F (7, a, X), wo (Z, a, X') nullstelliger Modus von 2

Ublicherweise besitzt eine AB-Grammatik keine Modi der Form (7, o, 2,,), wo x,, ei-
ne Variable ist. Zum Beispiel ist dies bei natiirlichen Sprachen der Fall. Man {iberlegt
sich leicht, daB in diesem Fall die Regeln (I-/) und (I-\) niemals zum Zuge kommen,
da ja x, eine Variable sein muf}, welche in 2 allerdings nicht bereitsteht. Es ist dann
ein leichtes nachzuweisen, daf3 der modifizierte NZ—Kalkiil und die Grammatik 2
aquivalent sind. Beim Lambek-Kalkiil, den wir im néichsten Abschnitt besprechen,
sieht die Sache allerdings anders aus.

Ubung 75. Beweisen Sie den Korrektheitssatz, Proposition 3.3.1.
Ubung 76. Es sei p wie folgt definiert.

() = «
p(CoA) = pT)-p(A)

Zeigen Sie: genau dann ist I' F « in AB™ ableitbar, wenn p(I') = «a. Zeigen Sie,
daB die gleiche Behauptung auch fiir AB™ + (schn) gilt. Folgern Sie daraus, daf die
Schnittregel fiir AB™ zuléissig ist. (Dies kann man im Prinzip auch aus dem Beweis
fiir AB herausfiltern, aber der Beweis hier ist denkbar einfach.)

Ubung 77. Beweisen Sie die Vollstindigkeit des Kalkiils AB. Das bedeutet, falls
fiir alle A und alle ¢, [I']¢ C [a]¢, so ist [' - o in AB ableitbar.

Ubung 78. Zeigen Sie, daB jede kontextfreie Sprache durch eine Kategorialgram-
matik tiber den Basistypen B = {s,t} erzeugt werden kann.

Ubung 79. Zeigen Sie: im interpretierten AB™Kalkiil sind keine Sequenzen her-
leitbar, in welchen gebundene Variablen auftreten.

Ubung 80. Zeigen Sie, daB fiir N Schnitt zuléssig ist.
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3.4 Der Lambek—Kalkiil

Der Lambek—Kalkiil stellt in mehrfacher Hinsicht eine Erweiterung des AB—Kalkiils
dar. Zum ersten Mal wurde er in Lambek [33] eingefiihrt. Im Gegensatz zum AB-
Kalkiil werden darin Typen nicht als Mengen von markierten Bdumen interpretiert,
sondern als Zeichenketten. Dies hat zur Folge, dafl in dem Ableitungskalkiil andere
Gesetze gelten. Ferner gibt es im Lambek-Kalkiil einen weiteren Typenkonstruktor,
die Verkettung; dieser Typenkonstruktor wird mit e bezeichnet. Auf der Bedeutungs-
ebene entspricht e der Paarbildung, wie wir weiter unter noch sehen werden. Die
Typenkonstruktoren fiir den (klassischen) Lambek-Kalkiil sind also \, / und e. Es
sei nun ein Alphabet A gegeben, sowie eine elementare Typenzuweisung (. Wir be-
zeichnen nun mit [a] die Menge aller Zeichenketten tiber A, welche beziiglich ¢ den
Typ a haben. Dann gilt

[LToAle == [[¢-[Al

Da wir e explizit als Konstruktor zur Verfiigung haben, kénnen wir im Prinzip
auf das externe Symbol o verzichten. Wir tun dies aber nicht und formulieren den
Kalkiil wie vorher mit o, welches jetzt aber genauso wie e interpretiert wird. Dement-
sprechend unterscheiden wir wieder zwischen Termen und Strukturen. Analog zu
dem Fall der Konstituentenstrukturen gibt es zwei Interpretationen, nédmlich die
Kiirzungsinterpretation sowie die Kontextinterpretation. In der Kiirzungsinterpre-
tation bauen wir die Markierungsfunktion auf aus der Typenzuweisung, in der Kon-
textinterpretation bauen wir die Interpretation auf aus den Werten fiir die elemen-
taren Typen. Im Folgenden werden wir uns mit der Kontextinterpretation befassen
und nur gelegentlich auf die Kiirzungsinterpretation eingehen.

Wir schreiben I' = 3, falls jede Zeichenkette in [I'] auch in [«] ist. Wir wollen
den L-Kalkiil - axiomatisieren. Dazu fiigen wir folgende Regeln zu dem bisherigen
Kalkiil AB (ohne (schn)) hinzu.

A0 (Az 0 As)] F a C[(A10Ag) o Al -«

(assl) (Ao Ay) 0 Ay Fa (ass2) [[A; o (A0 As)]F a
Tlao 3] F 'Fa AR
(o—T) W (=) FToAFaep

Weiterhin bleibt « = « das einzige Axiom. Diesen Kalkiil nennen wir den Lambek—
Kalkiil, oder kurz L. Der nichtassoziative Lambek—Kalkiil, genannt NL, ist der
Kalkiil, der zusétzlich zu AB nur die Regeln (I-e) und (e—I) enthélt. Der Kalkiil
fir die Kiirzungsinterpretation ist L~ = AB™ + (e—I) + (I-e). Zunéchst wollen wir
noch den Begriff einer Lambek-Grammatik definieren.
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Definition 3.4.1 Eine Lambek—Grammatik, oder kurz L—Grammatik, tiber A
ist ein Quadrupel L = (B, A,(,S), wo B eine endliche Menge ist, S € B und ( eine
Typenzuweisung. Es sei ¥ = xg-x1-...T,_1 eine Zeichenkette der Linge n tber A.
Wir schreiben L & Z, falls fiir gewisse oy € ((x;), © < n, die folgende Sequenz in L
ableitbar ist

QpOQO...00, 1HS.

Wir schreiben dann L(L) = {Z : L  Z} und nennen es die von L. erzeugte oder
akzeptierte Sprache.

Theorem 3.4.2 (Lambek) Die Schnittregel ist zuldssig fiir L.
Korollar 3.4.3 (Lambek) Der Kalkiil L ist entscheidbar.

Zum Beweis miissen wir Anwendungen von (schn) betrachten, in welchen eine der
Pramissen durch eine der neuen Regeln entstanden ist. Der Grad ist analog definiert
als die Anzahl der Vorkommen von /, \ und e. Es sei die linke Pramisse durch (assl)
entstanden.

['[©10(03009)]F«
F[(@l o} @2) [¢) @2] F o A[Oz] + ﬁ
A[l'[(©100,) 0 O3] - 8

Diesen Beweis formulieren wir um in den folgenden Beweis
F[@l @) (@2 e} @3)] Fa A[O&] H B

A[F[@l 9} (@2 o) @3)“ F ﬁ

Al[(©10602) 0 O3]] - 5

Ganz analog im Fall, wo die linke Préamisse durch (ass2) erzeugt worden ist. Wir
tiberlassen dem Leser den Fall, wo die rechte Prémisse durch (assl) bzw. (ass2)
erzeugt worden ist. Es ist nun allerdings zu bemerken, dafl im Gegensatz zu den
anderen Anwendungen der Schnittgrad nicht reduziert worden ist. Der urspriingliche
Beweis 14t sich also nicht so ohne weiteres iibertragen. Allerdings hat sich die Tiefe
der Anwendung des Schnittes reduziert; die Tiefe ist dabei definiert als die Lange des
langsten Pfades im Beweisbaum von einem Axiom bis zu der Anwendung der Regel.
Wenn wir annehmen, dafl I'[©; o (03 0 O3)] F a die Tiefe i hat, und Ala] F 5 die
Tiefe j, so hat im ersten Baum die Anwendung von (schn) die Tiefe maz{i,j} + 1,
im zweiten dagegen die Tiefe maz{i, j}.

Betrachten wir nun die Fille der Einfithrung von e. Der Fall von (e—I) auf die
linke Pramisse ist einfach.

[0, 00,] F L[hob]Fa  Alo]t~y
I'[6; @ 05] F Ala] ~> Al 0 65)] F v
A[T[0; o 05]] - + A[T[0; 2] F
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Nun der Fall von (I-e) auf die rechte Pramisse.

O, F 6 Oy F 6,
I'Fa Ala] v
AllTE~

In diesem Fall ist v = 6; 0y. Aulerdem ist A = ©; 00, und das markierte Vorkom-
men von « ist entweder in ©; oder in ©,. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei
es in ©. Dann konnen wir den Beweis ersetzen durch

'k« @1[0&] I—Gl
@1[F]|_Oé @2"&2
@1[F] @) @2 H Ql .‘92

Es ist ©1['] 0 ©®y = AI[T'] nach Voraussetzung iiber das Vorkommen von a. Nun
betrachten wir den Fall, wo die linke Prdmisse des Schnitts durch (I-e) erzeugt
wurde. Wir kénnen dann annehmen, dafl die rechte Pramisse durch (e—I) erzeugt
worden ist. Der Fall, wo « Seitenformel ist, ist namlich wiederum einfach. Also sei
a Hauptformel. Wir erhalten folgenden lokalen Baum.

@1}_01 @Ql_gg A[Hloﬁz] |_’)/
@1O@2|_91.02 A[91.02]|_7 ~>
A[©1 0 O]
@1 F (91 A[91 o) 92] H Y
@2 l_ 92 A[@l (¢] 92] l_ Y
A[©1 0 0] v

In allen Féllen ist der Schnittgrad reduziert worden. Die Zulédssigkeit des Schnittes
folgt nun so. Jedes der angegebenen Verfahren verringert entweder den Grad des
Schnittes, oder 148t den Grad des Schnittes unverdndert und verringert dessen Tiefe.
Das Verfahren ist also in jedem Falle endlich, und endet damit, dafl sowohl Grad als
auch Tiefe aller Schnitte 0 sind, das heifit, alle Schnitte eliminiert werden kénnen
(siehe die Diskussion im vorigen Abschnitt).

In Gegenwart der Regeln (assl) und (ass2) verhilt sich o genau wie die Ver-
kettungsoperation, d. h. es ist eine voll assoziative Operation. Darum gehen wir
im Folgenden zu einer anderen Notation iiber. Anstatt von Strukturen bestehend
aus Typen betrachten wir endliche Folgen von Typen, d. h. Zeichenketten iiber
Typ\ ., /(B ). Wir notieren aber, wie in der Beweistheorie auch {iblich, die Verkettung
schlicht durch Komma.

Es sei & := (G,-,7!,1) eine Gruppe, und v : B — G. Wir erweitern v auf alle
Typen und Strukturen wie folgt:

Ve 3) = ~(a) ()
Ya/B) = Ala)-~(B)
Y(B\) = A(B)"y(a)
YT oA) = () -~v(A)
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Wir nennen v eine gruppenwertige Interpretation.

Theorem 3.4.4 (Roorda) Fulls I' - «, so gilt fir alle gruppenwertigen Interpre-
tationen vy y(I') = v(«).

Der Beweis erfolgt durch Induktion tiber die Lénge der Ableitung und ist dem Leser
als Ubung iiberlassen.

Kommen wir nun wieder zu der Bedeutungstheorie zuriick. Wir haben im vorigen
Abschnitt gezeigt, wie man den AB-Kalkiil um eine Komponente erweitert, welche
zu Sequenzen gleichzeitig auch deren Bedeutungen errechnet. Wir wollen dies hier
auch tun. Dabei miissen wir als erstes kldren, was die Realisierung von « e 3 sein
soll. Hier vereinbahren wir:

l—Oé .57 — '_Oé—l X [‘ﬁ—l

Die Regeln werden in Bezug auf diese Interpretation zugeschnitten. Die gédngigen
Regeln sind wie folgt. Die Interpretation der ersten zwei Regeln ist denkbar einfach:

F[Al @) (AQOAg)] Fa:X
F[(Al OAQ) OA3] Fa:X

Dies bedeutet also, dafl die Umstrukturierung des Terms auf seine Bedeutung keinen
Einflufl hat. Ebenso haben wir

F[(Al OAQ) OA3] Fa:X
F[Al @) (A20A3)] Fa:X

Fiir die letzten zwei Regeln benétigen wir noch ein klein wenig Notation. Falls
x = (y, 2) ein Paar ist, so sei pi(x) = y und ps(z) = 2. Die Funktionen p; und p,
heiflen im Ubrigen die Projektionsfunktionen.

Ma:zgof aglby: X
Tl e 5] F 7 < [p1(2aep) /Ta, P2(Zaep) /2] X

Diese Regel besagt, dal wir anstelle einer Funktion mit zwei Argumenten vom Typ
a und 3 auch eine Funktion mit einem einzigen Argument vom Typ « e 3 nehmen
konnen. Die zwei Argumente konnen wir uns durch Anwendung der Projektions-
funktionen wieder besorgen. Die vierte Regel schliellich sagt uns, wie der Typ ave (3
interpretiert wird:

'Fa: X AFpB:Y
FoAFaef: (X,Y)
Hier stellt sich wie im vorigen Kapitel das Problem, dafl die Bedeutungsregeln nicht

im Einklang mit der angegebenen Interpretation stehen. Der Term x(yz) bezeich-
net nicht dieselbe Funktion wie der Term (xy)z. (Ublicherweise ist einer von beiden
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gar nicht wohldefiniert.) Es stellt sich also die Frage, ob man iiberhaupt so vor-
gehen darf. Wir stellen daher einen véllig anderen Kalkiil vor, der auf den Kalkiil
N des vorigen Abschnitts aufbaut und diese Schwierigkeiten vermeidet. Die Regeln
(assl) und (ass2) werden gestrichen. Ferner wird (e—I) auf I' = @ beschrénkt. Die
Beschrankungen fiir die Abstraktionsregeln werden {ibernommen.

(ax) Tra:x,FT:a:z,

(1) lFoZ:a:x,Fy:6:Y
F'Fy/z:Bla: (Ae,.Y)

(1)) T:a:zaolbFy:0:Y
FEZ\y:a\b: (A\z,.Y)
'E2:a:X AFy:fBla:Y

(E~/) AoT kg -7:8:(XY)
B 'E2:a: X AFg:a\p:Y
(E-\) ToAFZ -7:0:(XY)

Tratxaoy: By 2Zry: X
T-G:a0f: 2005 2171 [P1(2008)/Tas D2(Zae8) /Y] X
(I-e) 'F7:a:X AFgy:3:Y

FoAFZ-y:aef:(X)Y)

Dieser Kalkiil ist zwar iiberhaupt nicht so elegant wie der Lambek—Kalkiil, ist aber
semantisch korrekt. Falls man die Assoziativitdt wiederhaben mochte, kann man
entweder eine Kombinatorische Erweiterung vornehmen, indem man, grob gesagt,
C als Modus nimmt, wo C definiert ist durch CXYZ = X (Y Z). Oder aber, man
nimmt C als polymorphes leeres Symbol auf. Die Einzelheiten wollen wir hier aller-
dings nicht durchgehen.

Ubung 81. Es seien anstatt der Sequenzen o F « fiir beliebiges o nur noch Sequen-
zen b b, b € B, als Axiome zugelassen. Zeigen Sie, daf sich mittels der Regeln von
L o F « fiir jedes « herleiten 148t.

Ubung 82. Beweisen Sie das Theorem 3.4.4.

Ubung 83. Man definiere analog zur L-Grammatik eine L™ Grammatik. Im Un-
terschied zu der L-Grammatik gilt I - Z nur dann, wenn die folgende Sequenz in
L~ ableitbar ist.

pOQO...00,_1FS.

Zeigen Sie, daf3 die von L~ akzeptierten Sprachen kontextfrei sind.

Ubung 84. Zeigen Sie, daB die folgenden Regeln im Lambek-Kalkiil zuldssig sind

[0, @ 0] - I'ka/p 'k B\«
(0100, F a (E=/) TofF a (E-\) Bol F a

(o B) ¢

Ubung 85. Zeigen Sie, daf die Sequenz a/f3 o 3/y + «/v im Lambek Kalkiil
ableitbar ist, nicht jedoch im AB-Kalkiil. Welche Semantik hat die Struktur «/3 o

B/y7?
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3.5 Der Satz von Pentus

Im Gegensatz zum AB-Kalkiil ist es ungewthnlich schwer zu zeigen, dafl die durch
den Lambek—Kalkiil beschreibbaren Sprachen kontextfrei sind. Dieser Nachweis wur-
de zuerst von Mati Pentus (siehe [39]) gefithrt. Es sei B gegeben und b € B. Fiir
einen Typ « iiber B definieren wir

wenn b = ¢
sonst

Q

b(c) = {(1)

(
(
b(
(

op(cve ) = ayp(@) + ou(I)
op(@/B) = op(@) + ou(I)
ap(f\a) = op(@) + ()

Ebenso definieren wir

ol = Yepon(a)
m(a) = {be€ B:oy(a)>0}

Diese Definitionen werden auf Strukturen kanonisch erweitert. Es sei A eine nichtlee-
re Struktur (also A # ¢) und I'[—] eine Struktur mit einem markierten Vorkommen
einer Teilstruktur in I'. Eine Interpolante fiir eine Sequenz I'[A] F « in einem
Kalkiil K beziiglich A ist ein Typ 6 derart, daf3

1. 0p(0) < min{op(T) + op(a), op(A) } fir alle b € B,
2. A F 0 ist ableitbar in K
3. I'l0] F « ist ableitbar in K

Falls 6 diese Bedingungen erfiillt, so gilt insbesondere 7(6) C 7(I" o &) N w(A). Wir
sagen, K habe Interpolation, falls fiir jedes ableitbare I'|A] I « eine Interpolante
beziiglich A existiert.

Wir interessieren uns fiir die Kalkiile AB und L. Im Fall von L wollen wir noch
bemerken, dafl in Gegenwart von voller Assoziativitit die Interpolationseigenschaft
auch wie folgt formuliert werden kann. Wir gehen von Sequenzen der Form I' F «
aus, wo [ schlicht eine Zeichenkette von Typen ist. Falls I' = O1, A, Oy, mit A # ¢,
so existiert eine Interpolante beziiglich A. Denn sei etwa A° eine Struktur in o,
welche A entspricht (nach Weglassen der o). Dann existiert eine Sequenz I'° F «,
welche ableitbar ist, in welcher A° als Teilstruktur auftritt.

Die Interpolationseigenschaft wird typischerweise durch Induktion iiber die Lénge
der Ableitung gezeigt. Im Falle eines Axioms ist nichts zu zeigen. Denn da haben
wir eine Sequenz a - «, und die markierte Struktur A muf§ « sein. In diesem Fall ist



3.5. Der Satz von Pentus 177

also a eine Interpolante. Nehmen wir also an, die Regel (I-/) sei angewendet wor-
den. Fiir die Préamissen sei bereits die Behauptung gezeigt. Wir haben dann folgende
Konstellation

F[Aloat

LAl F B/a

Wir haben eine Interpolante beziiglich A zu finden. Aufgrund der Induktionsannah-
me existiert eine Interpolante 6 derart, dafl T'[0] o « - § und A F 6 ableitbar sind
und o,(0) < min{oy(I' o a o B),04,(A)} fiir alle b € B. Dann ist aber I'[f] - §/«a
sowie A F @ ableitbar, und es ist 0,(0) < min{op(I' o B/),0p(A)}. Also ist 6 auch
eine Interpolante fiir I'|A] - 8/« beziiglich A. Der Fall (I-\) ist ganz analog.

Nun betrachten wir den Fall, da§ die letzte Regel, die angewandt wurde, (/-I)
ist.
r'=p Ala] F v
Aa/BolTk~y

Nun wihlen wir aus A[a/3 o I'] eine Teilstruktur Z. Mehrere Fille miissen unter-
schieden werden. (1.) Z ist eine Teilstruktur von T', d. h. ' = I"[Z]. Dann existiert
eine Interpolante 6 beziiglich ['[Z] = 5. Man rechnet leicht nach, dafl # auch eine
Interpolante fiir Ala/f o I"[Z]] F ~ beziiglich Z ist. (2.) Z ist disjunkt mit dem
markierten Vorkommen von a/3 o I'. Dann ist Ala] = A’[Z, ] und es existiert eine
Interpolante 6 beziiglich Z fiir A’'[Z,a| F 7. Auch hier rechnet man leicht nach,
daf 6 die gesuchte Interpolante ist. (3.) Z = «/3. Nach Induktionsvorraussetzung
existiert eine Interpolante 6, fiir I' - § beziiglich I', sowie eine Interpolante 6, fiir
Ala] F v beziiglich . Dann ist 6 := 6,./6, eine Interpolante. Es gilt ndamlich

O’b<9) O-b(gr) —|— O'b(eg)
min{oy(A o), op(c) } + min{oy(5), op(I") }
min{oy(A ol o7), on(a/B)}

INIA I

Ferner gilt

0, at 0,
r'-6, Al6]F~ Ka/goeﬁe
A[HT/QZOF]FV Oé/ﬁ'_er/eg

Also haben wir eine Interpolante fiir ein ©. (4.) Z = O[a/Fol']. Dann ist A[a/Bol'] =
A'lOa/f o I'] fiir ein gewisses A’. Dann existiert nach Voraussetzung eine Inter-
polante fiir A'[O]a]] F v beziiglich O[a]. Wir zeigen, dafl 6 die gesuchte Interpolante

1st.
r-pg @[a] )

Ola/BoT| k0O
Auflerdem ist 0,(0) < min{o,(A" 0 7),0p(O]a])} < min{op(A’ 07),04(Olar/BoT])}.
Dies beendet den Fall (/—I). Der Fall (\-I) ist wiederum analog.

A'[0] =

Theorem 3.5.1 Der Kalkiil AB hat Interpolation. -
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Wir gehen nun iiber zum Lambek-Kalkiil. Wir kénnen den alten Beweis weiter
benutzen, miissen aber weitere Félle diskutieren. Betrachten wir zunéchst nur den
Fall, wo wir e hinzufiigen mit den Einfiihrungsregeln. Anschliefend diskutieren wir
den vollen Lambek-Kalkiil. Sei also die letzte Regel (e—I).

[lao Bl Fy
Clae B F v

(1.) Z enthélt nicht das markierte Vorkommen von « e §. Dann ist o e ] =
I"[Z, ae (3], und nach Induktionsvorraussetzung erhalten wir eine Interpolante 6 fiir
I Z, ao 5] F v beziiglich Z. Man rechnet leicht nach, dafl # auch eine Interpolante fiir
I"[Z, ae (] F 7 beziiglich Z ist. (2.) Es sei Z = O[ae[3]. Dann ist I'[ae 3] = I"[O]cef]].
Nach Induktionsvorraussetzung existiert eine Interpolante 6 fiir I'[Oa o f]] F v
beziiglich ©[a o ], und diese ist auch eine Interpolante fiir I'[©[a e 3]] F v beziiglich
Ol e []. In beiden Fillen haben wir also eine Interpolante gefunden.

Nun wenden wir uns dem Fall (I-e) zu.

'k« AFp
FrocAFaep

Es gibt nun drei Fille fir Z. (1.) I' = I"[Z]. Nach Induktionsannahme existiert
eine Interpolante 6, fiir IV[Z] i « beziiglich Z. Diese ist schon die gewiinschte In-
terpolante. (2.) A = A’[Z]. Analog wie (1.). (3.) Z = T" o A. Nach Voraussetzung
existiert eine Interpolante 6, fiir I' - « beziiglich I' und eine Interpolante 6, fiir
A F 3 beziiglich A. Setze 6 := 6, ® §,.. Dies ist die gesuchte Interpolante. Denn

TH6, AF6, Oa 6 F 5
ToAFf,e0 OpobrFaef
eeu 0,00, F el

AuBerdem rechnet man leicht nach, dafl o,(0) < min{o,(a e (), 0,(I' 0 A)} ist.

Zu guter letzt miissen wir noch den vollen Lambek-Kalkiil studieren. Die Re-
gel(n) (assl), (ass2) stellen uns vor ein technisches Problem. Wir kénnen den Be-
weis jetzt nicht mehr induktiv iiber die Lange des Beweises fithren, da im Moment
der Anwendung von (assl) bzw. (ass2) der Aufbau der Struktur geéndert wurde.
Wir wechseln daher nun unsere Strukturen und betrachten Sequenzen von der Form
I' F «, wo I' schlicht eine endliche Folge von Typen ist. In diesem Fall sind die
Regeln (assl) und (ass2) herauszunehmen. Allerdings miissen wir im Beweis der
Interpolationseigenschaft mehr Fallunterscheidungen vornehmen. Die Regeln (I-/)
sowie (I-\) sind weiterhin unproblematisch. Betrachten wir daher einen komplizier-
ten Fall, ndmlich eine Anwendung der Regel (/-I).

kg Ala] F~
Ale/B, T Fy
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Wir konnen die Struktur Afa/3, T zerlegen in A’ o/, T, A”. Sei eine Teilsequenz
Zin A a/B3,T; A" ausgezeichnet. Der Fall, wo Z ganz in A’ enthalten ist, ist relativ
einfach, ebenso der Fall, wo Z ganz in A” enthalten ist. Es bleiben nun folgende Fille
tibrig. (1.) Z = Ay, /8,11, wo A" = Ay, Ay fiir ein gewisses Ay, und I' = ', 'y
fiir ein gewisses ['s. Auch wenn Z nichtleer ist, konnen sowohl A; als auch I'y leer
sein. Sei hier nun noch I'y # ¢ vorausgesetzt. In diesem Fall sei 6, eine Interpolante
fiir T' F 3 beziiglich T's und 6, eine Interpolante von Ala] F ~ beziiglich Ay, . (Hier
wird klar, warum wir Ay # ¢ nicht voraussetzen miissen.) Folgende Sequenzen sind

daher ableitbar.
[y =6, 'y, 0,3

A17a|_97" A070T7A”|_/y
Nun setze 6 := 6,./0;,. Dann haben wir
Ay,ab60,  T'y,0,-p

A17&/67F1)9€ - er
Alaa/ﬁarl = 97‘/62

FQ "9( AOaHWA”'_/y
A07 97‘/057 P27 A” |_ Y

Die Bedingung iiber die Anzahl der Symbolvorkommen ist leicht nachzupriifen. (2.)
Wie im Fall (2.), mit I'; leer. Sei dann 6, eine Interpolante fiir I' F 3 beziiglich " und
0, eine Interpolante fiir Ay, Ay, a, A” F ~y beziiglich Ay, o. Dann setze 6 := 0,./6,. 0
ist eine Interpolante fiir die Endsequenz beziiglich Z.

0,0 A, a0,
A17a/ﬁa 95 H 91“
Ay, a/BF0,/0,

T, Ao, A" F
Aanr/QﬁyraA” - Y

(3.) Z enthédlt das markierte Vorkommen von «/f nicht. In diesem Fall ist Z =
Iy, Ay fiir ein Endstiick 'y von I" und ein Anfangsstiick A; von A”. Sowohl I'y als
auch A; konnen wir nun als nichtleer voraussetzen, da wir ansonsten einen bereits
diskutierten Fall erhalten. Die Situation ist also wie folgt, fiir Z = 'y, Ay.

Fl,FQFﬁ A,,Q,Al,AQF”}/
A’,a/ﬁ, I'1,To, Ay, Ag Fy

Es sei 6, eine Interpolante fiir I';, 'y - § beziiglich T'y; und 6, eine Interpolante fiir
A o, A, Ay v beziiglich A;. Dann sind ableitbar

Iy -0, I',0,-0
Al }_ Qr A/,Oé,07~7A2 l_ ’)/

Nun wéahlen wir 8 := 6, e 6,. Dann haben wir

F1,9[|_/6 A/,OZ,QT,Azl_’Y
A/aa/ﬂvrlagfaemAQ "’7
A/7a/67]-_‘1)0€ L QraAQ - Y

'y =6, A6,
FQ,Al F 6’409T
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Auch hier priift man die Abzéhlbedingung direkt nach. Damit sind nun alle Félle
erschopft. Man beachte, dafl wir e zur Konstruktion der Interpolante benutzt ha-
ben. Der Fall der Regeln (I-e) und (e—I) bietet gegeniiber dem Fall von AB keine
Uberraschungen.

Theorem 3.5.2 (Roorda) Der Lambek-Kalkil hat Interpolation.

Nun wollen wir den Nachweis der Kontextfreiheit des Lambek—Kalkiils angehen.
Dazu fiithren wir eine Schar von erheblich beschréankteren Kalkiilen ein, von denen
gezeigt wird, daf sie zusammengenommen nicht schwécher sind als L. Diese Kalkiile
heiflen L,,,, m < w. Die Axiome des Kalkiils L,,, sind Sequenzen I' - « derart, daf3

1. T' =1, B2 oder T = 3, fiir gewisse Typen (1, (o

2. T' F « ist ableitbar in L

3. ’CY|, ’61’7 |ﬁ2’ <m

Die einzige Schlufiregel ist (schn). Die Hauptarbeit liegt im Beweis des folgenden
Satzes.

Theorem 3.5.3 (Pentus) Es sei I' = (g, 01, ..., Bn1. Genau dann ist ' b « ab-
leitbar in L,,, wenn |3;| < m fir alle i < m, |a| < m und I' b « in L ableitbar
18t.

Wir zeigen zunéchst, wie man aus diesem Resultat beweisen kann, dafi L-Gramma-
tiken kontextfrei sind. Wir schwéichen dazu den Kalkiil noch ein wenig mehr ab. Der
Kalkiil L2 hat die Axiome von L,,, aber (schn) darf nur dann angewendet werden,
wenn die linke Préamisse ein Axiom ist.

Lemma 3.5.4 Fiir alle Sequenzen I' - «v gilt: I' = v ist in LE ableitbar genau dann,
wenn I' + « in L, ableitbar ist.

Der Beweis ist relativ einfach und als Ubung iiberlassen.
Theorem 3.5.5 Die von L-Grammatiken akzeptierten Sprachen sind kontextfrei.

Beweis. Es sei L = (B, A,(,S) gegeben. Es sei m grofler als die das Maximum
aller |a|, a € ((a), a € A. Da sowohl A als auch ((a) endlich sind, existiert m. Der
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Einfachheit halber nehmen wir an, dal B = | J(r(«) : a € {(a),a € B). Wir setzen
nun N :={a: |a] <m}. G:= (N, A, S, R), wobei

R:= {a —a:a€((a)}
U {a—p:a,p6 € N,[F aist L-ableitbar}
U {a— Bobr:a,Bo, b € N, B, B1 I a ist L-ableitbar}

NunseiLF & & = x¢-x;-...2, 1. Dann existieren o; € ((x;) fiir alle i < n, derart
da I' = S in L ableitbar ist, wobei I' := «q, a4, ..., a,_1. Nach Theorem 3.5.3 und
Lemma 3.5.4 ist dann T' - S auch in L ableitbar. Induktion iiber die Lénge der
Ableitung liefert nun, dafl Fg ag - @1 - ... - a,_1, und somit auch g 7. Jetzt sei
umgekehrt ¢ #. Wir erweitern die Typenzuweisung ¢ zu (¥ : AUN — Typ, , /(B),
indem wir setzen (" (a) := {a}, wihrend (* | A = (. Induktiv {iber die Lénge der
Ableitung von @ beweist man nun, dafl aus g a folgt L - a.

Nun zum Beweis von Satz 3.5.3.

Definition 3.5.6 Ein Typ a heifit diinn, falls oy(a) < 1 fiir alle b € B. FEine
Sequenz I' F a heif§t diinn, falls gult:

1. '+« ist in L ableitbar.
2. Alle Typen, die in I' und o vorkommen, sind diinn.

3. op(T, ) < 2 fiir alle b € B.

Fiir einen diinnen Typ « gilt stets || = |7 («)|. Wir merken an, daB fiir eine diinne
Sequenz nur o,(I', @) = 0 oder = 2 in Frage kommt, da 0,(I", @) immer eine gerade
Zahl ist. Betrachten wir nun eine diinne Sequenz I'[A] F « und eine Interpolante 6
beziiglich A. Dann gilt 0;,(6) < 0,(A) < 1. Denn entweder ist b ¢ 7(A), und dann
ist b & 7(0), also 0,(0) = 0. Oder b € w(A), aber dann b € 7(I", ), und so nach
Voraussetzung op(A) = 1.

ap(A,0) < 0p(A) + 0p(0) < op(T'[A], ) +0p(0) <2+ 1

Nun ist op(A) 4 03(0) eine gerade Zahl, also entweder 0 oder 2. Also ist A - 6 diinn.
Ebenso zeigt man, dafl auch T'[f] - « diinn ist.

Lemma 3.5.7 Es sei 'O, A F « eine Sequenz, und b,c € B zwei verschiedene
elementare Typen. Ferner sei b € w(I') N w(A) sowie ¢ € m(O) N (). Dann ist
IO, A F «a nicht dinn.
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Beweis. Es sei §g(B) die von den elementaren Typen frei erzeugte Gruppe. Die
Elemente dieser Gruppe sind endliche Produkte b5° - 032 - ... - b,"7', wo b; # b;yq ist
firi <n—1,und s; € Z. (Falls n = 0, so bezeichne das leere Produkt gerade die 1.)
Falls ndmlich z. B. by = b ist, so kann der Term b - b;" gekiirzt werden zu b "'
Betrachte die gruppenwertige Interpretation v : b — b. Wire die Sequenz diinn, so
miiBte gelten y(I') - v(O) - v(A) = (). Nach Voraussetzung ist die linke Seite von
der Form w - b*! - x - ¢*1 -y - b*! - 2 fiir irgendwelche Produkte w, z,y, z. Die rechte
Seite ist gleich t - ¢*! - u fiir gewisse ¢, u. Wir wissen ferner, dafl Terme, die fiir w,
x, y, z sowie t und u stehen, in maximal gekiirzter Form nicht 6 und ¢ enthalten.

Dann kann aber die Gleichheit nicht gelten. -

Lemma 3.5.8 Es sein > 0, und die Sequenz ag, oy, . .., iy set diinn. Dann
existiert ein k mit 0 < k <n+1 derart, daff w(cou,) C m(ag—1) U m(ags1).

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber n. Wir beginnen mit n = 1. Hier
hat die Sequenz die Form «y, a; F ay. Es sei b € m(ay). Dann ist o,(c) = 1, da die
Sequenz diinn ist, und da op(ag, a1, az) = 2, so ist op(ap, az) = 1, also b € m(ap) U
7(az). Dies beendet den Fall n = 1. Nun sei n > 1 und die Behauptung fiir alle m < n
bereits gezeigt. Wir betrachten zwei Falle. Fall a. m(ag, aq, ..., qp—2) N 7(a,) =
(). Dann wéhlen wir k& = n. Denn wenn b € m(q,), so ist op(ag,...,an 2) = 0,
und so op(ay_1) + op(an1) = 1. Also b € w(ay,—1) oder b € m(a,11). Fall b.
(o, 01, ..., 0p—2) N () # (. Dann existiert ein elementarer Typ b mit b €
(g, ..., 0 9) und b € 7(ay,). Setze ' := ag, 1, ..., n_1, A := v, Es sei 6 eine
Interpolante fiir I') A F «;,, 1 beziiglich I'. Dann sind T' = 0 sowie 0, a,, - v, diinn.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein k derart, dafl w(ay) C m(ag_1)Um(gs1),
falls K < n — 1, bzw. m(ag) C m(ag_1) Un(0), falls k =n — 1. Im Falle k <n —1
ist k schon die gesuchte Zahl fiir die Ausgangssequenz. Sei nun k£ = n — 1. Dann ist
m(an-1) C m(ay—2) Um(0) C m(ay—2) Um(ay) Um(a,1). Wir zeigen, daf k auch in
diesem Fall die gesuchte Zahl fiir die Ausgangssequenz ist. Sei 7(cv,—1) N7 (vn41) # 0,
etwa ¢ € m(ay,—1) N7 (,41). Dann ist sicherlich ¢ & 7(cv,), also ¢ # b. Also ist die
Sequenz wegen Lemma 3.5.7 nicht diinn. Deswegen gilt 7(c,—1) N7 (ay,y1) = 0, und
50 T(ap—1) C m(p—2) Um(ay,).

Lemma 3.5.9 FEs sei I' -~ eine diinne Sequenz, in der alle Typen eine Linge < m
haben. Dann ist I' =~ schon in L,, ableitbar.

Beweis. Sei I' = «ag, aq,...,q,_1; setze o, := 7. Falls n < 2, so ist ' F v bereits
ein Axiom von L,,. Also sei n > 2. Nach dem vorangegangenen Lemma existiert
ein k£ mit m(ay) C m(ag—1) Um(ags1). Fall 1. k < n. Fall 1a. |7(ag-1) N7(ag)| >
| (ags1) N(ag)]. Setze = := g, 1, ..., oy A = 1,0, © = Qy1,. .., Q1.
Es sei 0 eine Interpolante fiir =, A, © F «,, beziiglich A. Dann ist die Sequenz

Qo; - - - 7O~/k—2707ak+17 s Qn + Qp
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diinn. Ferner ist

m(0) < (mlar-1) Un(ar)) N7(E, 0, a)
= (m(ap_1) N7(E,0,a,)) U (n(ar) N7(E, 0, )

Seib € m(ag_1). Dann oy(ay—1) = 1, 0p(Z, ag—1, i, ©, ) = 2, also 04(Z, oy, ©, o) =

1. Also ist entweder op(cy) = 1 oder o,(Z,0,,) = 1. Da b beliebig war, gilt
(o) N7(ZE,0,0,) = T(ag-1) — (7(ag—1) N 7(ay)). Nach Wahl von k ist m(ay) N
(2,0, a,) = m(ag) N 7(ags1). Deswegen gilt jetzt

7(0) C (mlag_1) N7(E,0,0,)) U (m(ar) N7(Z,0,q,))
€ (mlaw) = (m(ag—1) Nmlax)) U (m(ak) N m(eeia)).
Also
[m(@)] = |- + [m(en—1) V()| + |m(aw) O 7 (anr)]
TN
< m.
(Man beachte, daB |7(ag_1)| = |ay| ist.) Deswegen ist auch |0| < m und so ay_1, g

0 ein Axiom von L,,. Nach Induktionsvoraussetzung ist =,0,0 F «, nun in L,,
ableitbar. Einmalige Anwendung aus beiden Sequenzen ergibt aber die Ausgangsse-
quenz. Diese ist also in Ly, ableitbar. Fall 1b. |r(ax_1) N7(ax)| < |m(ax) N7(cus1)].
Hier setze man = = «ay, ..., a1, A := ap, Qga1, © = gy, ..., 0, 1 und verfahre
wie im Fall 1a. Fall 2. k£ = n—1. Dies bedeutet 7(a,—1) C m(ay,—2)Un(y). Auch hier
unterscheiden wir zwei Félle. Fall 2a. |7(o,—2) N7 (ay—1)| > |7 (an-1) N7(a,)|. Die-
ser Fall ist dhnlich zum Fall 1a. Fall 2b. |m(ay,—2) N 7(an-1)] < |7(an-1) N7(a )|
Hier setze A = ap,...,q,_2, © := a,_1. Sei 0 eine Interpolante fiir A, © F «
beziiglich A. Dann ist A F 6 sowie 0, a,,_1 F «a,, diinn. Ferner gilt

(A) N (1) Um(an)) = (1(A) Nw(an-1)) U ((A) N 7(an))

7d) C 7
= (m(om—2) N7(an1)) U (r(an) = (m(an-a) N w(an))).

Ebenso wie im Fall 1a folgern wir, dafl
|7(6)] (an—2) N m(an-1)| + |m(om)| = |m(om—1) N 7(0n)|

= |r
< |m(on)]

< m.

Also ist 6, a1 F v, ein Axiom von L,,. Nach Induktionsvoraussetzung ist A - 6 in
L,, ableitbar. Einmalige Anwendung von (schn) ergibt die Ausgangssequenz, welche
also in L,, ableitbar ist. -

Nun schliefllich zum Beweis des Satzes 3.5.3. Es sei |§;| < m fiir alle i < n, und
|a| < m. SchlieBlich sei By, 1, . .., Bm_1 F « in L ableitbar. Wir wihlen einen Beweis
dieser Sequenz. Wir konnen dabei annehmen, dafl wir als Axiome nur Sequenzen der
Form b - b verwendet haben. Fiir jedes Vorkommen eines Axioms b - b wihlen wir
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einen neuen elementaren Typ bund ersetzen dieses Vorkommen von b - b durch b F b.
Wir fithren diese Ersetzung in dem ganzen Beweis durch, sodafl wir nun einen neuen
Beweis einer Sequenz 3y, 51, . .., 3,—1 I @ erhalten. Wir haben o (@)+>_,_, 05(5;) =
2, falls b in der Sequenz iiberhaupt vorkommt. Trotzdem muf} die Sequenz nicht diinn
sein, denn es kénnen Typen in ihr enthalten sein, die nicht diinn sind. Falls aber
0p(9) = 2 fiir ein 0 und ein b, so ist b in keinem weiteren Typ enthalten. Wir nutzen
dies wie folgt aus. Durch Sukzessive Anwendung von Interpolation bekommen wir
folgende in L ableitbare Sequenzen.

§0|_90 907//6\17:6:27"'a§n—1|_a
ﬁll_el 907017525--'767171'_&

Boibbny  60,01,....0,1F@
00,61,...76)”_1'_’)/ ’}/"a

Es ist nicht schwer zu zeigen, dal o,(0;) < 1 fiir alle b und alle i < n ist. Also
ist die Sequenz 6y, 6,,...,60,—1 F ~ dinn. Sicher ist |y| < |a| = |a| < m sowie
10;] < |a;| = |a;] < m fir alle i < n. Nach Lemma 3.5.9 ist also 6y, 61, ...,60,-1 F
in Ly, ableitbar. Die Sequenzen BZ F0;, i < n, sowie v F @, sind Axiome von L,,.
Also ist By, Bo, ..., Bn_1 F @ in L, ableitbar. Wir machen nun die Ersetzung in der
Ableitung riickgéngig. Dies konnen wir durch eine Substitution ¢ tun, welche b auf
b abbildet. Dadurch bekommen wir nun eine Ableitung von Sy, 81, ..., 0,1 F B, in
L,,. Dies beendet den Beweis von Satz 3.5.3.

Wir merken an, dafl Pentus in [38] gezeigt hat, dafl der Lambek—Kalkiil vollstandig
in Bezug auf die Kiirzungsinterpretation auf Halbgruppen ist.

Ubung 86. Es sei I' - o ableitbar. Dann ist ¢, (T") 4 03(c) eine gerade Zahl.
Ubung 87. Man beweise Lemma 3.5.4.

3.6 Montague—Semantik

Bis Anfang der 70er Jahre galt die Semantik natiirlicher Sprachen als ein wenig aus-
sichtsreiches Gebiet. Natiirliche Sprache galt (und gilt vielerorts noch) als derart un-
strukturiert, dal es unmoglich schien, eine formale Bedeutungstheorie aufzubauen.
Montague hat dagegen die These vertreten, dafl man natiirliche Sprachen genauso
behandeln kénne wie formale Sprachen. Auch wenn diese Behauptung iiberzogen
sein mag (wahrscheinlich hat Montague bewuf3t ein wenig {ibertrieben), so enthélt
sie doch geniigend Wahres. Montague hat selbst den Beweis fiir seine These ange-
treten und einen Entwurf fiir ein kleines Fragment des Englischen vorgelegt. Wir
wollen hier nur einen kleinen Einblick in die von Montague geschaffene Theorie wer-
fen. Dazu miissen wir zunéchst {iber Pradikatenlogik und ihre Modelle reden. Denn
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Montague hat seine Semantik etwas anders aufgezogen, als wir das bisher getan
haben. Anstatt eine Interpretation in einem Modell direkt zu definieren, definiert
Montague eine Ubersetzung in den A-Kalkiil iiber Pridikatenlogik, deren Interpre-
tation bereits festliegt.

Eine Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit besitzt folgende
Symbole:

1. eine Menge R von Relationssymbolen eine Menge F' von Funktionssymbolen,

2. eine unendliche, abzdhlbare Menge V' := {z; : i € w} von Variablen,

3. die Gleichheit =,

4. die Aussagenjunktoren —, A, V, —,

5. die Quantoren 3, V.
Hierbei sei r jeweils Z(r)-stellig und f ( f)-stellig. Die Gleichheit ist ein 2-stelliges
Relationssymbol. Wir definieren zuerst Terme:

x x ist ein Term fiir z € V.

* Sind 5, i < Q(f;), Terme, so ist auch f;(to, ..., to(s,)-1) ein Term.

Als néchstes definieren wir Formeln (siehe dazu auch Abschnitt 2.6):

*

Sind t;, 1 < Z(r;), Terme, so ist r;(to, ..., t=(;)-1) eine Formel.

*

Sind ty und t; Terme, so ist tg = t; eine Formel.

*

Sind ¢ und v Formeln, so auch =, o A, ¢ V¢ und ¢ — .

*

Ist ¢ eine Formel und x € V', so auch (Vx)y und (3z)ep.

Ein Modell fiir diese Sprache ist ein Tripel (M, {f™ : f € F},{r™:r € R}) derart,
daB ™ : M®) — M fiir jedes f € F und r™ C M=) fiir jedes r € R. Sei jetzt
B :V — M. Dann definieren wir (M, 3) = ¢ fiir eine Formel induktiv. Zunéchst
ordnen wir jedem Term t seinen Wert [t]° zu. Dazu ist

[z]° = p(x)
[fto, - tagp-1)? = f™([to)?, ..., [tag-1]7)



186 3. Kategorialgrammatik und Formale Semantik

Jetzt gehen wir zu den Formeln iiber. (Dazu ist v ~, 5, x € V, falls 5(y) # ~v(vy)
nur dann, wenn y = x.)

(M) = 50 = 51 o [sf = s
(O, B) = r(to, - tz(n) & (L]0 <E(r)) €r™

(M, B) |~ S MB)Ee

(M, B) Epny & (M, 8) ¢ und (M, B) =9
(M, B) EpVY & (M, B) | ¢ oder (M, B) =
(M, B) Fp—o & falls (M, 3) = ¢ so (M, 8) E ¢
(M, B) E (Fx)p & existiert f ~, G (M, B) E @
(M, B) | (Va)p & firalle ' ~, 3: (M, ) E o

Auf diese Weise werden also Formeln in Strukturen interpretiert. Zum Beispiel
konnen wir unsere arithmetischen Terme mit +, 0 und X sowie der Relation <
in der Struktur N interpretieren, wo +" und x" die iiblichen Operationen + und x
sind, OY = 0 und <N=<. Dann gilt zum Beispiel fiir 8(z) = 7:

(x) (NG EMe)(Vy)(exy=z—-w=1Vy=1)

Denn die Formel besagt nichts anderes, als dafl 5(z) eine Primzahl ist. Denn eine
Zahl w ist eine Primzahl, wenn fiir alle Zahlen u und v gilt: ist © X v = w, so ist
u =1 oder v = 1. Wir vergleichen dies mit (). (x) gilt, wenn fiir alle ' ~, ( gilt:

(NBYE(W)axy=z—az=1vy=1)
Dies wiederum ist der Fall, wenn fiir alle 5" ~, ' gilt
(NfYErzxy=z—z=1Vvy=1

Dies bedeutet: ist u := "(x), v := #”(y) und w := #”(z) und haben wir w = u X v,
so ist u = 1 oder v = 1. Dies gilt nun fiir alle v und v. Da andererseits w = (3(z),
gilt also (%) genau dann, wenn f(z), also 7, Primzahl ist.

Der Leser moge sich iiberzeugen, daf fiir jedes 3 gilt
(N,§) = (V2) Bu) (Vo) (Vy)(z x y =u— 2 =1Vy=1)

Dieser Satz besagt, dafl zu jeder Zahl eine noch groflere Primzahl existiert. Fiir
spatere Zwecke fithren wir nun den Typ e ein. Dies ist der Typ der Terme. Diese
haben Werte in M. Also wird e stets realisiert durch M.

Bevor wir uns daran machen konnen, eine Semantik fiir natiirliche Sprache zu
entwerfen, werden wir die Relationen aus der Pridikatenlogik eliminieren. Dazu
werden wir einen neuen Basistyp schaffen, den wir £ nennen. ¢ wird durch die Menge
der Wahrheitswerte realisiert, also {0, 1}. Eine n—stellige Relation r wird durch die
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n-stellige Funktion r® von Objekten nach Wahrheitswerten ersetzt, welche definiert
ist durch

r*(

To, 21, ..., 2T5(ry-1) = 1 gdw r(xo, ..., Tz()-1) -

Dies erlaubt uns, den A-Kalkiil zur expliziten Verwaltung der Argumentstellen von r
einzusetzen. Zum Beispiel konnen wir bei einer 2-stelligen Relation r jetzt folgende
Funktionen r; und ry definieren:

ryo= )\xe./\ye.r*(xe, ye)
T = )\x(yAyE'T‘ (ye7 .Ie)

Dies erlaubt uns also, Funktionen zu definieren, deren erstes Argument wahlweise
dem ersten Argument von r® oder dem zweiten Argument von r* entspricht.

Ferner werden wir —, A, V und — als Funktionen auffassen:

| - A0 1 V[0 1 -0 1
01 00 0 00 1 01 1
1{0 10 1 1|11 101

Syntaktisch gesehen hat — die Kategorie ¢/t und A, V und — die Kategorie (t\t)/t.
Schliefflich werden auch die Quantoren noch als Funktionen aufgefafit. Dazu definie-
ren wir Funktionen IT und ¥ vom Typ e — (¢t — t). Es gilt

(z)(X) =1 gdw fiir alle Werte von z : X(z) =1
Y(z)(X)=1 gdw fiir einen Wert von z : X(z) =1

Als Interpretation von (Vz)e wahlen wir II(x)(¢), und als Interpretation von (3x)¢
wéhlen wir X(z)(p). Es ist also (Va) = Az.Il(z)(X) und (Fz) = Az.X(x)(X). Wir
werden allerdings weiterhin Vz.¢ und dx.¢ schreiben.

Wir beginnen nun mit der Montague Semantik. Der Einfachheit halber wéahlen
wir nur eine kleine Sprache. Beginnen wir mit

{Paul,Peter, schlift, sieht}

Der semantische Typ von Paul und Peter ist jeweils e, der semantische Typ von
schldft ist e — ¢, der Typ von sieht e — (e — t). Dies bedeutet: Namen werden
durch Individuen interpretiert, intransitive Verben durch einstellige Relationen und
transitive Verben durch 2-stellige Relationen. Das (finite) Verb schlaft wird durch
die Relation schlaft’ interpretiert und sieht durch die Relation sieht’. Aufgrund
unserer Vereinbahrung ist dann ein transitives Verb eine Funktion vom Typ e —
(e — t). Also ist die Bedeutung von diesen Verben in der Tat

schlaft ~— Az..schlaft'(x,)
sieht — AT \ye.sieht’ (e, 7)
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Wir halten diese Konvention (von Montague eingefithrt) durch und vereinbahren,
daB der Wert von Paul gerade paul’ und der Wert von Peter das Individuum peter’
ist. Als letztes vereinbahren wir die syntaktischen Kategorien.

Paul Doe
Peter e
schlaft : e\t
sieht o (e\t)/e
Dies also sind unsere Modi:
(Paul, e, paul’)
(Peter, e, peter’)
(schlaft, e\t, Az..schlaft'(x.))
(sieht, (e\t)/e, AreAye.sieht’(ye,z.))

Die Sétze Peter schlaft oder Peter sieht Peter sind grammatisch, und ihre
Bedeutung ist — wie man leicht bestétigt — schlaft’(paul’) und sieht’(peter’, peter’).

Die syntaktischen Kategorien besitzen auch eine Entsprechung in der grammati-
schen Terminologie. e zum Beispiel ist die Kategorie der Eigennamen. Die Kategorie
e\t ist die Kategorie der intransitiven Verben und die Kategorie (e\t)/e die Kate-
gorie der transitiven Verben.

Diese Minisprache kann man zum Beispiel durch logische Junktoren erweitern.
Zum Beispiel kénnen wir das Wort nicht iiber folgendes Zeichen einfiihren:

(nicht, (e\t)\(e\t), Nee—t ATe.mTe(xe))

Der Leser ist aufgefordert nachzurechnen, daf§ nunmehr schldft nicht ein intransi-
tives Verb ist, dessen Bedeutung gerade das Gegenteil von schlaft ist. Also ist Paul
schldaft nicht wahr genau dann, wenn Paul schl&aft falsch ist. Ferner konnen wir
das Wort und durch folgenden Modus einfiihren:

(und, ((e\t)\(e\t))/(e\t), ATe—t AYe—t-AZe-Tet(Ze) N Yeot(2e))

Auf diese Weise haben wir schon eine kleine Sprache definiert, welche unendlich viele
grammatische Satze erzeugt und ihnen die richtige Bedeutung zuweist. Allerdings
wird man recht bald sehen, dal das Deutsche unermeflich viel komplizierter ist als
die gerade vorgestellte Sprache.

Das wirkliche Verdienst Montagues ist es aber, die Behandlung von Quantoren
ermoglicht zu haben. Sehen wir uns an, wie dies gehen kann. Nomina wie Katze
und Maus sind keine Eigennamen, sondern semantisch gesehen 1-stellige Pradikate.
Denn Katze ist kein einzelner Gegenstand, vielmehr ist ein bestimmter Gegenstand
eine Katze oder nicht. Getreu unseren obigen Definitionen setzen wir also fiir den
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semantischen Typ von Katze und Maus e — t. Syntaktisch entspricht das ¢/e oder
e\t. Hier ist keine Entscheidung moglich, denn weder ist Katze Paul noch Paul
Katze grammatisch. Sicher sind sie, falls grammatisch, keine Aussagen. Montague
hat dieses Problem nicht wirklich gelost. Er hat einen neuen Typkonstruktor, //,
eingefithrt, mit dem man eine Kategorie ¢//e bilden kann, welche sich syntaktisch
von t/e (dem intransitiven Verb) unterscheidet. Ehrlicher wére es gewesen, schlicht
eine Kategorie n anzunehmen, und ihr den semantischen Typ e — ¢ zu geben. Wir
wollen letzteres tun. Nun sagen wir, der Subjektsquantor jede hat die syntaktische
Kategorie (t/(e\t))/n. Dies bedeutet: er formt mit einem Nomen eine Konstituente,
welche die Kategorie t/(e\t) hat. Diese benotigt ihrerseits ein intransitives Verb, um
letztlich einen Satz zu formen. Wir haben also folgendes Zeichen:

(jede, (t/(e\t)) /1, ALemst- Mot Ve (Temst(Te) — Yot (Te)))

Rechnen wir dies anhand des folgenden Satzes vor:

Jede Katze sieht Peter

Die syntaktische Analyse ist wie folgt:

Jede Katze sieht Peter
(t/(e\t))/n  n (e\t)/e e
t/(e\t) e\t
t

Daraus ergibt sich also diese Konstituentstruktur.
((Jede Katze) (sieht Peter))

Jetzt miissen wir nur noch die Bedeutungen einsetzen und ‘ausrechnen’. Ausrech-
nen bedeutet hier, dafl wir die Funktion auf ihr Argument anwenden. Denn laut
Konvention wird eine Konstituente immer aus einer Funktion mit einem passenden
Argument gebildet. Dafiir sorgt die Korrespondenz zwischen syntaktischen und se-
mantischen Typen. Wir rechnen in mehreren Schritten. Es ist sieht Peter eine
Konstituente und ihre Bedeutung ist

(AZe-Aye.sieht’ (ye, .)) (peter’) = Ay..sieht’(y., peter’)
Ferner ist jede Katze eine Konstituente mit folgender Bedeutung
(Aot Mot (VT Tot(Te) — Yoot (1)) (Ao katze' ()

= Meot-Voo.(Mvekatze' (.))(2e) — Yeoi(we))
= etV (katze'(x.) — ye_i(ze))
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Diese beiden kombinieren wir jetzt ihrerseits:

(AYes Ve katze' (x.) — yet(ze))(Aye.sieht’ (v, peter’))
= Va..(katze'(x.) — (\y..sieht'(y., peter’))(z.))
= Vu..(katze'(x.) — sieht'(z., peter’))

Dies ist in der Tat das gewiinschte Ergebnis. Ahnlich wie jede ist eine definiert:

(eine, (t/(e\1)) /1, ATt ANYet-FTe . (Tet(Te) A Yoot (Te)))

Falls wir auch in einem Akkusativobjekt einen Quantor unterbringen wollen, miissen
wir folgende neuen Zeichen vereinbahren:

(sede, ((e\O)/((e\t)/€) /1 ATemst- Ao ety MY Ve (et (Te) = Yooty (2e) (Ye)))
(eine, ((e\1)/((€\t)/€)/ 1 ATemt- Mo (et AYe- I (Tt (Te) = Yoo (et (Ze) (Ye)))

Denn jede Katze als Akkusativobjekt wird analysiert als eine Konstituente, welche
ein transitives Verb zu einem intransitiven Verb macht. Dies muf} also die Kategorie
(e\t)/((e\t)/e) haben. Daraus folgt unmittelbar die Kategorie des Quantors jede.

Gehen wir dies anhand des Beispiels
Eine Katze sieht jede Maus.

durch. Die Konstituentenstruktur ist wie folgt:
((Eine Katze) (sieht (jede Maus))))

Die Bedeutung von jede Maus ist, wie man jetzt leicht nachrechnet, diese:

>\y6—>(8—>t) -)\Z/e-ViUe(ma US/(QJQ) — Ye—(e—t) (xe) (ye))

Damit bekommen wir fiir sieht jede Maus

AoV (maus'(z.) — (Aze.Aye.sieht’ (e, 7)) (ze) (ve))
= \ye.Vr.(maus'(z.) — sieht'(y., z.))

eine Katze ist analog zu jede Katze:
NYest- e (katze' (ze) A Yet(ze))
Diese kombinieren wir jetzt:
Aot Twe.(katze' (20) A Yot (20)) (Aye. V.. (maus'(z.) — sieht’(y., x.)))

= Jr..(katze'(x.) A (\ye.Vz,.(maus'(z.) — sieht'(ye, x.)))(xe))

= Jw..(katze'(x.) A Vz..(maus'(z.) — sieht' (., z.)))
An diesem Beispiel kann man sehen, daf§ das Ausrechnen von A-Termen einiges
Geschick erfordert. Gelegentlich kann es zu Variablenkollisionen kommen, und dann
mufl man Variablen umbenennen. Dies ist der Fall, wenn wir einen Term einsetzen,

welcher freie Variable enthélt, die dann gebunden werden, oder wenn wir einen Term
einsetzen, dessen gebundene Variablen in dem gréf8eren Term ebenfalls vorkommen.
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3.7 Anhang: Grundziige des A\—Kalkiils und der
Kombinatorischen Logik

Schon Frege hat bemerkt, dafl ein Unterschied besteht zwischen einem Term und
einer Funktion. Der Term x? + 2zy ist etwas, welches einen konkreten Wert hat,
wenn z und y einen konkreten Wert haben. Betrachten wir dagegen die Funktion
f:ZXxZ — 7 : {x,y) — 2%+ 2zy. Diese Funktion benétigt keine Werte fiir
irgendwelche Variablen, sondern sie benotigt lediglich ein Paar konkreter Zahlen,
damit sie einen Wert ergibt. Daf3 in der Definition von f auch Variablen auftauchen,
ist eine notwendige Sache, aber ihr Name ist unerheblich. Wir hétten diese Funktion
auch so beschreiben kénnen f : (z, z) — 2% + 2z2. Nicht so beim Term z? + 2zy.
Dieser ist verschieden vom Term z24-2zz. Denn wenn, sagen wir, x durch 3, y durch 4
und z durch 2 ersetzt wird, so bekommen wir fiir den ersten Term 32 +2-3-4 = 33,
und fiir den zweiten Term 32 + 2 -3 -2 = 21. Um diesem Unterschied Rechnung
zu tragen, wurde der A\-Kalkiil entwickelt. Der A\-Kalkiil erlaubt es, aus beliebigen
Termen Funktionen zu definieren. Im vorliegenden Fall schreibt man die Funktion
f als

\ry.x? + 2zy

Dieser Ausdruck benennt die Funktion f und sagt gleichzeitig, was sie leistet. Das
Prifix ‘Azy’ besagt, dafi wir es mit einer Funktion von Paaren (x,y) zu tun haben,
und daB diese Funktion jedem solchen Paar den Wert 2% + 2xy zuordnet. Dies ist
also genau dasselbe, was (x,y) — x? + 2xy ausdriickt. Nun kénnen wir aber auch
folgende Funktionen definieren:

ey x? + 2z, \y\e.x? + 2zy

Die erste ist eine Funktion, welche zu jeder Zahl m Funktion \y.m? 4 2my auswirft;
diese wiederum ergibt fiir jedes n den Wert m? + 2mn. Die zweite ist eine Funktion,
welche zu jeder Zahl m die Funktion A\z.x? + 2zm auswirft; diese ergibt fiir n den
Wert n? +2nm. Da im allgemeinen m? 4+ 2mn # n? + 2nm, so sind diese Funktionen
verschieden.

Im A-Kalkiil verzichtet man {iblicherweise auf die gleichzeitige Abstraktion, das
heifit, man erlaubt nur Préfixe der Form ‘A\z’, nicht aber solche der Form ‘Azy’. Dies
wollen wir jetzt auch tun (wobei wir uns augenblicklich der Moglichkeit berauben,
tiber den Lambek-Kalkiil zu reden). Wir wollen nun die allgemeine Definition von
A-Termen angeben. Das Alphabet besteht auler aus F', A, den Variablen {z; : i € w}
noch aus den Klammern (; ) und dem Punkt ..

Definition 3.7.1 Die Menge der A\-Terme tiber einer Signatur (), kurz die Men-
ge der A2-Terme, ist die kleinste Menge M, fiir die gilt:
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1. Jeder QQ—Term ist in M.
2. Sind X, Y € M, so auch (XY) € N.
3. Ist X € M und x eine Variable, so ist (\x.X) € M.

Geht die Signatur aus dem Kontext hervor, so sprechen wir auch schlicht von der
Menge der \-Terme.

Da der Operator nicht geschrieben wird, existiert keine Polnische Notation. Deswe-
gen verwenden wir noch Klammern ( und ). Streng genommen miissen wir auch
noch die Menge V' der Variablen festlegen. Fiir unsere Zwecke enthélt V' gewisse
Symbole, mindestens jedoch x, y, z und u. Wir vereinbahren hier nun, dafl = eine
Metavariable fiir Elemente von V' ist, wihrend x eine konkrete Variable ist, also
x € V. Ferner sind X, Y Metavariable fiir A-Terme. In den Biichern setzt man
meist F' := &. Das Interessante an dem A—Kalkiil sind ja nicht die Grundfunktio-
nen, sondern die Mechanik der Funktionalabstraktion. Falls also F' = &, so sprechen
wir auch von reinen \-Termen. Ublicherweise 18t man Klammern weg, wenn der
Term linksgeklammert ist. So ist W XY Z kurz fir (((WX)Y)Z) und Az. XY kurz
fiir ((\x.X)Y). Dabei mufl man allerdings Vorsicht walten lassen, weil die Klam-
mern wirkliche Symbole der Sprache sind. Insofern ist xxx keine Zeichenkette, son-
dern nur ein Kiirzel fiir ((xx)x), was wir jedoch nach einiger Zeit vernachlassigen
werden. Man beachte, dafi (xx) ein Term ist. Dieser bezeichnet die Anwendung von
x auf sich selbst. Vorkommen einer Zeichenkette ¥ in einer Zeichenkette 3 haben
wir als Kontexte (u, v) definiert, fiir die «zv' = ¥ ist. Q-Terme werden in Polnischer
Notation notiert gedacht.

Definition 3.7.2 FEs sei x eine Variable. Wir definieren die Menge der Vorkom-
men von x in \—Termen induktiv wie folgt.

1. Ist X ein Q0-Term t, so ist die Menge der Vorkommen von x in X gerade die
Menge der Vorkommen von & in t.

2. Die Menge der Vorkommen von x in (XY) ist die Vereinigung aus der Menge
der Paare ((u,0Y)), wo (u,V) ein Vorkommen von x in X ist und der Menge
der Paare ((Xu,v)), wo (4,V) ein Vorkommen von x in'Y ist.

3. Die Menge der Vorkommen von x in (Ax.X) ist die Menge aller {( Az .4, V),

wo (U, V) ein Vorkommen von x in X ist.

Man beachte, dafi — technisch gesehen — das Auftreten von x in dem A\-Préfix
nicht als Vorkommen gilt. Also kommt x in (Ax.y) nicht vor!
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Definition 3.7.3 Es set X ein A\-Term und x eine Variable. x kommt an einer
Stelle in X fret vor, falls es nicht in einem Term der Form Az.Y fir irgendein Y
vorkommt. Falls x an dieser Stelle nicht frei vorkommt, so kommt es dort gebunden
vor. Ein A\=Term heifst geschlossen, falls keine Variable frei auftritt. Die Menge
der in X frei vorkommenden Variablen bezeichnen wir mit f(X).

Ein paar Beispiele mogen dies erlautern. In X = (Ax.xy) tritt x stets gebunden auf,
da es immer in einem Teilterm der Form (Ax.Y') auftritt (etwa Y := xy). Dagegen
kommt y frei vor. Es ist fiir eine Variable méglich, in einem Term sowohl gebunden
wie auch frei aufzutreten, zum Beispiel x in x(Ax.x).

Gebundene und freie Vorkommen verhalten sich unterschiedlich bei Ersetzung.
Ist X ein A-Term und x eine Variable, so bezeichne [N/x]X das Resultat der Er-
setzung von z durch N. Bei der Ersetzung wird allerdings nicht jedes Vorkommen
von x kurzerhand durch ein Vorkommen von N ersetzt; die Definition der Ersetzung
erfordert einige Vorsicht. Deswgen ist [N/z]X verschieden von X[z +— N], welches
das Ergebnis der Ersetzung jedes Vorkommens von x in X durch N bezeichnet.

(a) [N/z]t = t[z — N] t ein Q—Term

(b) [N/z](XY) = ([N/z]X)([N/z]Y))

(c) [N/z](O\z.Y) = (z.Y)

(d) [N/z](\y.Y) = QQy.[N/z]Y) falls y # x, y & f(N)
oder z & f(Y)

(e) [N/z](O\y.Y) = OAz.[N/z][z/y]Y) falls y # z, y € f(N)
und z € f(Y)

In (e) muB z so gewahlt sein, daB es nicht frei in N oder Y auftritt. Damit die Substi-
tution eindeutig bestimmt ist, nehmen wir an, die Variablenmenge sei wohlgeordnet,
und dann wéhlen wir z beziiglich dieser Wohlordnung minimal. Die Vorsichtmaf}-
nahme der zusétzlichen Substitution in (e) ist notwendig. Sei ndmlich Y = x. Dann
wére ohne diese Mafiregel (das heifit mit (d)),

[y/x](Ax.y) = (\y.[y/x]x) = Oy.y)

Dies widerspricht aber unserer Intuition. Denn (Ay.x) ist die Funktion, welche zu
gegebenem Wert fiir y den Wert von x auswirft. Aber (Ay.y) ist die Identitatsfunk-
tion und somit davon verschieden. Nun soll aber die Substitution einer Variablen
durch eine andere Variable soll nicht den Wertverlauf einer Funktion dndern.

Definition 3.7.4 Es seien X und Y A—Terme. Wir sagen, Y gehe aus X durch
Umbenennung gebundener Variablen hervor, falls es einen Teilterm \y.Z von
X wund eine Variable z, welche nicht in Z wvorkommt, sodafl Y das Resultat des
Ersetzens eines Vorkommens von \y.Z durch Mv.[v/y|Z ist. Y ist kongruent zu
X, falls Y aus X durch eine endliche Serie gebundener Umbenennungen hervorgeht.



194 3. Kategorialgrammatik und Formale Semantik

Nun zur Definition von S-Konversion.

Definition 3.7.5 Es sei X ein \-Term. Wir schreiben X ~3 Y und sagen, X kon-
trahiert zu Y, falls Y das Resultat einer einmaligen Ersetzung eines Vorkommens
von A\x.ZU in X durch [U/x|Z ist. Ferner schreiben wir XY, falls Y aus X durch
eine endliche Serie von Umbenennungen oder Kontraktionen aus X hervorgeht, und
X=Y, falls XY und Y > X.

Ein Term der Form ((Az.X)Y) heifit Redex und [Y/z]X sein Kontraktum. Der
Ubergang von Redex zu Kontraktum représentiert hier das Auswerten einer Funk-
tion auf ihr Argument. Insofern ist ein A-Term ausgerechnet, wenn er kein Redex
enthélt.

Definition 3.7.6 Ein A-Term heifit in Normalform, falls er kein Redex enthdilt.
Ist X>Y undY in Normalform, so heifit Y eine Normalform von X.

Ohne Beweis teilen wir hier den folgenden wichtigen Satz mit.

Theorem 3.7.7 (Church, Rosser) Es sei X ein A\-Term und X > U,V. Dann
existiert ein’Y mit UnY und VY.

Den Beweis kann man in Biichern zum A-Kalkiil finden.

Korollar 3.7.8 Es secien Y und Z Normalformen von X. Dann sind Y und Z
kongruent.

Der Beweis ist einfach. Denn nach dem obigen Satz existiert ein U mit Y > U und
Z1>U. Da aber sowohl Y als auch Z kein Redex mehr enthalten, und Umbenennun-
gen keine Redexe einfithren, so kann U aus Y sowie Z nur durch Umbenennungen
hervorgehen. Also ist U mit Y und Z kongruent, und deshalb Y und Z.

Es ist nicht immer der Fall, dafl ein A-Term eine Normalforn hat. Man bekommt
zum Beispiel

((x. (xx)) (x. (xx))) > (Ox. (xx)) (Ax. (xx)))

Oder auch
(Ox. ((xx)y)) (Ax. ((xx)y)))

> ((Ox. (xx)y)) Ax. (xx)y)))y)
> ((COx. (xx)y)) Ox. (xx)y)))Y)y)

Der getypte A-Kalkiil unterscheidet sich von dem eben vorgestellten durch eine
wesentliche Einschrankung.
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Definition 3.7.9 FEs sei B eine Menge. Die Menge der Typen iber B, Typ_ (B),
st die kleinste Menge M, fiir die gilt:

1. BC M.
2. Istae M und B € M, soa— € M.

Mit anderen Worten: Typen sind nichts anderes als Terme der Signatur {—} mit
Q(—) = 2 iiber einer Menge von Basistypen. Es wird jedem Term ein Typ zugewie-
sen, und der Termaufbau wird durch die Typenzuweisung eingeschriankt. Es werden
weiter alle (2-Terme zugelassen. Thr Typ steht bereits fest. Es gelten folgende Regeln.

1. Ist (XY) Term vom Typ 7, so existiert ein Typ « derart, dafi X den Typ
a — v hat und Y den Typ 7.

2. Hat X den Typ ~ und ist z, eine Variable vom Typ «, so ist (Az,.X) vom
Typ a — 1.

Man beachte, daf§ nun fiir jeden Typ a Variablen vom Typ « bereitstehen, und
zwar abzéhlbar unendlich viele. Diese bezeichnen wir durch z, y, und so weiter. Ist
a # [3, so ist auch x, # xz. Mit diesen Bedingungen ist die Bildung von A-Termen
erheblich eingeschréankt. Zum Beispiel ist (Ax. (xx)) kein Term, ganz gleich, welchen
Typ x hat. Man kann zeigen, dafl ein getypter Term immer eine Normalform hat.
Wir wollen dies hier jedoch nicht tun. Man beachte im Ubrigen, daB wenn der
Term x + y den Typ a hat und x und y ebenfalls den Typ «, so hat die Funktion
(Ax. Ay.x+y)) den Typ a — (o — «). Der Typ des Q2-Terms entspricht ndmlich
dem seines Werts und ist deswegen a.

Wir wollen nun noch eine Interpretation des A-Kalkiils vorstellen, welche wir in
diesem Kapitel benotigen. Im allgemeinen ist ein Modell des A\-Kalkiils eine par-
tielle Algebra (F,A,e), wo A eine totale Funktion namens Abstraktion ist und e
eine partielle Funktion von F? nach F, die Applikation. Obwohl man bei der Ab-
straktion von Termen durchaus wissen mufl, welche Variable (= Argumentstelle)
man abstrahiert, ist dies bei geschlossenen Termen nicht nétig. Man erhélt stets die
gleiche Funktion. Wir interessieren uns nun fiir Modelle, bei denen F' eine Menge
von Mengen ist. Dazu werden jedem Typ Mengen zugeordnet, welche die moéglichen
Interpretationen der Elemente dieses Typs bestimmen. Wird also dem Typ a die
Menge M zugeordnet, so darf eine Variable vom Typ « jeden Wert in M annehmen.
Es folgt also, dal wenn (8 die Menge N zugeordnet wird, und X den Typ 3 hat,
so ist die Interpretation von (Ax,.X) eine Funktion von M nach N. Wir setzen
also die Interpretation von a« — [ fest als die Menge aller Funktionen von M nach
N. Dies ist eine willkiirliche Wahl, eine andere Menge (zum Beispiel eine geeignete
Teilmenge) wiirde sicherlich auch geniigen.
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Es seien M und N Mengen. Dann ist eine Funktion von M nach N eine Teilmenge
F' des kartesischen Produkts M x N, welche gewissen Bedingungen geniigt (siehe
Abschnitt 1.1). So mufl zu jedem x € M einy € N existieren mit (z,y) € F, und falls
(z,y) € Fund (x,y’) € F, so mul y = ¢/ sein. (Fiir partielle Funktionen entfillt die
erste Bedingung. Alles andere ist analog. Wir wollen der Einfachheit halber uns nur
mit Funktionen befassen.) Normalerweise stellt man sich eine Funktion als etwas vor,
das Werte fiir gewisse Eingaben liefert. Dies ist hier nicht so. F' ist keine Funktion
in diesem Sinne, sondern lediglich der Graph einer Funktion. In der Mengenlehre
unterscheidet man {iblicherweise nicht zwischen einer Funktion und ihrem Graphen.
Wir kommen darauf noch zuriick. Wie hat man sich nun F' als Menge vorzustellen?
Dazu mufl man zunéchst einmal (x,y) definieren. Eine auf Kuratowski und Wiener
zuriickgehende Definition ist die folgende.

(z,y) = {z, {7, y}}

Man iiberzeugt sich leicht, dafl mit dieser Definition (x,y) = (u,v) genau dann,
wenn x = w und y = v. Denn zunéchst einmal ist sicher (x,y) = (u,v), wenn
diese Bedingung erfiillt ist. Auf der anderen Seite ist, wenn (z,y) = (u,v) sicher
x = w oder x = {u,v} und es ist {x,y} = w oder {x,y} = {u,v}. Nehmen wir
an, dafl = w. Dann ist u # {z,y}, da sonst x € u folgt, im Widerspruch zu der
Fundiertheit von Mengen. Also haben wir {z,y} = {u,v}. Wir wissen schon, da8
x = u gilt. Dann muB sicher y = v sein. Nun nehmen wir an, dafl x = {u,v}. Dann
ist {x,y} = {{u,v},v}. Esist aber weder {{u,v},v} = w noch {{u,v},v} = {u,v},
wiederum wegen der Fundiertheit. Also tritt der Fall z = {u, v} nicht ein, und wir
haben x = v und y = v, wie versprochen.

Jetzt setzen wir einfach
M x N :={{z,y):x € M,y e N}

Dies ist eine Menge, wenn M und N Mengen sind. Man beachte, dal M x (N x O) #
(M x N)xO.Denn M x (N x O) besteht aus allen Paaren der Form (z, (y, z)), wo
x € M,y € Nund z € O, wihrend (M x N)x O aus allen Paaren der Form ({x, y), 2)
besteht. Ist namlich (z, (y, z)) = ({(«/,y'), 2’), so miissen wir haben = = (2, 3’) und
(y,z) = 2'. Daraus folgt @’ € x. M besitzt ein beziiglich € minimales Element z*

(Fundiertheit). Setzen wir dieses fiir x, so haben wir einen Widerspruch. Dies zeigt
M x (N x O) # (M x N) x O. Allerdings ist die Abbildung

X {x, (y, 2)) — ((z,9),2) : M x (NxO)— (MxN)xO
eine Bijektion. IThre Umkehrung ist die Abbildung

X : ((z,y),2) — (x,(y,2)) : (M X N) x O — M x (N x O)
Als letztes setzen wir

M — N:={F C M x N : F Funktion } .
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Dies ist eine etwas andere Notation, als wir sie bisher benutzt haben, aber sie ist
in diesem Zusammenhang vorteilhafter. Nun sind also Funktionen Mengen, und
ihre Argumente auch. Deswegen benotigen wir noch eine Abbildung, welche eine
Funktion auf ein Argument anwendet. Da sie auf allen Mengen erklart werden muf,
ist sie notwendig partiell. Ist nun x eine Funktion und y ein Element, so definieren
wir app(z,y) wie folgt:

(2,y) = z falls (y,2) € =,
APPLLY) "= % falls kein z existiert mit (y,2) €x .

app ist eine wirkliche Funktion (allerdings ist sie eine partielle Funktion). Ihr Graph
auf dem Mengenuniversum ist eine echte Klasse, keine Menge. Es ist eben die Klasse
aller Paare ((F,z),y), wo F eine Funktion ist und (z,y) € F.

Istnun € M — (N — O),s0ist F C M x (N — O) C M x (N xO). Dann ist
X[F] C (M x N)x 0O, und man rechnet leicht nach, daf sogar x[F] C (M xN) — O.
Auf diese Weise wird aus einer einstelligen Funktion mit Werten in N — O eine

zweistellige Funktion von M x N nach O. Umgekehrt kann man sehen, dafl wenn
Fe(MxN)—O,soist Xx[F]e M — (N — O).

In der Kategorialgrammatik, um die es in diesem Kapitel geht, werden wir
A—Terme einsetzen, um Bedeutungen von Symbolen und Zeichenketten zu benen-
nen. Wichtig ist aber, da§ der A-Term nur ein formales Gebilde ist (ndmlich ei-
ne bestimmte Zeichenkette), und nicht die eigentliche Bedeutung. Zum Beispiel ist
(Ax. (Ay.x+y)) eine Zeichenkette, welche eine Funktion benennt. Diese Funktion
ist in der Mengeninterpretation eine Teilmenge von, sagen wir, N — (N — N).
Deswegen mufl man zwischen der Gleichheit = und dem Symbol = strikt unter-
scheiden. X =Y bedeutet, dafl wir es mit denselben Zeichenketten (also denselben
A—Termen) zu tun haben, wihrend X = Y bedeutet, dafl X und Y stets dieselbe
Funktion bezeichnen. In diesem Sinne ist also (Ax. (\y.x+y)) (x) (z) # x+z, aber
sie bezeichnen stets und immer denselben Wert. Trotzdem wollen wir im Folgenden
zwischen dem A—Term und seiner Interpretation auflerhalb dieses Abschnitts nicht
unterscheiden, um die Notation nicht zu sehr aufzublahen.

Kommen wir also zu dem getypten A-Kalkiil zuriick. Wir hatten im ungetypten
Fall auch noch unsere Signatur gehabt. Man mufl im getypten Kalkiil jetzt anstelle
der iiblichen Signatur eine andere Signatur wéhlen. Jetzt mufl man zu jedem Funk-
tionssymbol f nicht alleine die Stelligkeit, sondern auch den Typ der Argumente
angeben. Anstelle dessen kann man allerdings auch f schlicht als eine primitive
Funktion (= Konstante) des getypten A\-Kalkiils aufnehmen. Damit wird die Signa-
tur ganz in dem A\-Kalkiil aufgelost. Dies hat den Vorzug, dal wir sie nicht extra
behandeln miissen. Eine Interpretation unseres Kalkiils wollen wir jetzt beschreiben.
Angenommen, wir haben eine Menge B von Basistypen. Dann sei zunédchst eine Ab-
bildung " — " gewahlt derart, dal "« ' eine Menge ist. Diese dehnen wir jetzt auf die
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Typen wir folgt aus: "o — 87 := a7 — T37. ! Ferner wihlen wir fiir jede Basis-
funktion f vom Typ « ein Element in "o, welches wir auch mit " f ! bezeichnen.
Nun setzen wir diese Zuweisung auf alle geschlossenen A\-Terme fort. Dabei gelten
folgende Regeln:

I_MN—I = app(l_]\4—l7 I_N—I)

TAx.Nz)(z) = TN

Auf diese Weise wird tatséchlich jedem geschlossenen Term eine Funktion zugeord-
net, sodaf gilt: ist M >N, so"M'1="N"

Der A\-Kalkiil hat noch einen schwerwiegenden Nachteil, ndmlich den, dafl die
Verwaltung von Variablen einige Vorsicht erfordert und keineswegs banal ist. Die
Benennung von Variablen 148t sich interessanterweise aber vermeiden, wenn man
auf freie Variable iiberhaupt verzichtet. Dies bringt uns auf die folgende Definition.

Definition 3.7.10 Ein Kombinator ist ein geschlossener, reiner \—Term.

Die folgenden Kombinatoren sind von fundamentaler Bedeutung:

= (Ax.x)
(Ax. (\y.x))
= (Ax.Oy.(\z.xz(y2))))

I
K
S

Der Witz ist nun, dafl man in der Kombinatorischen Logik nicht mehr A—Terme
notiert, sondern nur noch Kombinatoren. Man definiert nun wie folgt. Ein kombi-
natorischer Term ist ein Term aufgebaut aus Variablen und Kombinatoren. Ferner
wird die Redexrelation > axiomatisch wie folgt eingefiihrt.

IX > X
KXY » X
SXYZ > XY(XZ)
X > X

Ferner gelten folgende Regeln:

1. Ist XpY und Y 2,50 X > Z.
2. Ist XY, s0o XZpYZ.

3. Ist XY, s0 ZX > ZY.

'Dies wird gewisse Schwierigkeiten bergen, wenn man nicht garantieren kann, daf8 die Realisie-
rungen von verschiedenen Typen disjunkt ist. Dies kann durchaus vorkommen, zum Beispiel, wenn
Tam:={2,{2,{2,2}}}. Dies kann allerdings ein erwiinschter Effekt sein, obwohl es fiir unsere
Zwecke stort. Wir werden auf diese Schwierigkeiten jedoch nicht nidher eingehen.
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Nun kann man umgekehrt \z.N aus N definieren. Setze

1. [z]z =L
2. [z]M = KM, falls = nicht frei in M auftritt.
3. [z)Ux := U, falls x nicht in U frei auftritt.

4. [z]UV := S([z]U]([x]V), sonst.

Zum Beispiel ist [y]yx = S([y]y) ([y]x) = SI(Kx). In der Tat, wendet man dies auf
y an, so erhélt man

SI(Kx)y > Iy (Kxy) >y (Kxy) > yx
Ferner ist dann
U := [y]([x]yx) = [y|SI(Kx) = S(K(SI))K

Der Leser moge verifizieren, dal Uxy > yx. Auf diese Weise kann man also aus der
Spezifikation eines Kombinators ganz leicht den Kombinator explizit berechnen. Es
folgt dann

Theorem 3.7.11 Es sei C' ein Kombinator. Dann existiert ein Kombinator H,
aufgebaut aus I, K und S, mit C = H.

Auch Kombinatoren kann man typen, und die Regeln fiir die Typzuweisung lassen
sich leicht aus den Definitionen der Kombinatoren ablesen. Zum Beispiel hat I den
Typ a — «, sofern o der Typ von x ist. Wir gehen nun davon aus, dafl ein ungety-
pter Kombinator alle Typen besitzt, welche mit den Typregeln konform sind. Also
hat das Symbol I alle Typen der Form a — «, denn wegen N = IN muf} Ix den
Typ a haben, wenn x den Typ « hat. Dies kann nur sein, wenn I den Typ a — «
hat. Genauso hat K alle Typen der Form a — (f — «), sowie S alle Typen der
Form (o — (8 — 7)) — ((« — ) — (& — 7)). Im Rahmen des getypten Kalkiils
sind also I, K und S schematische Symbole. Man definiert nun fiir Kombinatoren
Typen induktiv wie folgt: ist X vom Typ a — S und Y vom Typ 3, so ist (XY)
wohlgeformt und hat den Typ (.

Ubung 88. Es sei B definiert durch Bxyz = x(yz) und C durch Cxyz = xzy.
Stellen Sie B und C durch S, K und I dar.

Ubung 89. Bestimmen Sie die Typen von B und C aus der vorigen Aufgabe.

Ubung 90. Zeigen Sie, daB der zu S gehérende getypte A-Term genau dann wohl-
geformt ist, wenn S den Typ (o — (6 — 7)) — ((o« — B) — (@ — 7)) hat fiir
gewisse «,  und 7.
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Kapitel 4

PTIME Sprachen

4.1 Mild—Kontextsensitive Sprachen

Der Begriff ‘mild kontextsensitiv’ wurde in den 80er Jahren von Aravind Joshi ein-
gefiihrt (siehe [28]). Diese sind wie folgt characterisiert:

1. Kontextfreie Sprachen sind mild kontextsensitiv. Es gibt mild kontextsensitive
aber nicht kontextfreie Sprachen.

2. Mild kontextsensitive Sprachen kénnen in polynomieller Zeit erkannt werden.

3. Es gibt nur eine beschriankte Moglichkeit, {iberkreuzende Abhéngigkeiten zu
erzeugen.

4. Mild kontextsensitive Sprachen haben die beschrankte Wachstumseigenschaft.
(S hat die beschrinkte Wachstumseigenschaft, falls {|Z] : = € S} eine
lineare Menge enthélt.)

Diese Bedingungen sind keinesfalls sehr stark, aufler der dritten. Diese sorgt dafiir,
daB mild kontextsensitive Sprachen eine echte Teilklasse der kontextsensitiven Spra-
chen sind. Die erste Bedingung mufl man nicht kommentieren. Die dritte Bedingung
ist sehr schwach; sie sagt lediglich, daf§ es eine Zahl cg gibt derart, daf fiir jedes ©* € S
ein § € S existiert mit |y] < || 4 cs. Man hat versucht, dies so einzuschranken, daf
jeder Schnitt mit einem Alphabet, oder gar jeder Schnitt mit semilinearen Mengen
auch diese FEigenschaft haben muf}. Diese Bedingungen sind jedoch kaum anschaulich
zu motivieren. Ahnlich problematisch ist die zweite Bedingung: was ist eine iiber-
kreuzende Abhéngigkeit? Wir werden in diesem Kapitel Grammatiken studieren, bei
welchen man einen Strukturbegriff wie bei kontextfreien Sprachen definieren kann.

201
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Konstituenten sind dann gewisse Mengen disjunkter Teilworter. Nimmt man dies
als allgemeine Definition, so kann man die zweite Bedingung so deuten: es gibt eine
Zahl n derart, dafl eine Konstituente héchstens n Teile hat. Dies ist gewifl nicht die
von Joshi intendierte Interpretation, aber es fillt schwer, den Begriff einer Art von
Abhéngigkeit zu definieren.

Die Bedingungen sind also bis auf die dritte relativ problematisch. Wir wollen
deswegen auch in diesem Kapitel solche Sprachen studieren, welche einzig dieser
Bedingung geniigen. Um der Begriffsverwirrung keinen Vorschub zu leisten, wollen
wir sie PTIME Sprachen nennen. Es sei M eine beliebige Menge und S € M. Wir
nennen f : M — {0,1} die charakteristische Funktion von S, falls f(z) =1
genau dann, wenn z € S. Wir bezeichnen f auch mit ygs.

Definition 4.1.1 Es sei A ein endliches Alphabet und S C A*. Dann sei S €
PTIME genau dann, wenn die charakteristische Funktion ygs : A* — {0,1} durch
eine deterministische Turingmaschine in polynomieller Zeit berechenbar ist.

Im allgemeinen wollen wir auch sagen, eine Funktion f : A* — B* sei in PTI-
ME, falls es eine deterministische Turingmaschine gibt, welche sie in polynomieller
Zeit berechnet. Fast alle Sprachen, die wir bisher untersucht haben, sind PTIME
Sprachen. Dies wird aus den folgenden Sétzen hervorgehen.

Proposition 4.1.2 Jede kontextfreie Sprache ist in PTIME.
Dies ist eine direkte Folge aus Satz 2.3.24. Jedoch bekommt man erheblich mehr.

Proposition 4.1.3 Sei A ein endliches Alphabet, und Ly, Ly Sprachen iiber A. Sind
Ll,LQ c PTIME, so auch A* — Ll, LiNLy und Ly U Ls.

Der Beweis dieses Satzes ist einfach und als Ubung iiberlassen. Wir bekommen also,
daB der Schnitt von kontextfreien Sprachen, also zum Beispiel {a"b"c" : n € w},
eine PTIME Sprache ist. Ferner wollen wir zeigen, da} die vollen Urbilder von
PTIME Sprachen unter der Parikh—Abbildung auch in PTIME sind. Dazu werden
wir M(A) mit der Menge aller Zeichenketten [],_, a7 identifizieren. Die Parikh-
Abbildung ist dann eine Funktion 7 : A* — A*. Diese soll, gegeben eine Zeichenkette
7, diejenige Zeichenkette & - &' - ... - al" ' ausgeben, fiir die p; gerade die Anzahl
der in 7 auftretenden a; ist. AnschlieBend betrachten wir eine beliebige Funktion
g : A* — {0, 1}, welche in polynomieller Zeit deterministisch berechenbar ist und
folgende FEigenschaft hat: das Urbild von 1 ist in dem Bild von 7 enthalten sein.
g~ '(1) kann dann in natiirlicher Weise als Teilmenge von M(A) aufgefat werden.
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Theorem 4.1.4 Es sei S C M(A) in PTIME. Dann ist das volle Urbild 7=*[S)]
auch in PTIME. Insbesondere sind alle vollen Urbilder semilinearer Mengen in
PTIME.

Der Leser sei an dieser Stelle gewarnt, dafl nicht alle semilinearen Sprachen in
PTIME sind. Das geht auch gar nicht. Denn PTIME ist abzdhlbar, wahrend es
iiberabzéhlbar viele semilineare Sprachen gibt.

Der Satz 4.1.4 ist die direkte Folge des folgenden, sehr einfach zu zeigenden
Satzes.

Theorem 4.1.5 FEs sei f: B* — A* in PTIME und S C A* in PTIME. Dann
ist L := f~1[S] auch in PTIME.

Beweis. Nach Definition ist yg € PTIME. Dann ist aber xyg o f € PTIME. Dies
ist die charakterische Funktion von L. -

Eine andere Forderung, welche mild kontextsensitive Sprachen erfiillen sollten,
war, dafl sie nur konstantes Wachstum haben sollten. Dies bedeutet anschaulich,
daf die Menge {|Z] : ¥ € S} C w keine Liicken beliebiger Grofie hat. Wir iiberlassen
es dem Leser zu zeigen, daf} falls S semilinear ist, S auch konstantes Wachstum hat,
die Umkehrung jedoch nicht gilt.

Wir hatten in Anschnitt 1.2 die sogenannte Polnische Notation fiir Terme ein-
gefiihrt. Hier nun wollen wir ein etwas exotisches Verfahren zur Notierung von Ter-
men vorstellen, welches durch Betrachtung von gewissen australischen Sprachen mo-
tiviert ist. Sei dazu (F,§2) eine endliche Signatur. Ferner sei Q := max{Q(f) : f €
}. Induktiv ordnen wir jedem Term ¢ eine Menge M(t) C (FFU{0,1,...,Q —1})*
AVE

1. Ist t = f mit Q(f) =0, so setze M(f) :={f}.

2. Ist t = f(s0,...,80(s)-1), SO setze

M(t)y:={t}u | J {#-i: 7€ M(s;)}

i<Q(f)

Ein Element von M (t) ist ein Produkt f - ¢, wo f € F und ¢ € Q*. Wir nennen f
das Hauptsymbol und ¢ seine Kennung. Nun sagen wir, i/ sei eine A—Form von
t, falls ¢ das Produkt der Elemente von M () in einer beliebigen Reihenfolge ist. Ist
zum Beispiel t = (((x + a) - y) + (z - ¢)), so ist

M(t) = {+,-0,-1,+00,x000, 2001, y01,z10, c11}
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Entsprechend ist die folgende Zeichenkette eine A—Form von t:

c11z10+00-0-1y01x000a001+

Theorem 4.1.6 Es sei (F,Q) eine endliche Signatur und S die Sprache der A-
Formen der Terme dieser Signatur. Dann ist S in PTIME.

Beweis. Zunichst einmal ist es sinnvoll, sich zu iiberlegen, dafl man aus einer A—
Form # die Menge M berechnen kann, aus der & gebildet wurde. Dazu mufl man & nur
an den richtigen Stellen auftrennen. Dies bedeutet schlicht, dal man die Elemente
von M identifizieren kann. Nun beginnen wir also die Konstruktion von ¢. Wir
gehen dabei von ¢ in Polnischer Notation aus. Auf einem Rechenband listen wir
die Zeichenreihen aus 2* in lexikographischer Reihenfolge auf. Diese zdhlen uns
unsere Kennungen auf. Wir beginnen mit €. Nun suchen wir das Element mit der
Kennung ¢ auf und schreiben es auf die Ausgabe. Sei es f. Wir 16schen die Kette
f - e auf der Eingabe. Ist Q(f) = 0, so muBl die Eingabe jetzt leer sein. Wenen
nicht, dann ist ¥ keine A—Form. Falls ja, so gehen wir weiter zu der Kennung 0
und suchen das Symbol mit der Kennung 0. Sei dies g0. Wir 16schen diese Kette
auf dem Eingabeband. Es gilt: ist Q(g) = 0, so darf es jetzt kein Symbol mit der
Kennung 00 geben. Ansonsten ist die Eingabe keine A—Form. So machen wir weiter.
Jedesmal, wenn wir eine Zeichenkette fa identifiziert haben, so loschen wir fa
auf der Eingabe und fiigen f auf der Ausgabe hinzu. Dabei muf} allerdings darauf
geachtet werden, dal f an der Stelle im Term tatséchlich die Kennung & hat. Falls
nicht, so ist die Eingabe keine A—Form. Sind wir fertig, priifen wir ein letztes Mal, ob
die Ausgabekette ein Term in Polnischer Notation ist, und dann sind wir fertig. Es
fehlt noch der Nachweis, dafl man in polynomieller Zeit die Kennung eines Symbols
in einer Zeichenkette Zg € F* berechnen kann. Dazu sein g gegeben. Wir berechnen
maximale Teilterme in Zg, die das letzte Zeichen nicht enthalten und ersetzen sie
durch h, wo h ein nullstelliges Funktionssymbol ist. (Dies muf} existieren, sonst ist
S = @.) Dies tun wir so lange, wie es moglich ist. Wir erhalten die Zeichenkette ¥g.
Anschlieflend gehen wir diese von rechts nach links (!) durch. Fiir jeden maximalen
Block der Form fh?, schreiben wir p auf die Ausgabe, sofern p < Q(f). Ansonsten
ist g ohnehin nicht das Préfix eines Terms und die gesamte Berechnung hélt an.
Erreichen wir den Anfang der Zeichenkette, so ist die Kennung berechnet.

Wir wollen nun die Charakterisierung von PTIME anpacken. Zentrales Hilfsmit-
tel ist dazu ein Satz von Chandra, Kozen und Stockmeyer ([7]), welcher die Klasse
PTIME auch durch eine Platzschranke charakterisiert. Dabei treten allerdings Ma-
schinen auf, welche die Turingmaschine um eine besondere Form der Parallelitét
erweitern. Doch davon spéter. Zunéchst fithren wir noch eine Klasse von Funktio-
nen ein. Wir sagen, eine Funktion f: A* — B* sei in LOGSPACE, falls sie durch
eine sogenannte deterministische logarithmisch beschrankte Turingmaschine berech-
net werden kann. Eine Turingmaschine heifit logarithmisch beschrankt, falls sie
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k + 2 Bénder hat, wobei & = 0 sein darf. Ferner bekommt sie auf dem ersten Band
die Eingabe, Z. Auf diesem Band darf sie nur lesen. Auf dem letzten Band, mit der
Nummer £ + 2, darf sie nur schreiben, und dort mufl am Ende des Prozesses das Er-
gebnis stehen, also f(Z). Alle anderen Bénder sind in ihrer Lange nach beschrankt,
und zwar durch log, |Z]. Das bedeutet, hat Z die Lange 12, so haben die Béander 2
bis k + 1 jeweils die Liange 3, da 3 < log, 12 < 4. Uns muf} es an dieser Stelle nicht
kiimmern, was es mit dieser Beschriankung auf sich hat. Dafiir gibt es einleuchtende
Interpretationen, die wir in Abschnitt 4.2 noch liefern werden. Wir weisen darauf
hin, daf8 f(Z) beliebig grof sein darf. Es ist nicht durch irgendeine Lange beschréinkt.
Wir werden jedoch nachweisen, daf f() nicht allzu gro werden kann. Das letzte
Band enthilt die Ausgabe. Man kann sich leicht iiberlegen, dal man es so einrichten
kann, dafl die Maschine auf dem Ausgabeband nur nach rechts geht. Ferner 1a3t es
sich stets so einrichten, dal die Rechenbénder nur jeweils eine Binérzahl enthalten.

Definition 4.1.7 FEs sei A* ein endliches Alphabet und S C A*. Wir sagen, S sei
i LOGSPACE, falls xs LOGSPACE-berechenbar ist.

Theorem 4.1.8 Es sei f : A* — B* LOGSPACE-berechenbar. Dann ist f in
PTIME.

Beweis. Wir betrachten eine Konfiguration unserer Maschine. Dabei nehmen wir
das Ausgabeband aus. Eine Konfiguration besteht aus einer Position des Lesekopfes
des ersten Bandes, und einem k—Tupel von Bindrzahlen der Linge < log, |Z|. Eine
Position auf der Zeichenkette entspricht ebenfalls einer solchen Bindrzahl. Wir haben
also k + 1 Bin&rzahlen, und davon gibt es insgesamt

2(k+1)-log2 |z _ ‘f’k+1 )

Demnach kann die Maschine héchstens |Z|¥+! Schritte ausfithren. Werden es ndmlich
mehr, so ist die Maschine in einer unendlichen Schleife gefangen, und die Berechnung
terminiert nicht. Da dies ausgeschlossen war, kann es also hochstens polynomiell viele
Schritte geben. H

Da also f nunmehr polynomiell berechenbar ist, ergibt sich leicht, dal |f (%)
ebenfalls polynomiell beschrénkt ist durch |Z|. Dies zeigt, daf die Platzschranke fiir
die Rechenbénder auch eine Beschrinkung fiir die Lénge des Ergebnisses bewirken.

Wir haben also eine Teilklasse von PTIME gefunden, welche durch den Platz-
bedarf charakteristiert ist. Leider sind die beiden Klassen aber nicht gleich. Deshalb
miissen wir noch ein betréchtliches Stiick Arbeit verrichten. Zunéachst aber beobach-
ten wir Folgendes.
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Theorem 4.1.9 FEs seien f: A* — B* und g : B* — C* in LOGSPACE. Dann
ist auch go f in LOGSPACE.

Beweis. Nach Voraussetzung einmal existiert eine logarithmisch beschrinkte k +
2-Band Maschine T', welche f berechnet, und eine logarithmisch beschrinkte ¢ +
2-Band Maschine U, welche g berechnet. Wir kaskadieren nun diese Maschinen,
indem wir das Band k£ + 2 von 7" als Eingabeband von U beniitzen. Die entstehende
Maschine ist deterministisch, aber nicht notwendig logarithmisch beschrankt, denn
das Ausgabeband, Band Nummer k£ + 2, von T ist nicht logarithmisch beschrinkt.
Wie wir uns iiberlegen wollen, ben6tigt man dieses Band aber gar nicht. Denn T" kann
auf dieses Band nicht zuriickgreifen, sondern muf3 von links nach rechts durchgehend,
Symbol fiir Symbol auf das Band schreiben. U hingegen wiirde es geniigen, wenn es
zu jeder Zahl ¢ das Symbol an der iten Stelle des Ergebnisses von T erfragen konnte.
Da es nur um den Platzbedarf, nicht aber um den Zeitbedarf geht, so ist klar, dafl
auch U das Ausgabeband nicht benttigt. Wir tun also Folgendes. Wir ersetzen das
Ausgabeband von T durch zwei Rechenbénder. Diese Bander werden nichts weiter
enthalten als den Binédrkode der Stelle des Schreibkopfes der Maschine T auf ihrem
Ausgabeband, sowie des Lesekopfes der Maschine U auf ihrem Eingabeband. Da
dies auch das Ausgabeband von T ist, und |f(Z)] < p(|Z|) fiir ein Polynom p,
so gilt log, |f(Z)| < Alog, |Z| fiir eine natiirliche Zahl A. Also sind diese Béander
tatsdchlich auch logarithmisch beschriankt. Die Maschine arbeitet nun wie folgt.
Anstelle des Zeigers auf das Leseband von U bedient sich U der Position ihres
Lesekopfes, geschrieben in Bindrdarstellung. Dieser wird nach Bedarf um eins erhoht
oder erniedrigt. Immer wenn U das Symbol Nummer ¢ auf dem Band benétigt, wird
die Maschine T' aktiviert. 7" bekommt nur den Index 2. T" berechnet nun seinerseits
das ite Symbol der Ausgabe, ohne allerdings die Ausgabe irgendwo zu schreiben.
Benotigt wird ja nur das Zeichen mit der Nummer 7. Auf diese Weise umgehen wir,
das Ergebnis f(Z) jemals in voller Lénge hinschreiben zu miissen. -

Dieser Beweis ist der Schliissel fiir simtliche noch folgenden Beweise. Wir werden
jetzt zeigen, daf} es eine bestimmte Klasse von Problemen gibt, welche, wie man sagt,
vollsténdig in Bezug auf PTIME beziiglich LOGSPACE-Reduktion ist. Diese
werden wir als Mefllatte fiir unsere Charakterisierung nehmen.

Eine n-stellige boolesche Funktion ist eine beliebige Funktion f : {0,1}" —
{0,1}. Man kann jede Funktion durch Verkettung aus den Funktionen A, V und -
herstellen. Dabei ist

A0 1 V[0 1 B
0[0 0 00 1 01
10 1 1|11 110

Wir wollen nun annehmen, f sei irgendwie durch A, V, = zusammengesetzt. Etwa
sei f(xo,x1,22) = = (—x2 A (21 Vp)). Nun setzen wir fiir die Variablen xg, 1 und x5
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konkrete Werte ein (also entweder 0 oder 1). Welches ist dann der Wert von f7 Die-
ses Problem 148t sich ohne grofen Aufwand l6sen. Es ist in PTIME. Dies ist recht
einfach zu sehen, allerdings ist die Formulierung des Problems eine kunstreiche Sa-
che. Wir wollen ndmlich f nicht als Zeichenreihe in der iiblichen Weise aufschreiben,
sondern als Folge von sogenannten Zellen. Eine Zelle sei eine Zeichenkette von der
Form (&,&,17, V), (&,&,17, \), oder von der Form (&,&,—), wobei @ eine Binérfolge
ist — notiert iiber dem Alphabet {a,b} —, und &7 entweder Binérfolgen (notiert
tiber {a,b}) sind oder Einzelzeichen von der Form 0 oder 1. @ heift die Nummer
der Zelle und £ und 7 die Argumentkennungen, falls sie nicht die Form 0 oder 1
haben. Ferner sei die durch € und 7 dargestellte Zahl kleiner als die durch & darge-
stellte Zahl. (Dies sichert, daf es keine Schleifen gibt.) Eine Folge von Zellen heifit
ein Netzwerk, falls keine zwei Zellen die gleiche Nummer haben. Ferner verlangen
wir, dafl die Zellennummern die Zahlen von 1 bis zu einer gewissen Zahl v sind und
daB fiir jede Zelle mit Argumentkennung £ (oder 77) auch eine Zelle mit Nummer &
(17) existiert sowie genau eine Zelle maximal ist in dem Sinne, daf§ ihre Nummer nicht
die Argumentkennung einer anderen Zelle ist. Diese Zelle heiflen wir das Ziel des
Netzwerks. Anschaulich definiert das Netzwerk eine boolesche Funktion, in welche
konstante Werte eingesetzt sind. Diese Funktion wollen wir auswerten. Wir ordnen
nun jeder Zelle mit Nummer & einen Wert w(d) wie folgt zu. Der Wert der Zelle
(@,&,17, V) ist w(€) Vw(rf), der Wert von (&,&,7, A) ist w(€) Aw(r), und der Wert
von (&,&,-) ist —w(€). Der Wert des Netzwerkes ist der Wert seines Ziels. Unser
Problem lautet also: gegeben ein Netzwerk &, berechne seinen Wert. Netzwerke sind
Zeichenketten {iber dem Alphabet W := {(,),,,0,1,a,b,A,V,=}. Wir geben ein
Beispiel. Unsere Funktion f(xg,z1,29) = —(—22 A (21 V 20)) wollen wir auswerten
fiir zo := 0, 1 := 1 und x5 := 0. Dann schreiben wir folgendes Netzwerk hin:

(a,0,—)(b,1,0, V) (ba,a,b, A)(bb,ba,)

Jetzt ist w(a) = 0= 1, wb) =0V 1=1, w(a) =w(a) Awb) =1A1=1, und
es ist w(bb) = —w(ba) = =1 = 0.

Theorem 4.1.10 Die Menge aller Netzwerke ist in LOGSPACE. Ferner ist die
Funktion, welche jedem Netzwerk seinen Wert zuordnet, in PTIME.

Beweis. Die erste Behauptung ist etwas miihselig, aber nicht schwer zu zeigen. Dazu
mufl man die Zeichenkette mehrmals durchlaufen, und jeweils auf die verschiedenen
Kriterien priifen. Man priift etwa die erste Bedingung so. Man beginnt mit der
ersten Zelle und merkt sich deren Position. Dann lduft man zur néchsten Zelle,
merkt sich deren Position und vergleicht dann die Zellennummern. Falls diese gleich
sind, Ausgabe 0, und anhalten. Ansonsten zur néchsten Zelle. Und so weiter. Das
Merken von Positionen verlangt nur logarithmisch viel Platz. Zum Vergleich dieser
Zeichenketten mufl man sich immer nur ein Zeichen merken. Nun also zur zweiten
Behauptung. Wir haben ein Netzwerk gegeben. (Falls nicht, werfen wir den Wert
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#, fiir undefiniert, aus.) Nun zdhlen wir die Zellennummern hoch und berechnen
induktiv deren Wert, welche wir als Paar (&, w(&)) auf einem Arbeitsband ablegen.
Haben wir die maximale Zellennummer erreicht, so sind wir fertig. -

Es ist nicht bekannt, ob man den Wert eines Netzwerks in LOGSPACE berech-
nen kann. Man {iberlege sich, dafl man moglicherweise zu viele Zwischenergebnisse
speichern muf}. Es gilt aber folgender Satz.

Theorem 4.1.11 Sei f : A* — {0,1} in PTIME. Dann existiert eine Funktion
N : A* — W* in LOGSPACE derart, daf$ fiir jedes © € A* N(Z) ein Netzwerk ist
und f(Z) = (wo N)(Z).

Beweis. Wir geben zunéchst eine Konstruktionsvorschrift an und deuten dann an,
warum sie in LOGSPACE ist. Nach Voraussetzung existiert ein k£ und ein ¢ derart,
daB f(Z) in p := c - |7|¥ Zeit berechenbar ist. Ist Z gegeben, so definieren wir eine
Matrix € := (C(4,7))i;, wo 0 < 4,5 < ¢ |Z|*. Der Wert von C(i,7) soll der Inhalt
der jten Zelle des Bandes zum Zeitpunkt ¢ sein. Ist der Lesekopf auf dieser Zelle, so
wird dies auch vermerkt, sowie der Zustand des Automaten zu diesem Zeitpunkt.
Wir konnen dies schliefilich durch eine einzige Bindzahl kodieren, welche stets ei-
ne wohldefinierte Lénge, etwa A, haben soll. Wir bezeichnen mit C(i, j, k) das kte
Binérzeichen von C(i, j). Der Eintrag C'(i + 1, 7) héngt in vorhersagbarer Weise von
den Eintrdgen C(i,5 — 1), C(i,j) und C(i,7 + 1). (Die Maschine ist ja determini-
stisch.) Es gibt nun fiir jedes ¥ < X boolesche Funktionen f¥ f¥ und f% derart,
daB fF, fr:{0,1}* — {0,1}*, f¥ : {0,1}3* — {0,1}*, und

Cli+1,0k) = fu(C(i,0),C(i,1))
O(Z + 1’ P, k) = fR(O(i>p - 1)7 O(Z>p))

Das Netzwerk entsteht nun wie folgt. Wir ordnen jedem einzelnen Binérzeichen,
welches nicht auf dem ersten oder letzten Zeitschritt liegt, ein Netzwerk aus Zellen
zu (also haben wir hochstens yAp(p — 2) Zellen). Das Binérzeichen in der Zelle
wird gerade der Wert dieser Zelle in dem Netzwerk sein. Der Zeitschritt p wird
nicht benoétigt, weil dann das Ergebnis vorliegen mufl, und der Zeitschritt 0 wird
nicht benotigt, weil dieser der Eingabe benotigt. Ebenso verdient der Zeitschritt p
getrennte Behandlung. Hier wollen wir letztlich nur ein einziges Ergebnis haben,
ndmlich 0 oder 1. Was nun ist das Netzwerk einer Zelle? Dazu betrachten wir die
Zelle zu dem kten Binédrzeichen von C(i, 7). Dies ist (zum Beispiel) von der Form
e (Cli—1,7—1),Ci—1,7),C(i—1,7+1)). Also setzen wir das zu f§, gehérende
Netzwerk an die Stelle. Falls ¢ = 1, so finden wir C'(0, ;) auf dem Leseband. Die
Vorschrift ist nun denkbar einfach. Die Maschine bekommt ' geliefert. Fiir ¢ von
1 bis p — 1 und j von 0 bis p sowie k von 0 bis A — 1 wird sie jeweils ein lokales
Netzwerk hinschreiben, welches dem Tupel (i, j, k) enspricht und dessen Wert gerade
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C(i, j, k) ist. DaB dies in LOGSPACE ist, ist nicht schwer zu sehen. Wichtig ist,
dafl man nur einmal wissen mufl, welches Netzwerk man hinschreiben muf3, alle
anderen analogen Netzwerke ergeben sich durch Verschieben der Indizes (Addieren
einer konstanten Zahl zu allen Zellennummern und Argumentkennungen). Man muf
also lediglich einmal alle lokalen Netzwerke ausrechnen, und kann sie dann durch

einfaches Manipulieren der Binérfolgen in das Netzwerk einhdngen. Gewif3 ist dies
LOGSPACE berechenbar.

Man sagt auch, dal die Berechnung von Werten eines Netzwerks vollstindig
beziiglich der Klasse PTIME ist. Ein Netzwerk heiffit monoton, falls es nicht das
Symbol — enthlt.

Theorem 4.1.12 Es existiert eine LOGSPA CE-berechenbare Funktion M, welche
ein beliebiges Netzwerk in ein monotones Netzwerk gleichen Werts umformdt.

Der Beweis ist einigermaflen langwierig, wir wollen ihn daher nur skizzieren. Wir
nehmen an, unser Netzwerk berechne die Funktion f(Z). Dann &ndern wir & so ab,
da8 wir nur mit A und V hinkommen. Ist ¥ = [],_, #;, so definiere y; := 01, falls
x; = 0, und y; := 10 sonst. SchlieBlich setze i := [],,, %;- Dies bedeutet: haben wir
an der Stelle 27 eine 1, so haben wir an der Stelle 2¢ 41 eine 0, und haben wir an der
Stelle 27 eine 0, so haben wir an der Stelle 2i+ 1 eine 1. Ist zum Beispiel ¥ = 010, so
ist ¥ = 011001. Wir behaupten: es existiert eine monotone Funktion g derart, dafl
g(§) = f(Z). Dies ist leicht zu zeigen, und wird als Ubung iiberlassen. Der Input wird
also durch seine Negation verdoppelt. Dies iibertragen wir auf das Netzwerk. Jede
Zelle der Form (a,&,17, A) wird nun ebenfalls verdoppelt, ndmlich durch eine Zelle
der Form (a,€7,71, V) und dual dazu die Zelle der Form (&,&,17, V) durch eine
Zelle der Form (dy,£1,m1, A ). Grundlage sind die sogenannten de Morgan’schen
Gleichungen —(z Ay) = (—z) V (-y) und =(x Vy) = (—x) V (—y). Mit jeder Zelle Z,
welche den Wert x hat, existiert eine Zelle Z; mit Wert —x. Praktischerweise wollen
wir es so halten, dafl die Nummern von Z und Z; sich nur um eins unterscheiden.
Nun konnen wir allerdings — vollig eliminieren. Denn falls Zelle Z den Wert von der
Zelle U (im alten Netzwerk) mit der Nummer k negiert, so konnen wir den Wert von
U an der Stelle £’ finden, und den von Z daher an der Stelle &’ + 1 bzw. k' — 1, je
nachdem ob k' gerade oder ungerade ist. Am Schlufl mufl man noch etwas Kosmetik
betreiben, indem man nur die Zellen behélt, die man wirklich zur Berechnung des
Ziels benotigt.

Wir haben nun die folgende Situation: ist g eine beliebige PTIME-berechenbare
Funktion von A* nach {0, 1}, so existiert eine LOGSPACE-berechenbare Funktion
N, welche zu gegebenem T ein mononotones Netzwerk gleichen Werts konstruiert.

Nun wenden wir uns den versprochenen neuartigen Turingmaschinen zu.
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Definition 4.1.13 Fine alternierende Turingmaschine ein Septupel

<A7L;Q7907F7f77>7

wo (AL, Q, qo, ) eine Turingmaschine ist und vy : Q — {A,V} eine beliebige Funk-
tion. Ein Zustand q heifit universell, falls v(q) = A, und andernfalls existentiell.

Wir verallgemeinern stillschweigend auch die anderen Konzepte der Turingmaschine;
wir setzen also voraus, dafl der Leser in der Lage ist, eine alternierende Mehrband-
maschine zu defineren, sowie eine alternierende logarithmisch beschrinkte Mehr-
bandmaschine. Dazu mufl man stets einfach noch die Funktion v hinzufiigen. Wann
akzeptiert nun eine alternierende Turingmaschine eine Zeichenkette 7 Dies definiert
man am besten iiber Konfigurationen. Eine Konfiguration heifit akzeptiert durch
T, falls einer der folgenden Fille eintritt:

x T"ist in einem existientiellen Zustand und eine der nachfolgende Konfiguratio-
nen wird von T akzeptiert.

x T ist in einem universellen Zustand und alle nachfolgenden Konfigurationen
werden von T akzeptiert.

Man beachte, die Maschine kann eine Konfiguration akzeptieren, wenn es keine nach-
folgenden Konfigurationen gibt (und die Berechnung also terminiert), vorausgesetzt,
sie ist in einem universellen Zustand. Der Unterschied zwischen universellen und
existentiellen Zustdnden greift aber eigentlich erst, wenn die Maschine nicht deter-
ministisch ist. Denn dann kann es mehrere nachfolgende Konfigurationen geben. Die
typische Definition einer Turingmaschine definiert hier Akzeptanz als wie fiir einen
existentiellen Zustand. Universelle Zustédnde sind aber anderer Natur. In diesem Fall
muf} die Maschine sich in mehrere parallel arbeitende Maschinen teilen, welche je-
weils eine nachfolgende Konfiguration bearbeiten. Wir definieren nun f : A* — B*
als ALOGSPACE, falls es eine logarithmisch beschriankte alterminerende Mehr-
bandmaschine gibt, welche f berechnet.

Definition 4.1.14 FEine Sprache S C A* ist in ALOGSPACE, wenn ihre charak-
teristische Funktion ALOGSPA CE-berechenbar ist.

Theorem 4.1.15 (Chandra & Kozen & Stockmeyer) PTIME = ALOGSPACE.

Zum Beweis benotigen wir nicht mehr viel. Zunéchst einmal ist Folgendes klar.

Lemma 4.1.16 LOGSPACE C ALOGSPACE.
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Denn jede deterministische logarithmisch beschriankte Turingmaschine ist auch eine
alternierende Maschine, indem man einfach jeden Zustand als universell definiert.
Ebenso ist folgende Behauptung leicht gezeigt, wenn man an die Erlduterungen zu
LOGSPACE-berechenbaren Funktionen ankniipft.

Lemma 4.1.17 Sind f : A* — B* und g : B* — C* in ALOGSPACE, so auch
golf.

Lemma 4.1.18 ALOGSPACE C PTIME.

Auch hier ist der Beweis nicht schwer. Wir wissen schon, daf} es héchstens polynomi-
ell viele Konfigurationen gibt. Die Abhéngigkeiten zwischen diesen Konfigurationen
lassen sich in polynomieller Zeit verfolgen. (Jede Konfiguration hat eine beschrink-
te Anzahl Nachfolger. Die Schranke hiangt nur von T ab.) Diese gibt einen Berech-
nungsbaum, den man also in polynomieller Zeit bestimmen kann. Nun miissen wir in
einem letzten Schritt bestimmen, ob die Maschine die Anfangskonfiguration akzep-
tiert. Dazu miissen wir durch Induktion iiber die Tiefe in unserem Berechnungsbaum
bestimmen, ob die jeweiligen Konfigurationen akzeptiert werden. Dies ist ebenfalls
in polynomieller Zeit moéglich. Dies beendet den Beweis.

Es bleibt uns als Letztes die umgekehrte Inklusion. Dazu folgende Idee. Es sei f
in PTIME. Wir konnen f schreiben als w o N, wo Nt eine monotones Netzwerk
berechnet. Wie oben angemerkt, kann man N+t in LOGSPACE konstruieren, also
insbesondere wegen Lemma 4.1.16 in ALOGSPACE. Falls wir nun zeigen kénnen,
da w in ALOGSPACE ist, so greift Lemma 4.1.17 und liefert uns, daf§ f =
wo Nt € ALOGSPACE.

Lemma 4.1.19 w € ALOGSPACE.

Beweis. Wir konstruieren eine logarithmische beschrénkte alternierende Maschine,
welche fiir ein beliebiges mononotones Netzwerk Z seinen Wert w(Z) bestimmt. Sei
ein monotones Netzwerk gegeben. Wir gehen zunéchst zu seinem Ziel. Absteigend
vom Ziel fithren wir folgende Schritte aus.

1. Enthélt die Zelle A, so gehe in den universellen Zustand ¢ .

2. Enthélt die Zelle V, so gehe in den existentiellen Zustand ¢».

3. Wiéhle eine Argumentkennung & der aktuellen Zelle und gehe zur Zelle Num-
mer a.
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4. Falls @ keine Argumentkennung ist, so gehe in den Zustand gy iiber, falls @ = 1,
und in g, falls @ = 0 ist. Hierbei ist g; universell und g, existentiell, und es
sind keine Ubergénge von ¢y und ¢, definiert.

Alle anderen Zusténde sind iibrigens universell, aber die Maschine arbeitet ohnehin
deterministisch. Nur in einem Fall tut sie es nicht, ndmlich wenn sie sich die Werte
ihrer Argumente holt. Dann wéhlt sie nichtdeterministisch ein Argument aus. Ist
die Zelle eine V—Zelle, so wird sie an dieser Stelle die Konfiguration akzeptieren,
wenn ein Argument den Wert 1 ergibt, da der Zustand existientiell ist. Ist die Zelle
aber eine A—Zelle, so wird sie die Konfiguration akzeptieren, wenn beide Argumente
den Wert 1 haben, denn jetzt ist der Zustand universell. Die letzte Bedingung ist
die Terminierungsbedingung. Falls die Zeichenkette keine Argumentkennung ist, so
ist sie 0 oder 1, und ihr Wert kann ohne Riickgriff auf weitere Zellen ausgerechnet
werden. Ist dieser 1, so wechselt der Automat in einen finalen Zustand, der univer-
sell ist, und somit ist die Konfiguration akzeptiert. Ist der Wert 0, so wechselt der
Automat in einen finalen Zustand, der existentiell ist, und die Konfiguration wird
abgelehnt. -

I"Jbung 91. Zeigen Sie Proposition 4.1.3: Mit S; und S5 sind auch S; U Sy, S1 NS,
sowie A* — S} in PTIME.

Ubung 92. Zeigen Sie, daB S konstantes Wachstum besitzt, falls S semilinear ist.
Geben Sie ein Beispiel einer Sprache, welche konstantes Wachstum hat, aber nicht
semilinear ist.

Ubung 93. Zeigen Sie, daB zu jeder n-stelligen booleschen Funktion f eine mo-
notone boolesche 2n—stelligen Funktion ¢ existiert, derart, dafi f(zq,...,z,_1) =
g(xo, "o, T1, DT, oy Ty1, ).

4.2 Literalbewegungsgrammatiken

Das Konzept der Literalbewegungsgrammtik — kurz LBG — wurde vor wenigen
Jahren von Annius Groenink entwickelt (siehe [21]). Mit Hilfe dieser Grammatiken
kann man die PTIME Sprachen sehr einfach charakterisieren. Die Idee zu dieser Cha-
rakterisierung geht auf ein Resultat von Bill Rounds zuriick ([43]). AuBerdem lassen
sich viele bekannte Grammatiktypen, die wir im Einzelnen noch vorstellen werden,
bequem im Rahmen der LBGn darstellen. Die wesentliche Idee bei einer LBG ist
die, dal die Regeln ein kontextfreies Skelett enthalten, welches gewissermaflen die
abstrakte Struktur der Zeichenkette beschreibt, und eine explizite Beschreibung der
Art und Weise, wie die Zeichenkette aus ihren Teilen zusammengesetzt wird. Die
Notation wird dazu wie folgt verdndert. Anstelle eines Nichtterminalsymbols, sagen
wir @Q, schreiben wir jetzt Q(Z), wo & eine Zeichenkette ist, und sagen, die Zeichen-
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kette ¥ habe die Eigenschaft Q oder Z sei eine Q—Zeichenkette. Die Eigenschaften
spielen nun die Rolle der Nichtterminalsymbole in den kontextfreien Grammatiken,
aber technisch gesehen werden sie anders gehandhabt. Denn eine LBG behandelt
sie nicht als Symbol, und darum schreiben wir auch nicht Q, sondern Q(Z). In einer
LBG werden Einheiten von der Form Q(#) manipuliert. Da & bisher eine konkrete
Zeichenkette war, miissen wir zur Formulierung von LBGn nun noch Variablen fiir
Zeichenketten einfiihren. Dies seien einfach die {iblichen Symbole z, y, z usf. Abgese-
hen von diesen Variablen gibt es auch Konstanten a, b, fiir die Symbole aus unserem
Alphabet A. Wir geben nun ein einfaches Beispiel einer LBG an. Sie besteht aus
zwei Regeln:
S(z - x) < S(x), S(a) « .

Diese Regeln sind wie bei Prolog im Hornklauselformat niedergeschrieben. Wir
konnen sie in der Tat auch als Hornklauseln auffassen. Die erste Regel sagt: ist
x eine Zeichenkette vom Typ S, so ist auch x - x eine Zeichenkette vom Typ S. Die
zweite Regel sagt: a ist eine Zeichenkette vom Typ S. Wir vereinbaren dafl S — wie
iiblich — das ausgezeichnete Symbol sei. Die von dieser Menge erzeugte Sprache sei
die kleinste Menge, die den beiden Regeln geniigt. Wir bezeichnen sie mit L(G).
Wir kénnen die Definitionen wie folgt in Pradikatenlogik niederschreiben:

p(S) = (V) (S(x) — S(x-x)) A S(a)
L(G) = {z - (V5)(»(9) — S(x))}

L(G) 148t sich also in sogenannter monadischer Logik zweiter Stufe beschreiben,
falls man Variablen fiir Zeichenketten nimmt und als Symbole die Gleichheit, Kon-
stanten fiir €, jeden Buchstaben und die Verkettungsoperation -. Vergleiche dazu die
Ausfithrungen im Kapitel 5!

Proposition 4.2.1 L(G) = {a¥" : 0 < n}.

Beweis. Zunichst gilt: a € L(G). Dies zeigt den Fall n = 0. Induktiv zeigt man
nun a%" € L(G) fiir jedes n > 0. Ist ndmlich a*" eine Zeichenkette vom Typ S, so
auch a2 = a?" - a®". Dies zeigt, daB L(G) D {a*" : n > 0}. Andererseits erfiillt
L(G) die Formel . Denn es ist a € L(G) und mit & € L(G) ist auch 7 - ¥ € L(G).
Denn ist Z = a2" fiir ein gewisses n > 0, so ist Z- 7 = a2"2 = a2 € L(G). H

Es gibt alternativ zu der Definition von L(G) eine direkte Definition iiber die
Erzeugung. Wir sagen, G + S(Z) (Vektorpfeil!), falls entweder S(Z) < . eine Regel
ist, oder ¥ = /-y und G F S(%). Beide Definitionen laufen aber letztlich auf dasselbe
hinaus. Wir definieren nun zunéchst sogenannte 1-LBGn.

Definition 4.2.2 FEs sei A ein Alphabet. Fine 1-LBG tiber A ist ein Quadrupel
(8, N, A, R), wo N eine endliche Menge disjunkt zu A, die Menge der Prdidikate,
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S € N, und R eine endliche Menge von Regeln. Eine (n—stellige) Regel hat die
Form

T(t) «— Uy(so) Ui(s1) ... Up-1(Spn-1)

wobei t, s; (i < n) Polynome sind, welche aus den Terminalsymbolen, Variablen und
e mit Hilfe von - (Konkatenation) gebildet sind.

Man beachte den Fall n = 0. Im obigen Fall haben wir n = 1 und 7' = Uy = S,
t=x-xund sg = x, bzw. n = 0 und 7" = S, t = a. Diese Definition ist nicht die
endgiiltige, obwohl auch sie schon abschreckend genug aussehen mag. Wir definieren
nun, was es heifit, eine 1-LBG erzeuge oder akzeptiere eine Zeichenkette. Dazu nur
noch folgende Vereinbahrung. Es heifle eine Funktion «, welche jeder Variablen eine
Zeichenkette aus A* zuordnet, eine Belegung. Gegeben «, so definieren wir s fiir
ein Polynom durch homomorphe Fortsetzung. Ist etwa s = a-2? - b -y und ist
a(z) = ac und a(y) = bba, so ist s* : aacacbbba, wie man leicht nachrechnet.

Definition 4.2.3 Es sei G = (S, N, A, R) eine 1-LBG iiber A. Wir definieren G °
Q(Z), falls es ein Polynom s und eine Belequng « gibt mit (a) ¥ = s* und (b)
Q(s) < . € R. Ferner gelte G " Q(Z), falls G F" Q(Z) oder falls es einn € w
gibt, Polynomet, s;, i < n, Pradikate R;, 1 < n, Zeichenketten v;, i < n, sowie eine
Belequng o derart, daf$ gilt:

x T =1,

* g, = s fir alle v < n,
x G F" Ri(y;) fir allei <n, und
* Q(t) — Ro(So) c. Rn,1(8n71> € R.
Schliefslich sei G = Q(Z) genau dann, wenn ein n € w existiert mit G =" Q(¥). Und

L(G) :={7: GF 8(Z)}

Wir wollen dies an einigen Beispielen erldutern. Es sei K die folgende Grammatik.

Sw-z-y-2)—SMv-y-z-2), S(a-b-c-x)«—S(x), S(g) .

Dann ist L(K) diejenige Sprache, welche alle Zeichenketten erzeugt, in denen die
gleiche Anzahl a, b und ¢ vorkommen. Dazu zeigt man zunéchst, daf (abc)* € L(K)
ist, und daf (aufgrund der ersten Regel) L(K) abgeschlossen ist unter Permutation
der Zeichenketten. Hierbei ist i eine Permutation von Z, wenn ¢ und 7 das gleiche



4.2. Literalbewegungsgrammatiken 215

Parikh-Bild haben. Dazu ein Beispiel (der allgemein Fall ist als Ubung iiberlassen).
Es sei S(aabbcc). Setze a(v) := a, a(x) := ab, a(y) := bc und a(z) := c. Dann ist

(v-x-y-2)* =aabbcc, (v-y-z-2)*=abcabc

Es gibt noch eine andere Art, diese Definitionen aufzufassen. Wir sagen, es sei
T(Z) — Uo(%o) Ur(th) .. Un—1(Yn-1) sei eine Instanz der Regel

T(t) — Uo(SO) Ul(Sl) Ce Un—l(sn—l)

falls es eine Belegegung 3 gibt derart, daB # = t° und 3, = sf fiir alle © < n.
Nun kénnen wir sagen: G F° Q(Z), falls Q(Z) « . Instanz einer Regel von G ist,
und G " Q(Z), falls G " Q(Z) oder es eine Zahl n gibt, Priidikate R; und
Zeichenketten 1, i < n, derart, daf3

x G F" R;(y;), und

x Q(T) — Ro(%o) ... Rn—1(Yn—1) Instanz einer Regel von G ist.
Dies macht das Verstdndnis des Erzeugungsbegriffs etwas leichter. Es geht also dar-

um, dafl die Regeln als Schemata aufgefafit werden in denen man konkrete Zeichen-
ketten durch Variablen ersetzt.

Es sei H eine kontextfreie Grammatik. Dann formulieren wir eine LBG H* wie
folgt. (Wir nehmen fiir die Prisentation an, da§ H in Chomsky-Normalform ist.)
Fiir jedes Nichtterminalsymbol A fithren wir eine Variable A ein. Das Startsymbol
ist also S. Ist A — B C eine Regel aus H, so enthilt H* die Regel

Az -y) < B(x) C(y)
Ist A — a eine terminale Regel, so fithren wie die folgende Regel in H* ein:
Aa) — .
Man kann relativ leicht zeigen, dafl L(H) = L(H*).

LBGs erlauben also, alle kontextfreien Sprachen zu erzeugen wie auch Sprachen
mit nichtkonstantem Wachstum. Halten wir aber zunéchst fest:

Theorem 4.2.4 Es seien S1 und Sy Sprachen tiber A, die durch 1-LBGn erzeugbar
sind. Dann existieren 1-LBGn, welche die Sprachen S; NSy und Sy U Sy erzeugen.
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Beweis. Es seien G7 und G5 1-LBGn, welche S; bzw. Sy erzeugen. Wir nehmen
an, die Mengen der Nichtterminalsymbole von G; und von G sind disjunkt. Es sei
S; das Startpriadikat von Gy, i € {1,2}. Es sei H, wie folgt konstruiert. Wir bilden
die Vereinigung der Nichtterminalsymbole und Regeln aus G; und G,. Ferner sei
SY ein neues Pridikat, welches das Startpriadikat von H wird. Am Schluf fiigen
wir noch folgende Regeln hinzu: S¥(x) « Si(z), S¥(z) « Sa(x). Dies definiert Hy,.
Hp ist dhnlich definiert, nur dafl wir anstelle der letzten beiden Regeln eine einzige
Regel hinzufiigen, und zwar SV (z) < S;(x) So(x). Man iiberlegt sich nun leicht, daf
L(Hy) = S1USy ist und Hn = S1NSy. Wir fithren dies fiir H vor. Es gilt © € L(Hp),
falls ein n existiert mit Hn F" 8¥(&). Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn
Hn 771 81(Z) und Hn "1 85(%). Dies ist nichts anderes als Gy F"~! (%) und
Gy F"1 81(&). Da n beliebig war, ist also Z € Hn genau dann, wenn Z € L(G;) = S,
und ¥ € L(Gy) = S, wie versprochen.

Die 1-LBGn sind sehr stark, wie folgender Satz zeigt.

Theorem 4.2.5 FEs sei A ein endliches Alphabet und S C A*. Genau dann ist S
durch eine 1-LBG erzeugbar, wenn S aufzdhlbar ist.

Der Beweis ist dem Leser als Ubung iiberlassen. Da die Menge der aufzihlbaren
Sprachen iiber A abgeschlossen ist unter Vereinigung und Schnitt, folgt Satz 4.2.4
bereits aus Satz 4.2.5. Es folgt auch, daff das Komplement einer durch eine 1-LBG
erzeugbaren Sprache nicht notwendig durch eine 1-LBG erzeugbar sein muf. Denn
das Komplement einer aufzdhlbaren Sprache ist nicht notwendig aufzéhlbar.

Um zu interessanten Klassen von Sprachen zu kommen, mufl man also das Format
von Regeln irgendwie einschréinken. Dazu einige Definitionen. Es sei folgende Regel
gegeben.

pP = T(t) — UQ(SO) U1(81) Ce Un_l(sn_l)

x p heiflt aufwérts nichtloschend, falls jede Variable, welche in einem s;, 1 < n,
vorkommt, auch in ¢ vorkommt.

x p heifit aufwirts linear, falls keine Variable mehr als einmal in ¢ auftritt.

x p heiflit abwéarts nichtléschend, falls jede Variable, die in ¢ vorkommt, auch
in einem der s; vorkommt.

* p heift abwérts linear, falls keine der Variablen mehrfach in den s; auf-
tritt. (Dies heifit: die s; sind paarweise disjunkt in ihren Variablen, und keine
Variable tritt doppelt in einem der s; auf.)

* p heifit nichtkombinatorisch, falls die s; Variablen sind.
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x p heilt einfach, falls es nichtkombinatorisch, aufwérts nichtloschend und aufwirts
linear ist.

GG hat dann die Eigenschaft P, falls alle Regeln die Eigenschaft P haben. Besonders
der Typ der einfachen Grammatiken wird uns noch beschéftigen. Die Definitionen
entsprechen nicht immer dem, was man intuitiv erwarten wiirde. Zum Beispiel ist die
folgende Regel aufwirts nichtléschend, obwohl das Ergebnis der Regelanwendung ein
Symbol tilgt: U(x) < U(x - a). Dies ist so, weil in der Definition nur verlangt wird,
daBl keine Variable verlorengeht. Ferner kénnte man alternativ aufwirts linear so
definieren, dafl man verlangt, dafl jedes Symbol mindestens ebenso oft in ¢ auftritt
wie in allen s; zusammen. Dies ist jedoch zu stark. Man mochte sich erlauben, dafl
eine Variable rechts doppelt auftreten kann, auch wenn sie links nur einmal auftritt.

Lemma 4.2.6 Es sei p einfach und Q(y) «— Ro(%y) Ri(Z1) ... Ru_1(Z,—1) eine
Instanz von p. Dann gilt || > max;, |Z;|. Ferner ist Z; Teilwort von § fir jedes
1< n.

Theorem 4.2.7 Es sei S C A* erzeugbar durch eine einfache 1-LBG. Dann ist S
in PTIME.

Beweis. Sei 7 eine beliebige Zeichenkette und n := §N - |Z|. Aufgrund von Lem-
ma 4.2.6 gilt fir jedes Pradikat @: G+ Q(%) genau dann, wenn G +" Q(Z). Daraus
folgt, dal eine Ableitung von S(¥) hochstens die Lénge n hat. Ferner entstehen bei
der Ableitung nur Priadikate der From Q(%), wo ¥ ein Teilwort von ¥ ist. Folgen-
der Algorithmus (welcher eine Modifikation des Chart—Algorithmus ist) benétigt
polynomiell viel Zeit:

x Fir ¢ = 0,...,n: Fiir jedes ¢ der Léinge ¢ und jedes Pradikat @) priife, ob
es Teilworte 2, 7 < p, der Lénge < ¢ gibt, und Pradikate R;, j < p, soda83
Q(Y) «— Ro(2) Ri1(Z1) ... Ry_1(Z,—1) eine Instanz einer Regel von G ist.

Der Grad des Polynoms ist 2p + 3. 4

Die Umkehrung gilt aller Wahrscheinlichkeit nach nicht. Nun wollen wir das Kon-
zept der Literalbewegungsgrammtik in voller Allgemeinheit definieren. Im Grunde
genommen fehlt uns zur allgemeinen Definition nur noch die Vektorisierung. Wir
lassen zu, dafl unsere Pradikate nicht nur einstellige Priddikate sind, sondern be-
liebige k-stellige Prédikate. Das k& kann man dabei uniform fiir alle Priadikate der
Grammatik wéhlen. Es ist jedoch zweckméfig, die Stelligkeit der Prédikate variabel
zu halten.



218 4. PTIME Sprachen

Definition 4.2.8 FEs sei A ein Alphabet. Eine LBG tiber A ist ein Tripel (3, N,Q, A, R),
wo N eine endliche Menge disjunkt zu A ist, die Menge der Prddikate, Q) : N — w
eine Funktion, die jedem Pradikat seine Stelligkeit zuweist, S € N mit (S) = 1,
und R eine endliche Menge von Regeln. Eine (n—stellige) Regel hat die Form

T, Y ) — Up(sQ, s, ..., P Uy (s9, st .. g s L
.. Unfl(sg—la S}L—la s 7‘{’%”—71 )

wobei q := QT), q; := QUU;), sowie die t/ und die sg (i <mn,j < q) Polynome sind,
welche aus den Terminalsymbolen, Variablen und € mit Hilfe von - (Konkatenation)
gebildet sind. Ist k mindestens so grof$ wie das Maximum aller Q(U), U € N, so
sagen wir auch, G sei eine k—LBG.

Fiir die Zukunft wollen wir noch folgende Terminologie vereinbahren.

Definition 4.2.9 Es sei P ein n—stelliges Pridikate und t;, 1 < n, Terme. Dann
heifft L == P({t; : i < n)) ein Literal. Ist o eine Substitution von Termen fiir
Variable , so heifit L7 := P({(t7 : i < n)) eine Instanz von L. Ist o eine Einsetzung,
das heifit, ist o(x) € A* fir alle x, so heifft 0 Grundsubstitution und L° eine
Grundinstanz von L.

Es gelten nun die gleichen Begriffe von Instanz und Erzeugung wie vorher. Ebenso
werden die Begriffe auf den allgemeinen Fall iibertragen. Es tritt des 6fteren der Fall
ein, dafl man fiir alle Pridikate die gleiche Stelligkeit haben mochte. Dies kann man
ohne Schwierigkeiten tun, indem man ein i-stelliges Pradikat A (wo i < k) durch
ein k—stelliges Pradikat A* ersetzt mit

k-1
A*(.]}m N ;xkfl) — A(ZL’(), R 71‘1',1) N /\ x; = ¢
j=1

Eine kleine Schwierigkeit besteht allerdings darin, dafl das Startpradikat 1-stellig
sein mufl. Wir erlauben also, daf§ auch das Startpradikat k-stellig ist und setzen in
diesem Fall
L(G) = {][#i: G+ S(xo, ..., 2x-1)}
i<k

Eine wichtige Klasse, welche wir im Folgenden studieren wollen, ist die Klasse der
einfachen LBGn. Man beachte, dafl aufgrund der Definitionen eine Variable auf
der rechten mehrmals, auf der linken Seite aber nur einmal auftreten darf. Diese
Einschréankung stellt sich als nicht wirksam heraus. Betrachte folgende Grammatik.

E(e,e) —
E(a7 a) — . (a S A),
E(za,ya) «— FE(z,y). (a € A).
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Diese Grammatik erzeugt alle Paare (Z,Z) mit & € A*. Sie ist einfach. Nehmen wir
nun eine Regel, in der auf der linken Seite eine Variable mehrfach auftritt.

S(x-x)«— S(x).
Diese ersetzen wir jetzt durch die folgenden Regel:
S(-y) = 5S), Elr,y).

Diese ist jetzt einfach. Zusammen mit den Regeln fiir £ bekommmen wir eine Gram-
matik, welche einfach ist und dieselben Zeichenketten erzeugt. Ferner kann man es
so einrichten, dafl keine Variable auf der rechten Seite mehr als dreimal auftritt, und
s] # s1 fiir i # k. Man ersetze nimlich alle s7 durch verschiedene Variable, etwa z7,

und fiige die Klauseln E(z7, x{,,) hinzu, falls s/ = sf,/. Von den Klauseln mufl man
allerdings auch nicht alle hinzufiigen. Man kann sich leicht iiberlegen, daf fiir jede

Variable 27 hochstens 2 Klauseln bendtigt werden.

Man kann mit etwas Aufwand den Satz 4.2.7 verallgemeinern.

Theorem 4.2.10 FEs sei S C A* durch eine einfache LBG erzeugbar. Dann ist S
i PTIME.

Das Hauptergebnis dieses Anschnitts wird sein, dafl auch die Umkehrung dieses Sat-
zes gilt. Wir wollen dazu eine Voriiberlegung anstellen. Wir hatten bereits gesehen,
daB die Klasse PTIME gleich der Klasse ALOGSPACE ist. Nun wollen wir das
Resultat noch weiter verbessern. Es sei T" eine Turingmaschine. 7" heiffe nur lesend,
falls keiner der Képfe ein Symbol schreiben kann. Hat eine solche Maschine meh-
rere Bénder, so erlauben wir dieser Maschine, daf sie die Eingabe auf jedes Band
gegeben bekommt. (Ein leeres Band ist ndmlich nutzlos, wenn die Maschine nicht
schreiben darf.) Alternativ dazu kann man sich vorstellen, dafl die Maschine nur ein
Band hat, aber beliebig viele Lesekopfe.

Definition 4.2.11 Es sei S C A*. Wir sagen, dafs S in ARQO ist, falls es eine
alternierende, nur lesende Turingmaschine gibt, welche S akzeptiert.

Theorem 4.2.12 ARO = ALOGSPACE.

Beweis. Es sei S € ARO. Dann existiert eine alternierende nur lesende Turing-
maschine T', welche S akzeptiert. Wir miissen eine logarithmisch beschrankte Tu-
ringmaschine bauen, welche S akzeptiert. Wir belassen ein Band als Leseband, die
anderen Bander durch je durch Rechenbénder ersetzt. Auf das Rechenband mit der
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Nummer ¢ notieren wir dern Bindrkode der Position des iten Lesekopfes von T'. Of-
fensichtlich geniigt log, |Z] 4+ 1 viel Platz. Die neue Maschine, U, simuliert 7' wie
folgt. Falls T" den Kopf Nummer ¢ einen Schritt nach links bewegt, wird der Zahler
auf dem Band ¢ von U um eines erniedrigt. Wir der Kopf nach rechts bewegt, so
erhoht U den Zihler um eins. Dies erfordert moglicherweise mehr als einen Re-
chenschritt, aber ist mit endlicher Kontrolle, ohne weiteren Platzbedarf ausfithrbar.
Aller anderen Operationen sind bei T" und U analog, insbesondere die Bewegung
des 1. Kopfes. Sei nun umgekehrt eine alternierende, logarithmisch beschrankte Tu-
ringmaschine U gegeben. Wir wollen eine nur lesende, alternierende Turingmaschine
konstruieren, die dieselbe Sprache akzeptiert. Dazu ersetzen wir die Rechenbander
je durch zwei (!) Lesebédnder. Betrachten wir der Einfachheit halber das 2. Band
von U. Wir wollen es so einrichten, dafl auf dem ersten der vier Bénder von T" —
nennen wir es B — der Lesekopf an der Stelle ¢ steht, falls das 2. Band auf U den
Bindrkode von ¢ enthélt. Dazu notieren wir auf dem zweiten der Bander von T —
nennen wir es C' — die Position des Lese/Schreibkopfes von T auf dem 2. Band.
Es ist nicht schwer, es so einzurichten, daf§ C' korrekt arbeitet. Jedem Schritt des 2.
Kopfes von T entspricht ein Schritt des Kopfes von C'. Nun kann aber die Maschine
auch auf das Rechenband schreiben. Dies macht die ganze Schwierigkeit aus. Wir
miissen zeigen, daf} folgende Schritte auf der Maschine berechnet werden kénnen:
das Schreiben einer Zahl (0 oder 1) auf das Rechenband an der Stelle i. Arithmetisch
gesehen enstpricht das Schreiben einer 1 der folgenden Operation: (a) teste, ob die
i Stelle in der Binédrdarstellung der Position vom Band B = 0 ist, (b) falls ja, so
schiebe den Kopf von B um 2' nach rechts, (c) falls nein, so lasse den Kopf von B,
wo er ist. Analog das Schreiben einer 0. Man iiberlegt sich nun, dafl die Maschine
mit Hilfe von drei Biandern die Zahl 2¢ ausrechnen kann. Zweitens mufl man sich
iiberlegen, daf} sie in der Lage ist, die ite Ziffer in der Bindrdarstellung der Position
von einem Kopf berechnen kann. Dies ist die Hauptschwierigkeit. Wir skizzieren,
wie das geht. Sei p die Position des Kopfes. Dann muf sie 1 so lange verdoppeln
(Exponent g mitzéhlen!), bis sie die grofite Zahl > p der Form 27 errechnet hat.
Ist ¢ < 1, so ist die ite Ziffer gleich 0. Andernfalls muf} sie 29 abziehen und diese
Prozedur wiederholen. H

Jetzt zu dem angekiindigten Beweis. Wir nehmen an, S sei in PTIME. Dann
wissen wir jetzt, daf es eine alternierende, nur lesende Turingmaschine 7' gibt, welche
S akzeptiert. Diese Maschine arbeite mit k£ Bandern. Wir nehmen der Einfachheit
an, daf§ die Maschine in jedem Schritt nur einen Kopf bewegen kann. Wir werden
eine 2k + 2-LBG G konstruieren mit L(G) = S. Dazu einige Voriiberlegungen. Ist
w die Eingabe, so konnen wir die Position eines beliebigen Lesekopfes durch ein
Paar (Z,y) kodieren, fiir das gilt -y = . Eine Konfiguration ist dann schlicht
durch Angabe des Zustands der Maschine sowie durch Angabe von k Paaren (Z;, ;)
mit &; - y; = w bestimmt. Unsere Grammatik wird der Maschine Schritt fiir Schritt
folgen. Jedem Zustand g ordnen wir ein Pradikat ¢* zu. Ist q existentiell, so ist dieses
Pradikat 2k + 2-stellig und wir ordnen ¢ die folgenden Regeln zu. Geht ¢ in r iiber
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bei Lesen des Zeichens a und geht die Maschine auf dem Band j nach links, so
bekommt G die folgende Regel.

* / /
q (U],CUJ “ Y5, %o, Yo, - - - 7xj—17yj—hxj?yj’xj-i-byj-‘rla s 7xk:—17yk—1) —
* !/ _ /
r (w7w7x07y07 R >$k—1>yk—1)> yj =a-Y;, Tj= Z'j - a.

Geht die Maschine nach rechts, so fiigen wir stattdessen die folgende Regel hinzu.

* / /
q (U),l'j “Yj, %o, Yo, - - - 7$j—17yj—17xj7yjrrj-i-l?yj-‘rla cee 7$k—17?/k—1) A
* / _ /
r (w7w7x07y0a s 751319—17914:—1), "L‘] =I;-a, Yy; =a- y]

Falls die Maschine sich nicht bewegt, so fiigen wir schliellich diese Regel hinzu.

* / /
q*(w, x5 - Yj, To, Yo, - - - y Lj—15Yj—1, L5 Yjs Tj+1 Yj+1, - - s Tkt Yk1)
* / /
r (w7w7$07y07---;xk—byk—l); E(xjaxj)a E(yj7y])

Diese Regeln enthalten Prédikate der Form 2z = a - z;. Diese sind nicht in dem
richtigen Format. Wir kénnen diese jedoch fiir jedes a € A ein 2—stelliges Préadikat
Le(x, x;) ersetzen, wobei wir noch folgende Regeln hinzufiigen.

L(e,a) « . L% (xe,yc) «— L*(z,y).

Dann gilt G + L*(Z,y) immer dann, wenn 4 = a - Z. Ebenso definieren wir R%(z, y)
durch
L%, a) « . L(cx,cy) « L*(z,y).

Hier gilt G + R*(%,y) genau dann, wenn ¢ = & - a. Die Regeln sind einfach.

Man beachte, wie die ersten beiden Stelle in dem Préadikat benutzt wird, um
iiberfliissige Variable zu ‘entsorgen’. Ist nun der Zustand ¢ universell, und gibt es
genau p Ubergiinge mit Nachfolgezustinden 7;, i < p, (die nicht alle verschieden sein
miissen) so wird ¢* ebenfalls 2k + 2-stellig, und wir fithren noch p Symbole ¢(i)*
ein, welche jeweils 2k + 2-stellig sein sollen. Nun wird als erstes die folgende Regel
eingefiihrt:

q*(w7 wlu Zo, Yoy -+ -y Th—1, Z/k—l) — q<0)*(w7 w/7 Zo, Yoy -+ -y Th—1, ykfl)
Q<1)*<w7 wlv Lo, Yo, - -+ LTk—1, yk—l)

q(p - 1)*(wa U}/, Zo, Yo, -+ Tk—1, yk—l)

AnschlieBend verfahren wir wie oben. Besteht der Ubergang i darin, da8 ¢ in r;
iibergeht bei Lesen des Zeichens a und geht die Maschine auf dem Band j nach
links, so bekommt G die folgende Regel.

) * o)
Q(Z) (w’ Tj Yjr Lo, Yo, -« -5 Tj—1,Yj—15 T, Y55 Tj+1s Yj+15 - - - s Th—1, yk—l) —
/ /
T;(UJ,UJ,IL'(),yo,...,ZL‘k_l,yk,_l), La(ijyj)7 R“([L‘j’l‘j),
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Geht die Maschine nach rechts, so fiigen wir stattdessen die folgende Regel hinzu.

-\ % / /
Q(’L) (U}, Zj-Yi Lo, Yo, .-, Lj-1,Y5—1, xj7yj7xj+1)yj+l) cey Th—1, yk—l) —
* / /
r (wuwax(]?y()w"7xk—17yk—1)7 Ra(xjaxj)7 La(yj’y]>

Bewegt die Maschine nicht, so nehmen wir

* / /
q (UJ,I] * Y5, o, Yo, - - - 7%—17%—17%79]’7$j+1ayj+1a s 7xk—17yk—1) —
* / /
r (w7w7$07y07"'7$k717yk71>7 E(SC],SC]), E(y]7yj)

Wiederum haben wir einfache Regeln. Ist ¢ ein akzeptierender Zustand, so neh-
men wir die folgende Regel auf.

q*(w7 'lU/, Zo, Yoy -5 Thk—1, yk—l) — .
Die letzte Regel, die wir brauchen, ist
S(w) «— ¢(w,w,e,w,e,w,...,e,w)

Dies ist ebenfalls einfach. Denn die Variable w tritt ja auf der linken Seite nur
einmal auf. Als letztes miissen wir zeigen, dafi L(G) = S ist. Da S = L(T'), geniigt
der Nachweis, dafl L(G) = L(T). Es ist @ € L(T'), falls ein n € w existiert derart,
daB T aus der Anfangskonfiguration fiir « in eine akzeptierte Endkonfiguration
gerdt. Hierbei ist die Anfangskonfiguration wie folgt. Auf allen Béandern steht « und
die Lesekopfe befinden sich links von der Eingabe. Fine Endkonfiguration ist eine
Konfiguration, von welcher aus keine Ubergéinge mehr existieren. Sie ist akzeptiert,
wenn die Maschine in einem universellen Zustand ist.

Wir betrachten folgende Abbildung: dem Tupel ¢ := ¢*(W, W, Zo, Yo, - - -, Th—1, Yk—1)
ordnen wir die Konfiguration (¥ zu, in welcher T im Zustand ¢ ist und der Kopf
des iten Bandes auf dem néchsten Symbol nach Z; positioniert ist. Jetzt gilt:

1. G F° ¢ genau dann, wenn (¥ eine akzeptierte Endkonfiguration ist.

2. Ist g existentiell, so ist genau dann ( < 7n Instanz einer Regel von G, wenn T’
n® aus ¢¥ in einem Schritt berechnet.

3. Ist ¢ universell, so ist genau dann ¢ aus 7;, ¢ < p, in zwei Regelschritten
ableitbar wenn T' genau die Ubergiinge ¢ — nf berechnet (i < p).

Sei dazu W € L(G). Dies bedeutet, da§ G " S(w), und so
G "1 ¢ = (0,0, e,,€,10, . .., e,

Dies entspricht der Anfangskonfiguration von 7" fiir die Eingabe w. Wir leiten aus
dem oben Gesagten ab, daf$}, falls G "1 (, so existiert ein k¥ < n derart, da8 7" in
k Schritten (¥ akzeptiert. Ferner gilt: falls 7" in k Schritten (¥ akzeptiert, so gilt
G F?* ¢. Also haben wir L(G) = L(T).
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Theorem 4.2.13 (Groenink) Genau dann ist S erzeugt durch eine einfache LBG,
wenn S € PTIME.

Ubung 94. Beweisen Sie Satz 4.2.5. Hinweis. Sie miissen die Aktionen der Turing-
maschine durch die Grammatik simulieren. Dabei kodieren wir durch die Zeichenket-
te die Konfiguration, durch die Nichtterminalsymbole die Zustinde der Maschine.

Ubung 95. Beweisen Sie Satz 4.2.10.

Ubung 96. Zeigen Sie, da8 {a"b"c” : n € w} durch eine einfache 1-LBG erzeugt
werden kann.

Ubung 97. Es sei G =8, N, A, R) eine LBG, welche eine Sprache S erzeugt. Es sei
ferner U die Sprache aller 7, fiir die ein y mit gleichem Parikh-Bild existiert. (U ist
also die Permutationshiille von S.) Sei G? := s¥, NU{s"Y, A, R?), wo S¥ ein Symbol
¢ AU N ist, und es sei

RP = RU{sY(z) < S(z),8"(v-y-z-2) — 8w -2-y-2)}

Zeigen Sie, dal L(GP) = U.

4.3 Interpretierte Literalbewegungsgrammatiken

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit interpretierten LBGs befassen. Die Grundi-
dee hinter einer interpretierten LBG ist denkbar einfach. Jede Regel wird gekoppelt
mit einer Vorschrift, wie die Bedeutungen der Elemente der rechten Seite zu der
Bedeutung des Element auf der linken Seite zusammengefafit werden. Wir bringen
ein Beispiel. Die folgende Grammatik erzeugt — wie schon erwiahnt — die Sprache
{a¥" :n > 0}.

S(zx-z) «— S(x). S(a) « .

Wir schreiben nun eine Grammatik, welche alle Paare (a?", n) berechnet. Wir neh-
men also n als die Bedeutung der Zeichenkette a?". Dazu wihlen wir fiir die erste
Regel die Funktion An.n 4+ 1 und fiir die zweite die Konstante 0. Wir werden jetzt
die Notation an die bisher iibliche anpassen und deshalb wie folgt schreiben:

aaaa: S :2 oder auch (aaaa, 5,2)

Beide Notationen werden verwendet. Sie benennen ein Zeichen mit Exponenten
aaaa, mit Typ S und mit Bedeutung 2. Die Regeln schreiben wir jetzt wie folgt:

(x-z,S,;n+1) « (x,5n). (a,S,0) « .
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Diese Grammatik ist nun ganz leicht in eine Zeichengrammatik umformulierbar. Wir
definieren einen nullstelligen Modus Ay und einen einstelligen Modus A;.

Ay = (a,5,0)
A((z,S,n)) = (r-z,5n+1)

Der Strukturterm A;A;A;Ag definiert zum Beispiel das Zeichen (a®, S, 3).

Literalbewegungsgrammatiken scheinen sich in dieser Weise als Zeichengram-
matiken definieren zu lassen. Doch der Schein triigt. Betrachten wir noch folgende
Regel, die wir unserer Grammatik hinzufiigen.

(xaby, S,3n) « (xaay, S,n)

Das Problem mit dieser Regel ist, daf} die linke Seite nicht eindeutig durch die rechte
Seite bestimmt ist. Zum Beispiel konnen wir aus (aaaa, S, 2) in einem Schritt sowohl
(abaa, S,6) wie auch (aaba,S,6) und (aaab,S,6) herleiten. Wir wollen deswegen
folgende Vereinbahrung treffen.

Definition 4.3.1 Es sei

p Tt ) — Up(sQ, s, ..., s Uy(s9, st ..., 07 L

Uy (89 s st
eine Regel. p heifit definit, falls fir alle Instanzen dieser Regel gilt: sind die sf
gegeben, so sind die t eindeutig bestimmt. Eine Literalbewequngsgrammatik heift
definit, falls jede Regel definit ist.

Offensichtlich bendtigen wir fiir die Umformung in Zeichengrammatiken, dafl wir es
mit einer definiten Grammatik zu tun haben. Allerdings ist auch dies noch relativ
allgemein. Wir wollen uns daher auf den Fall von einfachen LBGs beschrénken. Diese
haben den Vorzug, dafl die sf Variable iiber Zeichenketten und die ¢ Polynome sind.
Diese konnen wir dann in A-Notation schreiben. Unsere Grammatik kann jetzt wie
folgt spezifiziert werden.

AO = (a, S, 0>
Ay = (Mxx-z, S, nn+1)

In manchen Fillen ist die Lage allerdings nicht so einfach. Denn diese Spezifikation
funktioniert nur, wenn eine Variable auf der rechten Seite nur einmal auftaucht.
Falls eine Variable auf der rechten Seite mehrfach auftritt, konnen wir die #/ nicht
einfach als Polynome auffassen. Sie sind nédmlich, wie sich herausstellt, partiell. Ein
einfaches Beispiel ist die folgende Regel.

C(z) — A(z), B(z).
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Intuitiv wiirde man hier einfach A\z.x ansetzen; allerdings kann man damit nicht
erreichen, daf3 die Zeichenketten auf der rechten Seite gleich sind. Denn gesetzt den
Fall, wir wollten einen zweistelligen Modus C einfiihren.

C({Z, o, X), (7, 8,Y)) := (C°(Z,7),C" (e, B), C*(X, Y))

Dann miissen wir sicherstellen, daf C*(Z, ) nur dann definiert ist, wenn & = . Wir
vereinbahren also, dafl zusétzlich zur Konkatenation auf A* auch noch eine 2-stellige
Operation I zur Verfiigung steht, welche wie folgt definiert ist:

*, sonst.

o Z, falls 7 =1y,
I, §) = { y

Mit ihrer Hilfe kénnen wir die Regel in einen zweistelligen Modus gielen. Dann
setzen wir jetzt einfach C° := Az A\y.I(x,y).

Wir wollen unsere Konzepte erproben, indem wir ein paar Beispiele bringen. Es
sei ¥ € {L,0}* eine Binirfolge. Diese ist der Bindircode n’ einer natiirlichen Zahl
n. Als Bedeutung dieser Binarfolge wollen wir den Turingcode von n nehmen. Fiir
jede Zahl n ist der Turingcode nf die Folge a"*!. Hier ist eine Grammatik fiir die
Sprache {(n’, S,n*) : n € w}. erzeugt.

(x-a, S n) — (x,T,n)
(x-x-a,T\n-L) «— (x,T,n)
(x -2, T,n-0) — (x,T,n)
(e,T,¢) —

Man beachte, dal die Bedeutungen ebenfalls mit Hilfe von Konkatenation berechnet
werden. Anstelle von An.2n oder An.2n + 1 haben wir also Az.x - 0 und Az.x - L.

Wir kénnen auch eine Grammatik schreiben, welche Bindrcodes in Turingcodes
umrechnet. Dazu vertauschen wir einfach die Rollen von Exponent und Bedeutung;
das bedeutet, wir drehen die Tripel einfach um.

Ein etwas schwierigeres Beispiel ist eine Grammatik, welche Tripel (¥ ® ¢/, S, 2)
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von Binérzahlen herleitet, bei denen Z = ¥ + ¢, wobei |Z| > |7].

(0r ®y, S, z) — (z®y,S,z2)
(Lr®y,S,Lz) «— (z®uy,S,z2)
(r®y,S,2) — (z®y 4,2
(r®@y,SLz)  — (z®yUz2)
(0r ® 0y, A,Lz) «— (z®uy,U,z2)
(0xr ® Ly,U,0z) «— (z®uy,U,z2)
(Lr ® 0y,U,02) «— (z®y,U,z2)
(L @ Ly,U,Lz) «— (x®uy,U,z2)
(0r ®0y,A,0z) «— (z®uy, A z2)
(0r®@Ly,A,Lz) «— (z®uy, A z2)
(Lt ® 0y, A,Lz) «— (z®uy, A z2)
(Lr @ Ly, U,0z) «— (x®uy, A, z)
(e®e, Ae) —

Will man die Beschréankung |Z] > |7] aufheben, so mufl man anstelle des Startsym-
bols S ein Startsymbol S’ und die folgenden Regeln einfiihren.

<x®y7sl7z>(_<$®y7s7z>7 <x®y7sl7z><_<y®xﬂsﬂz>

Man iiberlegt sich, dal (¥ ® ¥/, A, Z) genau dann herleitbar ist, wenn |Z| = |y] = |Z],
sowie Z+¢ = 2. Und dafl (Z®7, U, Z) genau dann herleitbar ist, wenn |Z| = |7] = |Z],
sowie ' + ¢ = LZ.

Kommen wir nun auf die Spezifikation von interpretierten LBGn zuriick. Zunéchst
einmal wollen wir betrachten, wie man eine interpretierte LBG als Zeichengrammatik
interpretieren kann. Dazu miissen wir lediglich unser Versténdnis von den Exponen-
ten zurechtriicken. Bisher hatten wir angenommen, Exponenten sind Zeichenketten.
Jetzt miissen wir annehmen, dafi sie Vektoren von Zeichenketten sind. Dazu folgende
Definition.

Definition 4.3.2 FEs sei A eine endliche Menge, n eine natirliche Zahl. Wir be-
zeichnen mit V(A) := U1 (A)F die Menge der Vektoren von Zeichenketten iiber
A. Ferner sei FV :={¢,0,-,®,>,4,2,1}, Q(-) = Q(®) = Q1) =2, Q) = Q<) =
Q(z) =1; Q(e) = Q2(0) = 0. Dabei gilt Folgendes: *

* (Tt <m)@(Yj:j<n)={Z:i<m),(y;:j<n))

x 0= () ist die leere Folge.

!Die Klammern (a,b) sind hier rein metalinguistisch. Sie bezeichnen Folgen von Objekten.
Daher ist zum Beispiel ((z,y), z) = (z,y, 2).
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x - ist die ubliche Verkettung von Zeichenketten, mithin nicht definiert auf Vek-
toren der Linge # 1.

* € ist die leere Zeichenkette.

*

DT i <m)=(T;:i<m—1), q&; i <m)=(F;:0<i<m).

x 2(r) = %, falls ¢ keine Zeichenkette ist; z(¥) = & sonst.

*

I(x,9) =1, fallst =1, und I(x,n) = * sonst.

Die entstehende (partielle) Algebra heifst die Vektoralgebra iiber A und wird mit
U(A) bezeichnet.

In dieser Algebra gelten unter anderem folgende Gleichungen.

r®0 =1
O®r =1
;) = Ty e;
>r®zm) = 1
Azm)®r) = ¢

Die vierte und fiinfte Gleichung gelten jeweils unter dem Vorbehalt, dafl z(t) defi-
niert ist. Ein Vektor ¢ hat genau dann die Linge m, wenn z(>™"1t) definiert ist. In
diesem Fall sind auch z(>™~0*1 < 1) fiir alle i definiert, und sie sind die Projekti-
onsfunktionen. Es gilt dann:

r=p" e ?qre... " red"

Samtliche Polynomfunktionen, welche im Folgenden auftauchen, kénnen in dieser
Algebra definiert werden. Als Grundlage dient folgender Satz.

Theorem 4.3.3 Es sei p : (A*)™ — A* eine Funktion, welche ein Polynom in -
und I ist. Dann existiert ein Vektorpolynom q : V(A) — V(A) derart, daf

1. q(z) ist nur dann definiert, wenn ¢ € (A*)™.

2. Isty € (A*)™, und x = (Z; : i < m), so gilt q(xr) = p(Zo, ..., Tm-1).

Beweis. Sei p gegeben. Wir nehmen an, dafl eine der Variablen mindestens einmal
auftritt. (Ansonsten ist p = ¢, und dann setzen wir ¢ := ¢.) Es entstehe ¢ durch
Ersetzen von ; in p durch z(>™~0+Y «i ¢), fiir alle 4 < m. Dies definiert g. (Dies ist
wohldefiniert, denn die Symbole ¢, -, I sind auch in der Signatur F'V.) Sei nun r gege-
ben. Wie oben angemerkt, ist ¢ auf ¢ nur dann definiert, wenn ¢ die Lénge m hat. In
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diesem Fall ist x = (7; : i < n) fiir gewisse Z;, und wir haben #; = 2(>™~ (D <i). Da
die Symbole ¢, - und I auf Zeichenketten in beiden Algebren (der der Zeichenketten
und der der Vektoren) iibereinstimmen, gilt ¢(r) = ¢(%o, ..., Tm-1).

Ist nun p : (A*)™ — (A*)" eine Polynomfunktion, so bedeutet dies, daf Polynome
Di, © < m, existieren mit

p(fo, R afm—l) = <pz(fo, c.. afm—l) < TL>

Wir kénnen also unsere Polynome auf Zeichenketten durch Vektorpolynome ablosen.
Dies vereinfacht die Darstellung von LBGs sehr. Wir kénnen jetzt eine Regel wie
folgt notieren.

<Q(Zi0; . 7Xm71), A, f(X07 e ;mel» — <F0, By, Xo) ce <Fm717 B_1, me1>

Wir wollen noch einen Schritt weitergehen und die LBGs wir Kategorialgramma-
tiken behandeln. Dazu gehen wir zunéchst zur einer Chomsky—Normalform {iber.
Dies birgt nun wieder kleine Schwierigkeiten. Denn zu einer k-LBG existiert nicht
unbedingt eine £-LBG in Chomsky-Normalform (siche dazu die Ubungen). Es exi-
stiert aber eine k'~-LBG in Chomsky—Normalform fiir ein effektiv bestimmbares k’.
Dazu betrachten wir unsere Regel. Wir fithren neue Symbole Z;, i < m — 2, ein und
ersetzen unsere Regel durch die folgenden:

(ro @11, Zo, Xo x X1) —  (xo0, By, Xo), (r1, B1, X1)
(90 ® 12, Z1, Yy x X3) — (10, Zo, Y0), (r2, B2, X3)
<Umf4 & Im—2, Zm73> Ym74 X Xm72> — <Umf47 Zm747 me4>7

<Xm727 Bm727 me2>
<q* (Um—3 X xm—l)u A7 f*(Ym—B X Xm—1)> — <Um—37 Zm—37 Ym—3>7
<xm—1a Bm—h Xm—1>

Hierbei werden ¢* und f* gerade so gewahlt, dafl gilt:

q*(;0®®xm—1) - q<;07"'7xm—1)
f*(XO X ... XXm_l) = f(Xo,...,Xm_l)

Es ist nicht schwer zu sehen, wie diese Funktionen durch Polynome definiert werden
konnen. Wir konnen also im Folgenden annehmen, dafl wir hochstens zweistellige
Regeln haben. Nullstellige Regeln entsprechen den terminalen Regeln einer kontext-
freien Grammatik. Eine einstellige Regel hat die folgende Form

(a(x), C, f(X)) — (r, A, X)

Wir behalten das Zeichen (r, A, X'), und fiihren ein neues Zeichen Z, ein, das wie
folgt aussieht:

Zp = (Meq(r), C/A, Ax.f(x))
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Wir vereinbahren, dafl es lediglich einen zweistelligen Modus C geben soll, welcher
wie folgt definiert ist:

c((p, A4, X), (¢, B,Y)) := (p(q), A- B, (XY))

Dies ist das Schema der Applikation wie in der Kategorialgrammatik. Ein Unter-
schied besteht jedoch: das Polynom p ist nicht unbedingt die Konkatenation. Fer-
ner miissen wir jetzt nicht mehr zwei unterschiedliche Modi annehmen, da wir die
Moglichkeit haben, p entweder als Az.x - y oder als A\z.y - x zu wahlen. Applikati-
on ist damit von der akzidentiellen Reihenfolge unabhéingig geworden. Viele andere
Operationen konnen hier stehen, zum Beispiel die Verdopplung. Unsere eingangs
besprochene Grammatik wird jetzt durch folgende zwei Modi bestimmt.

Dy = <a, S, O>
D; = (\.x-z,5/S, An.n+1)

Dem Strukturterm A;A;A;Aq entspricht jetzt der Strukturterm
CD,CD1CD1Dg

Auf diese Weise ist die Grammatik zu einer AB-Grammatik geworden, mit den
einen Unterschied, dafl die Behandlung der Zeichenketten jetzt explizit festgelegt
werden darf (und mu$).

Es bleiben aber noch die zweistelligen Regeln. Eine zweistellige Regel hat folgende
Form:

(q(,9),C f(X,Y)) — (1, A, X), (9,B,Y)

Wir behalten die Zeichen auf der rechten Seite und fithren ein neues Zeichen ein.

Z, = (A Arq(x, ), (C/A)/ B, Ay M. f (2, y))

4.4 Diskontinuitat

In diesem Kapitel wollen wir einen wichtigen Typ von Grammatiken studieren, die
sogenannten linearen kontextfreien Ersetzungssysteme (Englisch Linear Context—
Free Rewrite Systems, kurz LCFRS). Dies wurden in [45] im Detail studiert. Wir
nennen sie hier schlicht lineare LBGn (was nur ein Unterschied im Namen ist).

Definition 4.4.1 FEine k—-LBG heifle linear, wenn sie eine einfache k-LBG ist
und jede nicht O-stellige Regel abwirts nichtléschend und abwirts linear, wihrend
O-stellige Regeln die Form X (a) < . mit a € A haben.
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Mit anderen Worten, falls wir eine Regel dieser Form haben

Altg, ... te_1) < Bo(sd,...,s0 1) ... Bn_i(si' ... s07h),

so ist s/ = ) fiir eine Variable x fiir jedes i < k und j < n; diese Variablen
sind paarweise verschieden, und es ist [, . #; ein Produkt dieser Variablen (also
keine Konstanten treten auf), in welchem jede Variable genau einmal auftritt. Im
Falle £ = 1 bekommen wir damit genau die kontextfreien Grammatiken (in etwas

verschleierter Form). Denn jetzt ist eine Regel der Form

A(][ #xtm) < Bo(zo) Bi(x1) ... Bai)

<n

wobei 7 eine Permutation der Zahlen < n ist. Ist p := 7! die zu 7 inverse Permu-
tation, so konnen wir diese Regel auch so schreiben:

A([T#0) = Booy(@o)  Boy(@1) - Bygoy(wn-1)

(Dazu ersetzen wir die Variable z; durch die Variable x,; fiir alle 7. Anschlieend
vertauschen wir die Reihenfolge der B;. Dies ist ohnehin bei LBGn unerheblich.)
Dies ist, wie man leicht sieht, gerade die Form einer kontextfreien Regel. Denn es ist

Hl’i = Xol1...-Tp—

<n

Die Regel besagt also, daB, falls wir Konstituenten #; vom Typ B, haben fiir i < n,
so ist [[,_, i eine Konstituente vom Typ A.

Der néachst kompliziertere Fall ist £ = 2. Dieser Fall fiithrt zu einer Klasse von
Grammatiken, welche urspriinglich in anderer Notation eingefithrt wurden und sich
als machtig genug erwiesen haben, bekannte nicht kontextfreie Sprachen wie das
Schweizerdeutsche zu erzeugen. In linearen 2-LLGBn diirfen Regeln der folgende Ge-
stalt auftreten.

A(xq29, yly2) A 3(331, yl) 0(332, yz)
A(SCzl‘h y1y2) — B(ﬂfb yl) C(ﬂfz; yz)
A(hz1ye, xa) «— B(z1,y1) Clxa,ye)
Az, nw2y2) —  Blr, ) C(xo,y2)
Die folgenden Regeln sind jedoch ausgeschlossen.
A(l‘hyl@h) — B(iUh yl) C($27y2)

A(xowazy, 1hy2) — B(xy,y1) C(x2,y2)

Die erste ist aufwiérts loschend, die zweite nicht aufwérts linear. Die Sprache {a"b™c™d" :

n € w} ist durch eine lineare 2-LBG erzeugbar, die Sprache {a"b"c"d"e™ : n € w}
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jedoch nicht. Die zweite Tatsache wird aus einem weiter unten bewiesenen Pum-
plemma folgen. Fiir die erste Behauptung schreiben wir folgende Grammatik als
Beweis hin.

S(YoToy1, 20T121) S(xo, 1) A(yo,y1) B(zo,21).
(€,¢)

(a,b)
(c,d

)

Dies beweist, dafl 2-lineare LBGn echt stiarker sind als kontextfreie Grammatiken.
Als weiteres Beispiel wollen wir das Schweizerdeutsche aus Kapitel 2.6 hervorholen.
Wir definieren folgende Grammatik.

=

—
—
—
—

B(c,

Vdr (halfed)
V£(16nd)
Var(laa)
Van(aastriche)
C(das)
NPs(mer)
Vc(sdit) :
NPs(z) VP(y)
Ve(z) CP(y)
C(x) NPs(y) VI(zo,21) VE(u)
NPa(z) Var(y) VI(zo,z)
NPa(z) Van(y)
() (

NPd(z) Vdr(y) VI(zo,z)

<

S A A O A A O

<

Diese Grammatik ist einigermaflen realistisch auch in Bezug auf die Konstituen-
tenstrukturen, von denen noch weiter unten die Rede sein wird. Der Einfachheit
halber haben wir die Stelligkeit der Pradikate variiert. Man beachte insbesondere
die letzten beiden Regeln. Diese sind der eigentliche Motor. Sie erzeugen die fiir das
Schweizerdeutsche typischen Abfolgen der Infinitive. Man kann ndmlich Folgendes
ableiten

VI(d’chind zp,laa z1) < VI(2o,21).

VI(em Hans zp,hdlfe zy) < VI(zg,21).

VI(d’chind, aastriche) « .

VI(es huus,aastriche) « .

Aber man hat zum Beispiel nicht

VI(em Hans,laa) « .



232 4. PTIME Sprachen

Daraus leitet man induktiv ab

VI(d’chind em Hans zj,laa hdlfe z;) « VI(zg,21).
VI(em Hans es huus zp,hdlfe laa z) < VI(2,21).

Die Sétze des Schweizerdeutschen aus Abschnitt 2.6 sind also ableitbar und einige
mehr, welche alle grammatisch sind.

Lineare LBGn kann man noch durch die Art der Vektorpolynome, die in ihnen
vorkommen, charakterisieren. Wir wollen dies exemplarisch fiir lineare 2-LBGn vor-
machen, und auch hier nur fiir hochstens zweistellige Regeln. Beginnen wir mit den
1-stelligen Regeln. Diese kénnen folgende Vektorpolynome benutzen:

i(xg, z1) = (xo,21)
px(xo,z1) = (x1,20)
pr(zo,z1) = (xo11,8)
pa(xo,x1) = (x120,€)
pH(Io,.Il) = <E,I0IL’1>
pr(xo,21) = (g,2120)

Es gelten dann unter anderem folgende Gleichungen.

px(px(wo,21)) = i(zo,71)
pc (7o, 71) = prpx(7o,71))
px (w0, 1) = pu(px(wo,71))

Dies bedeutet, dafl man pg zur Verfiigung hat, wenn man px und pr hat, dal man
pr hat, wenn man auch px und ps hat, und so weiter. Bei den 2-stelligen Polynomen
wird es schon reichlich uniibersichtlich. Deswegen wollen wir annehmen, wir hétten
sdamtliche 1-stelligen Polynome. Ein zweistelliges Vektorpolynom ist von der Form
(po(o, 1, Yo, Y1), P1(To, T1, Yo, y1)) derart, dafl g := pg-p; linear ist. Dann kénnen wir
annehmen, dafl in ¢(xo, 21, Yo, y1) immer zq links von z; und y, links von y; steht.
Ferner kann man annehmen, dafl zy links von y, steht (ansonsten vertausche man
die x; mit den y;. Ferner entsteht pg und p; durch Aufteilung von ¢ in zwei Hélften.
Wir brauchen also nur die ¢ aufzulisten; fiir das Vektorpolynom existieren dann
insgesamt 5 (!) Moglichkeiten. Dies ergibt nach Vereinfachung folgende Polynome:

QC(Z'Oaxlayanl) = ZoT1YoW1
QW($0,$1; Yo, yl) = ZToYoT1Y1
qz(T0, T1,Y0, Y1) = ToYoY1T1

Betrachten wir etwa qy,. Daraus erhalten wir folgende Vektorpolynome:

qwo(zo, T1,Yoy1) = (€, ZoYoT1Y1)
qw1(Zo, 1, Yoy1) (w0, YoT191)
qWQ(anxlayOyl) <370yo,$1y1>
qws(Zo, 1, Yoy1) (Toyox1, Y1)
CIW4($0,I1,?J091) <$oy0$1y1,€>
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Wir werden in den Ubungsaufgaben zeigen lassen, wie sich die Polynome in Gramma-
tiken unterschiedlich verhalten. Wir sagen nun, eine lineare LBG habe Polynombasis
@, falls in den Regeln dieser Grammatik nur Vektorpolynome aus ) verwendet wer-
den. Es ist leicht zu sehen, dal wenn q ein aus ) darstellbares Vektorpolynom ist,
so kann man ¢ zu ) hinzunehmen, ohne die generative Kapazitdat zu dndern. Man
mache sich im Ubrigen auch klar, da8 es nichts ausmacht, wenn das Vektorpolynom
auch Konstanten enthélt. Haben wir zum Beispiel die Regel

X(azbcy) «— X(z) Z(y)
so konnen wir diese durch die folgenden Regeln ersetzen.

X(uzvwy)

(ux
(a)
(b)
(c)

o =

b
c

TT 11

Q

Dies ist in Beweisen von Vorteil. Wir machen auf ein paar generelle Eigenschaften
von Sprachen erzeugt durch lineare LBGs aufmerksam.

Proposition 4.4.2 (Vijay—Shanker & Weir & Joshi) Sei G eine lineare k—LBG.
Dann ist L(G) semilinear.

Ein spezieller Typ von linearen 2-LBGn sind die sogenannten Kopfgrammatiken.
Diese Grammatiken wurden von Carl Pollard in [41] eingefiihrt. Die Zeichenketten,
die dort manipuliert werden, sind von der Form Zay, wo Z und ¥ Zeichenketten,
und a € A. Man spricht in diesem Zusammenhang von diesem Vorkommen von a
in der Zeichenkette als dem ausgezeichneten Kopf. Diesen Kopf markieren wir in
der Zeichenkette durch Unterstreichen. Diese Zeichenketten heiflen jetzt markiert.
Folgende Manipulationsregeln sind gestattet.

her (Taid, gbZ) = Tawyb?
heo(Tatl, b7) = Tawgh?
hL1(UQwa ?71_?5) = Uaybzw
hia(Gad, jb7) = Tagbzi
th(ﬁQﬁa?ﬂ_?Zﬁ) = vybZaw
hro(Vaw, yb2) = UybZaw

Da man gerne auch zulassen mochte, dafl der ausgezeichnete Kopf leer ist, hat man
sich darauf verstdndigt, anstelle von markierten Zeichenketten einfach 2-Vektoren
von Zeichenketten zu nehmen. Der markierte Kopf ist also das Komma. Das fiihrt
uns zu folgender Definition.
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Definition 4.4.3 Fine Kopfgrammatik ist eine lineare 2-LBG mit folgender Po-
lynombasis.

po1((zo, z1), (Yo, v1)) == (@0, T1YoY1)
po2((zo, 1), (Yo, 1)) = (ToT1%0, Y1)
(@, 1), (Yo, 11)) == (%o, Yoy121)
pr2({zo, x1), (Wo,11)) = (ToYoyr, T1)
pr1((zo, 21), (Yo, 1)) = (@oYolr, 1)
pre((®o, 21), (Yo, ¥1)) = (ToYo,v121)

Man beachte hierbei, dafl es keinerlei 1-stellige Polynome gibt. Indem man jedoch ei-
nige Komponenten leer l48t, kann man einige einstellige Polynome basteln, ndmlich
I, pr und py, andere jedoch nicht, da die Reihenfolge der Komponenten eines Vek-
tors immer gleich bleiben. So hat man etwa

po2((zo, 21), (Yo, y1)) = (Toz1,€) = pr(zo, 1)

Zunéchst einmal wollen wir uns der Strukturbeschreibung widmen. Es sei dazu
G eine k-lineare Grammatik. Falls nun G F A(%y, ..., Zx_1) gilt, so heifit dies, daB
das k-Tupel (Z; : i < k) eine Konstituente vom Typ A bilden kann. Um dies zu
prézisieren, werden wir noch etwas Terminologie bereitstellen. Eine Ableitung in
einer LBG ist eine Folge

I'= (4, pi,H;) :i <p)

wo jedes H;, i < p, eine endliche Folge von Literalen ist, ¢; < |H;|, p; der Name einer
Regel, H; aus H;,; durch Anwendung von p;,; wie folgt hervorgeht.

Hi=(Lj:j<r);Hi=(Lj:j <r+p(pis1))
(man erinnere sich an die Definition der Produktivitét einer Regel) sowie

/ / /
L( < in-&-l L€i+1+1 e Le

it1 i+1+p(Pi+1)

Instanz einer Regel (nicht notwendig eine Grundinstanz!) sowie

L= L; (7 < i), Lj= L;+p(ﬂi+1 (7 > lia)
In diesem Zusammenhang heifit L, das Hauptliteral von H;. Ist L,_; eine Folge
von Instanzen O-stelliger Regeln, so ist I' vollstédndige Ableitung. Eine Beispiel
wird dies verdeutlichen. Man betrachte die oben angegebene Grammatik, welche die
Sprache {a"b"c"d" : n € w} erzeugt. Wir formulieren sie leicht um. Die folgende
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Grammatik nennen wir Gv.

po : S(YoToy1,20T121)
pr - €)

p2 : X(z,y)

p3 -
P4
Ps
Pe
P

S(zo, 1) X(yo,v1) Y(z0,21).

T
a

S(e,

(2,
(a)
(b)
(z,
(c)
()

< W =

x
c
d

y)

Q

L A B A

o

Folgendes ist eine vollstéindige Ableitung.

(S(aabb, ccdd))),
(S(ab, cd), X(a, b),¥(c,d
(S(ab,cd), A(a ),B(b),Y(
3, s, (S(ab, cd), A(a),B(b),C
0, po, (S(¢,€),X(a, b), ¥(c,d
Lp?v( (€>€> ( ) ( )7Y( ;4
(3 /)5,< (E,S),A(&),B(b),C(C),D(d

Aber auch folgendes ist eine Ableitung;:

<(O7 Po, <S(xy7 Zu)>7 (07 Po, <S<57 5)7 X(:L‘, Z)a Y(y7 u)>)>

(Dies ist einfach eine Instanz einer Regel, einmal angewendet. Man beachte, daf
0 und pp in dem ersten Folgenglied nichts zu bedeuten haben; sie sind nur aus
Uniformitétsgriinden anwesend.) Besteht L, aus einem einzigen Literal, so sagen
wir auch, I" sei eine Ableitung von Lj. Nun sei G k-linear; ferner nehmen wir an,
O-stellige Regeln haben die Form X (a), a € A. Es sei I" gegeben, und I" sei Ableitung
von einer Grundinstanz eines Literals. Dann ersetzen wir, wo immer in I' ein X (a)
vorkommt, eine Variable anstelle von a ein; bei jeder Einsetzung nehmen wir eine
jeweils andere Variable. Dann ersetzen wir von rechts nach links die Vorkommen
dieser Buchstaben durch die entsprechende Variable, sodafl eine Folge I entsteht,
welche wiederum ein Beweis ist.

(0, po, (S(xzazor175, T6T27377))),
(0, po, (S(wow1, w2w3), X(w4, 75), Y (w6, 77))),
(L, p2, (S(zox1, w2x3), A(24)
( ( (3701’175521153) ( 4),
(0, p1, (S(e,€), X(20, 71), Y(22, 73),
( < (8,8),A(I0),B(I1),Y

( < (8,5),A(ZL‘0),B(ZE1) C

Wir stellen es dem Leser als Ubung anheim zu zeigen, daB I’ bis auf Umbenen-
nung der Variablen eindeutig aus I' hervorgeht. Wir haben dann an erster Stelle
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Xo(po,p1s - - - Pk—1), wo p; Polynome in den Variablen sind, und in ¢ := [[,_, p; jede
Variable hochstens einmal auftritt. Wir nennen ¢ (welches bis auf Umbenennung
eindeutig ist) das charakteristische Polynom von I" und den Beweis [ das Ske-
lett. Es heifle ein Polynom linear, wenn es eine Variable h(')'chstens enthélt. Dann
sind alle in I vorkommenden Polynome linear. Ferner, ist X;({(¢} : j < k)) in I, so
ist auch das Produkt [];_; ¢ linear. Wir schreiben [p] fiir die Menge aller z;, welche
in p vorkommen. Das charakteristische Polynom fiir unsere Ableitung ist

p(%, AP 7$7) ‘= TyToT1T5T6L2L3T7

Nun sei I' wie eben eine Ableitung von X (Z; : ¢ < k). Wir bekommen eine bijektive
Zuordnung von Vorkommen von Buchstaben in @ := [[,_, #; zu Variablen im cha-
rakteristischen Polynom p. Der Einfachheit halber entspreche die Variable x; gerade
dem i-ten Buchstaben. Dann entsteht @ aus p durch Einsetzen des i-ten Zeichens fiir
die Variable x;. Unser Polynom ist also nicht das oben angegebene, sondern jetzt

p(m, Zo, L1, 5, L6, L2, T3, 3?7) = TpX1T2X3T4T5T6T7

Jetzt sel M = {v; : i < ||}, P :={x; : i < |ul|}. Es heifit S C P Konstituente von
und S’ ein Segment von S, wenn im Skelett IV fiir ein ¢ < p und das Hauptliteral
Xi({q; - j < k)) von L; gilt: [¢}] = §' und S = Uj<k[qf]. Wir schreiben auch C/(7)
fir S. Wir setzen z; C x; genau dann, wenn ¢ < j ist, z; < 7; genau dann, wenn
x; € C(j), vi <, falls j < i (1) und C’( ) C C(j) ist. Die zweite Bedingung legt fest,
dafl Teilkonstituenten aus Teilzeichenketten bestehen miissen. Ferner sei v; T 7,
falls fiir alle z < 7; und alle x5 < ~; gilt zy T xj (also ¢ < j'). Man beachte im
Ubrigen da8 fiir jedes i < |i], {z;} eine Konstituente ist. SchlieSlich sei £(v;) := X
und {(z;) := w;, wo u; das i-te Zeichen in « ist. Setze B(I') = (M U P, <,C,{). Dies
ist ein Baum.

Theorem 4.4.4 indexStrukturbaum®B (L) is ein geordneter Baum, der sogenannte
Strukturbaum von T.

Dieser Baum sagt etwas iiber die Konstituentenstruktur aus, welche auf der Zei-
chenkette # in der Ableitung I' liegt. Wir verdeutlichen dies an unserem Beispiel.
Die erzeugte Zeichenkette ist aabbccdd. Wir schreiben I" noch einmal hin, diesmal
mit den neuen Variablennamen.

((0, po, (S ($o$1I2$3,$4$5$6I7)>)

(0,
(1,
(3,
(0 P1,
(1, pa,
(3,
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Wir haben die folgenden Hauptliterale und die davon bestimmten Konstituenten.

Zeile | Hauptliteral Konstituente

6 Y(z5, x¢) {z5, 6}

5 X(x1, z2) {z1, 22}

4 S(x19, x516) {1, 29,5, 26}

3 Y(xy, x7) {24, 27}

2 X(l’o,l‘g) {Io,xg}

1 S(xor1w223, T4, T35, T6, 7) | {T0, T1, T2, T3, T4, 5, Te, T7 }

Der Strukturbaum ist, wie man jetzt leicht nachrechnet, wie folgt.

/S\
W %AY(Y
A A B B C C D D

<

)
)
o
o
le)
o
Q.
Q.

Dieser Baum ist nicht erschopfend geordnet. Dies ist der ganze Unterschied zu kon-
textfreiem Grammatiken. Man beachte, daf§ der Baum nicht die Position der leeren
Konstituente wiedergibt. Thre Segmente befinden sich zwischen dem zweiten und
dem dritten sowie zwischen dem sechsten und dem siebten Buchstaben. Man kann
den Strukturbaum allerdings auch so definieren, daf} er explizit die leeren Zeichen-
ketten vermerkt. Dazu mufl man in I' auch sédmtliche Vorkommen von ¢ durch eine
Variable ersetzen. Der Rest ist dann anolog wie eben.

Die Strukturen, die hier entstehen, kann man auch {iber eine kontextfreie Graph-
grammatik erzeugen. Wir wollen dies jetzt vormachen. Zur Vereinfachung (welche
im Ubrigen nicht notwendig ist) wollen wir annehmen, da8 alle Regeln monoton
sind. Darbei heifit eine Regel monoton, falls sie die Ordnung der Segmente ihrer
Literale nicht verédndert.
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Definition 4.4.5 Es sei p = L «— M... M,y eine lineare Regel und L = B((t’ :
J < k)) sowie M; = A;({x] : j < k;)). p heifit monoton, falls fir jedes i < n und
jedes Paar j < j' < k; gilt: ist x; im q-ten Segment und x; im ¢'-ten Segment von

L, so ist entweder ¢ < ¢', oder x; tritt im Polynom t, vor x; auf.

Folgende Regel ist monoton:

A(xoyoxlyyl) A B(xo,%d) C(yo,y1)

Denn es ist zg links von 7 und gy im Segment vor dem Segment von y;. Dagegen
sind folgende Regeln nicht monoton:

A(9€1,5Coyoy1) — B<3707x1> C(yanl);A(xlxmyOyl) — B(anxl) C(yanl)

Wir wollen uns erst auf monotone Grammatiken beschrinken. Wir zeigen anschlie-
Bend, wie man diese Beschrinkung wieder aufhebt. Es sei k gegeben. Der Ein-
fachheit halber seien alle Pradikate k-stellig und terminale Regeln von der Form
Y(a,¢,...,€), a € A. Wir nennen eine k x k-Matrix M = (m;;);; mit Eintragen aus
{0,1} ein k-Schema, falls fiir alle j, ¢ und ' gilt: ist ¢ > ', so ist m;; < my;. Dieses
Schema interpretieren wir so: sind #;, ¢« < k, und yj, j < k, Folgen von Teilworten
von @ u wiederum ein Teilwort, so definieren wir ein Schema der Z; in Bezug auf
die g; durch m;; = 1, falls &; links von ¥ liegt. M ist das zu diesen zwei Folgen
gehorende Schema. Im Folgenden sind die (7; : i < k) sowie (7 : j < k) Konstitu-
enten. Wir werden deswegen stets haben, da8 die #; und die ¥; paarweise disjunkt
sind; und ferner, daf8 ; links von Z; liegt sowie y; links von v, falls i > j (das ist
eine Folge der Monotonieeigenschaft). Falls dies gegeben ist, so liegt durch Angabe
eines Schemas eine und nur eine lineare Ordnung zwischen den 2k Segmenten fest.
Wir fiihren dies an einem Beispiel vor. Hier sind also alle zuldssigen 2-Schemata
zusammen mit den Ordnungen, welche sie definieren. (Wir lassen die Vektorpfeile
weg; die Ordnung ist durch ‘links von in der Zeichenkette’ bestimmt.)

(1) (1) (o)

ZoT1YoY1  ToYoT1Y1  ToY1Y1T1

01 01 0 0
0 1 0 0 00
YoToT1Y1  YoToY1T1i  YoY1ToT1

Fiir jedes k—Schema M sei A(M) eine Relation. Jetzt definieren wir unsere Graph-
Grammatik. Die Menge der Eckenfarben ist die Menge Fr := N x {0,1} U A, die
Menge terminalen Eckenfarben ist F := N x {0} U A, die Menge der Kantenfarben
ist {<} U{A(M) : M ein k-Schema}. (Wie sich gleich herausstellen wird, ist C die
Relation, die zu der Farbe A(I) paBit, wo I = (1),; die Matrix ist, die nur aus Einsen
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besteht.) Der Startgraph ist der einelementige Graph &, welcher keine (!) Kanten
besitzt, und dessen Knoten die Farbe S hat. Fiir jede Regel p fiigen wir jetzt eine
Graphersetzungsregel hinzu. Sei

p= B j < k) — Ap((al:j < k) ... Aus (@, 5 5 < K))

gegeben. Setze p := [],_, ', das charakteristische Polynom der Regel. Dann wird die
Graphersetzungsregel p? den Knoten (B, 1) durch den folgenden Graphen ersetzen:

(B,0)

v/m\
no n . Nn—1

<A07 1> <A17 1> <An—17 1>

Ferner existieren (im Bild nicht zu sehen) zwischen dem Knoten n; und dem Knoten
n; die folgende Relation: setze m; j := 1, falls xﬁl in p links von x;/ steht. Dann setze
H;j := (myj)yy. Die Relation zwischen n; und n; ist also gleich H;;. (Man bemerke
hier gleich, daB nach Definition immer entweder x¥ links von ajg/ oder rechts davon
ist. Also ist die Relation zwischen n; und n; gerade 1 — H;;.) Dies definiert den Gra-
phen. Jetzt mufl man noch das Farbfunktional festlegen. Wie im Fall kontextfreier
Grammatiken wechseln die Relationen nicht die Richtung, und so kommen wir mit
den einfachen Funktionalen J, und O, aus. Es ist, da die Baumstruktur ganz analog
dem kontextfreien Fall ist,

Tplu, <) ={<},  Oplu, <) ={<}.

Nun kommen wir zu den Relationen A\(M). Sei M ein beliebiges k—Schema. Dann
sel
MP = (mf});, mi; =1 gdw. ex. j : 2 € [t'] und my; =1

Dann setzen wir

%) sonst.

O, (np, \(M)) := {IANMP)}; O,(m, AN(M)) = { {AND)} falls M =T,

Genauso setzen wir
Jp(np, A(M)) :={AMP)};  T,(m,A(M)) =2

Wir liefern gleich die anschauliche Erklarung mit. Die Tatsache, dal der zu ersetzen-
de Knoten, sagen wir u, eine auslaufende Kante mit Namen (M) zu einem Knoten
v hat, besagt, daBl das Schema M die Relationen der Segmenten von uw und den
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Segmenten von v in der oben beschriebenen Weise kodiert. Nun ist der Knoten n,
eine Teilkonstituente von u. Wir miissen nun sagen, ob das Segment von n, der
Nummer ¢ links von dem Segment von v mit der Nummer j liegt. Dazu schauen wir,
fiir welches j' die Variable x{/ in ¢t/ auftaucht. Denn #/" definiert das j'-te Segment
von u. Genau dann ist unser Segment links vom j-ten Segment von u, wenn das j’-te
Segment von wu links von v liegt, das heifit, wenn m;; = 1.

Fiir die terminalen Regeln schliellich nehmen wir einen einfach verzweigenden
Baum, wo also p = 0. Ferner setzen wir

{AD)} falls fiir alle j: mg; = 1,
O,(ng, M) =< @ falls fiir alle j: mg; = 0,
{N(M%)}  sonst.

(Analog fiir J,.) Diese Regel ist wiederum so gemacht, da8 sie Riicksicht darauf
nimmt, dal die Segmente aufler dem ersten leer sind. Man beachte, dafy diese Gram-
matik Strukturen der Form (B, <,,¢) erzeugt, also geordnete Béume, wie man
leicht nachrechnet. Man beachte nédmlich, daf§ die Relationen zwischen Knoten her-
ausgeworfen werden, sofern sie verschieden sind von A(I) (welches gerade die C—
Relation ist). Die so entstehende Grammatik nennen wir vG.

Was macht man nun, wenn die Grammatik nicht monoton ist? Hier gibt es eigent-
lich nichts entscheidend Neues, aufler daf} einstellige Regeln, welche das Startsymbol
entwickeln, Schwierigkeiten machen. Denn angenommen, wir haben die Anfangsregel

S(z1,20) «— T(xo, 1)

so wiifiten wir nicht, ob zy nun tatséchlich stets links von x; liegt oder nicht. Dies
kann man erst dann wissen, wenn ein anderes Element zwischen xy und z; tritt,
denn dann liegt xy entweder links oder rechts von diesem Element und dann ist x;
rechts bwz. davon. Um dieses Problem zu vermeiden, kann man zu folgender Losung
greifen. Wir schreiben anstelle der Symbole (B,i), B € N, i € {0,1} nun Symbol
der Form (B, ) sowie B hin, wobei 7 eine Permutation der Menge {0,1,...,k—1}
ist. Die Permutation 7 verrdt uns, wie die Segmente der Konstituente im Teilwort
tatsdchlich, das heiffit unabhéngig von ihrem Auftreten in der Folge, geordnet sind.
Man kann die Permutation nach erfolgter Ersetzung getrost wieder vergessen. Des-
wegen benutzen wir als Menge der Nichtterminalsymbole jetzt die Menge

N':=NU{(A,7r): A€ N,r Permutation von {0,1,...,k —1}}.

Wir verzichten auf eine genaue Spezifikation der Regeln. Es sollte klar sein, wie
man verfahren mufl. Wir diirfen also im Folgenden stets von Strukturbdumen reden
sowie von einer direkten Erzeugung solcher Strukturbdume; denn nun existiert eine
bijektive Zuordnung zwischen Ableitungen in G' und Ableitungen in vG, und in
jedem Schritt sind die assoziierten Strukturen in einem gewissen Sinne isomorph.
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Man kann diese Struktur auch ausnutzen, um ganz analog zu den kontextfreien
Sprachen ein Pumplemma zu formulieren. Wir gehen hier nicht mehr so griindlich
vor wir in dem Fall der kontextfreien Sprachen und iiberlassen dem Leser einige
Einzelheiten. Es sei zunéchst vermerkt, dafl eine Konstituente € aus bis zu k Teil-
worten ¥; (die wir Segmente genannt haben) besteht. Ist Z ein Wort, so zerlegt eine
Konstituente £ das Wort 7 in bis zu 2k + 1 Teilworte, ndmlich wie folgt:

— —

T = UpVoU1V1 . . . Vp—1UL

Es sei nun £ eine Konstituente vom Typ A, und sie enthalte echt eine weitere Kon-
stituente m vom Typ A. Dann zerlegen die Segmente von m, nennen wir sie j;,
die Segmente von ¢ in bis zu 2k Stiicke. Diese bilden die Differenz zwischen diesen
beiden Konstituenten. Diese 2k Segmente sind es nun, welche pumpbar sind in dem
folgenden Sinn.

Definition 4.4.6 Es sei S C A* eine Sprache. S heifst n—pumpbar, falls es eine
Zahl ks gibt derart, daf jede Zeichenkette ¥ € S der Linge mindestens kg wie folgt
zerlegbar ist:
<n
und es ist
([l @ gewics
<n

Dabei gilt

1. Hz<n1_}; 7é €,

2. H0<i<n l_l:Z < k‘s.

Theorem 4.4.7 (Groenink) Es sei G eine lineare k-LBG. Dann ist L(G) 2k-
pumpbar.

Analog zu den kontextfreien Sprache kann man diesen Satz verscharfen. Mann kann
zum Beispiel verlangen, dafl eine gegebenes Teilwort der Lénge mindestens kg eines
der vier Worte enthalten muf§ (welches dazu noch nicht leer sein darf).

Es gibt im Ubrigen einen sehr interessanten Beweis dieser Tatsache, den man fiir
andere Zwecke gut einsetzen kann. Man nenne eine Regel zyklisch, falls sie folgende
Form hat

A(ﬁol’oﬁl, . ,Z_L'nflé??n,ﬂj‘n,1> — A(‘ro, . ,.C(In,1>

mit u;, v; € A* fiir alle ¢ < n. Ist eine Zeichenkette nur hinreichend lang, so findet
man eine A-Konstituente mit Segmenten u;w;v;, 1 < n, derart, dafl auch die w; eine
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A-Konstituente bilden. In diesem Fall haben wir eine zyklische Regel abgeleitet.
Wir koénnen diese nun selbstversténdlich beliebig oft wiederholen, und so erhalten
wir die gewiinschte Pumparkeit der 2k Segmente. Man hat hieraus den Beweis, dafl
{a"v"c"d"e™ : n € w} nicht durch eine lineare 2-LBG erzeugbar ist. Denn diese
Sprache ist nicht 4-pumpbar.

Zu guter Letzt wollen wir noch auf einfache Grammatiken eingehen, welche nicht
linear sind. Auch hier ist in beschrénkten Fillen ein Strukturbegriff moglich, namlich
immer dann, wenn die rechten Seiten von Regeln keine Variable zweimal enthalten.
Dies unterscheiden sich also von linearen Grammatiken dadurch, daf§ Variablen auf
der linken Seite mehrfach auftreten diirfen. Ein Beispiel ist die Grammatik

S(zx) < S(z), S(a).

In diesem Fall kann man den Strukturbegriff, der eben entwickelt wurde, auf diese
Grammatik iibertragen. Wir tun ganz einfach so, als sei die erste Regel von dieser
Form

S(zy) < S(z) S(y)

wobei klar ist, dafl = und y stets die gleiche Zeichenkette reprasentieren. Auf diese
Weise erhélt man folgenden Strukturbaum fiir aaaaaaaa.

T
VNN

Ubung 98. Zeigen Sie, daB die Ableitung IV durch T' bis auf Umbenennung der
Variablen eindeutig bestimmt wird.

Ubung 99. Beweisen Sie Proposition 4.4.2.
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Ubung 100. Bestimmen Sie die Graphgrammatik vG*.

Ubung 101. Man zeige: Es sei N = {; : 4 < k} U {y; : i < k} und < eine lineare
Ordnung auf N mit z; < x; sowie y; < y; fiir alle ¢ < 7 < k. Dann gilt: ist m;; =1
genau dann, wenn z; < yj;, so ist M = (m;;);; ein k-Schema. Umgekehrt: sei M ein
k—Schema und < definiert durch (1) z; < x; gdw. i < j, (2) v; < y; gdw. i < j, (3)
x; < y; gdw. m;; = 1. Dann ist < eine lineare Ordnung. Die Beziehung zwischen
Ordnungen und Schemata ist sogar eineindeutig.

Ubung 102. Man zeige: sind in einer k-LBG alle Strukturbéume erschopfend ge-
ordnet, so ist die erzeugte Baummenge kontextfrei.

4.5 Adjunktionsgrammatiken

In diesem und dem néchsten Abschnitt wollen wir uns einigen alternativen Gramma-
tiktypen widmen, die in etwa mit den Kopfgrammatiken dquivalent sind. Diese sind
die Baumadjunktionsgrammatiken, die Kombinatorischen Kategorialgrammatiken
(welche jeweils eine verfeinerte Fassung der unregulierten Baumadjunktionsgram-
matiken aus Kapitel 1.4 bzw. der in Kapitel 3.2 definierten Grammatiken CCG(Q)
sind) und die sogenannten linearen Indexgrammatiken.

Kommen wir also zu dem Konzept einer Baumadjunktionsgrammatik zuriick.
Diese ist eine Paar G = (C,A), wo C eine Menge von sogenannten Zentralbdumen
und A eine Menge von sogenannten Adjunktionsbdumen ist. In einem Adjunktions-
baum heifit ein Knoten zentral, falls er oberhalb des ausgezeichneten Blattes liegt
oder mit diesem identisch ist. Wir definieren eine Ableitung wie folgt. Eine Ab-
leitung ist ein Baum, der durch folgende kontextfreie Grammatik erzeugt wird. Die
Nichtterminalsymbole sind Paare (*8,i), wo 8 ein Baum ist und i ein Knoten in
B. Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dafl die Knotenmenge von B die
Menge j(B) = {0,1,...,7(B) — 1} ist. Terminalsymbole sind Symbole der Form i,
wo ¢ ein Knoten in einem Baum ist. Das Startsymbol ist .S

(s) S — (0,¢)
(a) (], Ql) — X() X1 e Xj(Ql)—l

wobei (a) als Regelschema aufzufassen ist: fiir jedes 2 und jedes zuldssige j hat
man 2% viele Regeln, wobei X; stets entweder i ist oder (i,B;) fiir einen Baum By,
welcher an 7 in 2 adjungierbar ist. In (s) mu € € C sein. Die Grammatik nennen wir
D(G) und nennen es die Derivationsgrammatik. Diese ist ein ziemlich niitzliches
Konzept.

Ist € ein Baum, der durch G abgeleitet wird, so existiert ein assoziierter Deri-
vationsbaum D(T), der wie folgt definiert ist. (a) Ist kein Baum an ¥ adjungiert
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worden, so ist T ein Zentralbaum. Der assoziierte Baum wird bestimmt durch die
Ableitung
S—(0,%)—=0 1...5% -1

Jetzt sei 2 ein einfacher Adjunktionsbaum. Diesem ordnen wir den Baum zu folgen-
der Ableitung zu. .
D(Z):=(%)—0 1...5%) -1

Hierbei ist j beliebig. Es entstehe T durch Adjunktion der Bdume &, an die Knoten
k;, 7 < p, des Baumes 2. Dann ordnen wir T den folgenden Baum zu:

(]791) —Xo Xy ... Xj(g[)_l

wobei X; = i ist, falls ¢ kein k; ist, ansonsten sei X = D" (&,). (Man beachte
also, dafl wir Baume definieren und keine Ableitungen. Sonst macht diese Definition
keinen Sinn.) Ist umgekehrt ® ein Baum, der durch D(G) erzeugt wird, so kann
man induktiv einen Baum A(®) finden, sodafl D(A(®)) = ©. Dies tun wir weiter
unten. Insofern existiert tatséchlich die versprochene Korespondenz.

Ist eine Ableitungsbaum ® = (D, <, C, /) gegeben, so sind die Terminalknoten
von A(®) in bijektiver Korrespondenz mit den Bléttern des abgeleiteten Baumes.
Man betrachte ein Blatt  der Ableitung. Man definiere, analog zu dem Zweigaus-
druck (siche Ubung 2.2) eine Adresse wie folgt. In der Definition sei y > .

alz) = € falls t(x) = 1,4(x) = (0, €)
alz) = a(y)-i falls ¢(x) =4
alz) = ay)-i-GA falls {(z) = (i,2)

Fiir z ein Blatt gibt dies die Adjunktionsgeschichte des Knotens assoziierten Knoten
wieder. Nun sei

A®) = (A, <A, 4, Y

wobei wir haben
A :={a(z) : z Blatt von ©}

Ferner, ist a(z) = I - GA - j, so sei ¢4(x) = X fiir dasjenige X, welches die Marke
des Knotens j in 2 ist. Zweitens, a(z) C a(y), falls a(z) = i-2-j -7 ist und
aly) = iU 7 j fiir gewisse I, J, A und j # j derart daﬁ jC . Drlttens
afz) < aly), falls a(z) =7-A-j- jlstunda( )=1-A-5 -] furgevmsse;j J,AU
und j # j', derart, daB (a) j < j/, (b) j/ und sdmtliche Knoten von ;" sind zentral
in ihren jeweiligen Baumen.

Adjunktionsgrammatiken (BAGn) unterscheiden sich von den unregulierten Bau-
madjunktionsgrammatiken dadurch, dal man noch spezifizieren darf,

1. ob an gewissen Knoten adjungiert werden darf oder nicht,
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2. welche Baume an welche Knoten adjungiert werden diirfen,

3. ob an gewisse Knoten adjungiert werden muf.

Wir werden zeigen, da8 nur die erste Anderung wirklich etwas neues bringt. Um die
Kontrolle iiber die Ableitungen zu etablieren, miissen wir einige Anderungen in den
Definitionen vornehmen. Wir beginnen mit dem ersten Punkt, dem Adjunktionsver-
bot. Um dies zu implementieren, nehmen wir an, da} Kategoriesymbole nunmehr
von der Form a, a € A, oder X bwz. XV sind, wo X € N. Zentral- bzw. Adjunkti-
onsbéume sind wie vorher definiert; es gibt also ein Blatt ¢ in diesem Baum, welches
die gleiche Marke tragt wie die Wurzel. Es gilt aber, dal an Knoten mit einer Marke
der Form XV nicht adjungiert werden darf. Solche Knoten besitzen also, wie wir sa-
gen wollen, ein Adjunktionsverbot. Wir erlauben nun (auch wenn dies sich als nicht
notwendig erweist), dafl T auch dann ein Adjunktionsbaum ist, wenn ein Blatt die
Marke X bzw. XV trigt und der Kopf die Marke XV bzw. X. Das ausgesonderte
Blatt muf also nicht exakt die gleiche Marke tragen wie die Wurzel; sondern diese
Marken diirfen sich in dem Adjunktionsvermerk unterscheiden. Mit solchen Gram-
matiken kann man zum Beispiel die Sprache {a"p"c"d" : n € w} erzeugen. Man
wihle dazu den folgenden Startbaum.

Der Adjunktionsbaum ist wie folgt.
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Es ist nun nicht schwer zu zeigen, dafl man sich unter Wahrung der Konstituenten-
strukturen auf Adjunktionsgrammatiken beschrinken kann, in denen jeweils nur die
Marke der Wurzel und des ausgesonderten Blatts ein Adjunktionsverbot tragen. Da-
7Zu zZwei Uberlegungen. (1) Falls ein Knoten im Inneren eines Adjunktionsbaums ein
Adjunktionsverbot trigt, so ersetzen wir die Marke des Knotens durch eine Marke
¢ N. Auf diese Weise kann dann dort kein Baum mehr adjungiert werden. (2) Falls
die Wurzel kein Adjunktionsverbot trigt, so fiige einen neuen Wurzelknoten hinzu
mit gleichem Nichtterminalsymbol, der nun ein Adjunktionsverbot erhélt. Desglei-
chen mit dem ausgezeichneten Blatt.

Definition 4.5.1 Fine Standard Baumadjunktionsgrammatik ist eine Adjunk-
tionsgrammatik, in welcher die Adjunktionsbdume genau an der Wurzel und dem
ausgezeichneten Blatt ein Adjunktionsverbot tragen.

Kommen wir zu dem zweiten Punkt; man kann auch spezifizieren, ob an einem Kno-
ten adjungiert werden mufl. Wir haben also zusétzlich eine Funktion f, welche jedem
Knoten eines Zentral- oder Adjunktionsbaums seine zuléssige Menge von Adjunk-
tionsbdumen zuordnet. (Ist f(i) = &, so hat der Knoten ein Adjunktionsverbot.)
Wir koénnen dies so simulieren. Es sei A die Menge der Adjunktionsbiaume. Dann
sind Nichtterminalsymbole jetzt von der Form (X, %) bzw. (X, %)V, wo X € N und
% € A. Ein Baum ¥ wird ersetzt durch sdmtliche Baume T’ auf derselben Kno-
tenmenge, bei welchen i die Marke (X,4) trigt, wenn ¢ die Marke X in T hat,
falls 4 € f(i), bwz. die Marke (X, )", falls ¢ die Marke XV in ¥ hat. Die zweite
Komponente sagt also nichts weiter aus, als welcher Baum als néchstes adjungiert
wird.

Als letztes betrachten wir den dritten Punkt, die Adjunktionspflicht. Dies kénnen
wir implementieren, indem wir nun auch Marken der Form X* einfithren. (Da sich
Pflicht und Verbot ausschlieflen, tritt ® nur auf, wenn V nicht auftritt.) Ein Baum
ist erst dann fertig, wenn keine Knoten mit Adjunktionspflicht das heifit mit einer
Marke der Form X*® vorhanden sind. Wir zeigen nun, daf§ zu jeder Adjunktions-
grammatik mit Pflicht eine (die gleichen Baume erzeugende) Adjunktionsgrammatik
ohne Pflicht gibt. Zu jedem Zentralbaum adjungieren wir so oft, bis die Adjunkti-
onspflicht erlischt. Desgleichen fiir Adjunktionsbédume. Als neue Zentral- bzw. Ad-
junktionsbdume betrachten wir solche, die minimal sind mit der Eigenschaft, daf
an keinen Knoten adjungiert werden mufl. Daf solche existieren ist klar; daf} es nur
endlich viele gibt, mufl man allerdings begriinden. Dazu betrachte man einen Baum
ohne Adjunktionspflicht, und einen Knoten. Dieser hat eine Adjunktionsgeschichte.
Er ist durch sukzessives Adjungieren von Baumen an einen Zentral- oder Adjunk-
tionsbaum entstanden. Falls diese Folge von Bédumen einen Baum doppelt enthélt,
konnen wir diese Schleife eliminieren. (Die Details iiberlassen wir dem Leser.) Diese
Grammatik leitet alle Baume wie die gegebene ab. Somit diirfen wir bei unserem
vereinfachten Format bleiben.
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Wir wollen nun als erstes den Nachweis erbringen, dal Adjunktionsgrammatiken
nicht mehr Sprachen erzeugen als lineare 2-LBGn. Daraus ergibt sich sofort, daf
das Parsingproblem in polynomieller Zeit l6sbar ist.

Theorem 4.5.2 (Weir) Zu jeder Adjunktionsgrammatik G existiert eine Kopfgram-
matik K mit L(K) = L(G).

Beweis. Es sei G gegeben. Wir nehmen an, die Baume haben paarweise disjunkte
Mengen von Knoten. Wir kénnen annehmen, dafl die Baume hdochstens zweifach
verzweigen. (Es kommt nur auf schwache Aquivalenz an.) Ferner kénnen wir anneh-
men, dafl Knoten strikt verzweigen, wenn sich nicht praterminal sind. Die Menge
aller Knoten sei M. Das Alphabet der Nichtterminalsymbole sei N’ := {i* : i €
M} U{i™ :i € M}. Als Startsymbole haben wir die Menge aller i* bzw. i", wo i die
Wurzel eines Zentralbaums ist. Man kann durch leichte Massage eine Grammatik
mit nur einem Startsymbol basteln. Nun definieren wir die Regeln. Fiir einen lokalen
Baum 7 — j setzen wir die Regel

(1) ila,e) «— .,

wo j Blatt ist mit Terminalzeichen a. Ist ¢ ein ausgezeichnetes Blatt eines Adjunk-
tionsbaumes, so nehmen wir auch noch die Regel

(e) i"(e,e) «— .

auf. Jetzt sei i — j k ein verzweigender lokaler Baum. Dann nehmen wir die
folgende Regel hinzu:

(p) i(zox1, yoy1) <— j" (o, x1) K" (Yo, Y1)

Ferner haben wir noch folgende Regeln: ist ¢ ein Knoten, an den ein Baum mit
Wurzel j adjungierbar ist, so sei auch dies eine Regel

(f)  i"(oyo, y1z1) < j (w0, 21)  1“(Yo, y1) -

Ist Adjunktion nicht notwendig (oder verboten) bei i, so fiigen wir schliellich noch
die folgende Regel hinzu.

(n) i" (2o, 21) «— 1*(xg, 1) .

Dies beendet die Definition von K. Es ist angesichts der Regeln (p) noch nicht klar,
dafl wir es mit einer Kopfgrammatik zu tun haben. Man ersetze daher die Regeln
(p) jeweils durch folgende Regeln:

jn.(xﬂwxl) kn.(ymyl)
J™(xo, 1) L(yo,y1)
L(zo,z1)  K"(Yo,v)

i* (w0, 1Y0Y1)
jm(onQ?lyoa 3/1)
E™* (0, T190y1)
L(g,¢)

—
—
—
-
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Diese sind Regeln einer Kopfgrammatik; (p) 148t sich aus ihnen ableiten. Aus diesem
Grund bleiben wir jetzt bei den Regeln (p).

Es bleibt nun zu zeigen, dal L(K) = L(G). Zunéchst die Inklusion L(G) C
L(K). Wir zeigen dabei folgendes. Sei T ein lokaler Teilbaum, welcher genau ein
ausgezeichnetes Blatt enthélt, und Nichtterminalknoten x;, ¢ < n, mit Marken k;
hat. Sei also j < i ausgezeichnet. Wir ordnen ¥ ein Vektorpolynom p(%) zu, welches
zu gegebenen Paaren von Zeichenketten (y;, !) das Paar

(117 YiZ)

1<j j<i<n
auswirft. Durch Induktion iiber ¥ 148t sich zeigen, dafl es eine K—Ableitung

(D) (g, 7)) 21 <)) =" kg ({Go, 20)) -+ K1 (G, Zna)

gibt. Ist in ¥ kein Blatt ausgezeichnet, so sei der Wert von p(¥) genau

(7o, [ 5:%)

0<i<n

Diese Behauptung lét sich induktiv iiber die Ableitung von ¥ in G beweisen. Daraus
folgt dann aber sofort, dafl # € L(K), falls # € L(G). Fur umgekehrte Inklusion muf
man einen anderen Beweis wihlen. Es sei ¥ € L(K). Wir wihlen eine K—Ableitung
von Z. Angenommen, keine Regel vom Typ (f) wurde verwendet. Dann ist & die
Zeichenkette eines Zentralbaumes, wie man leicht sieht. Nun nehmen wir an, die
Behauptung sei gezeigt fiir Ableitungen mit weniger als n Anwendungen von (f),
und es habe der Beweis genau n Anwendungen. Wir schauen die letzte Anwendung
an. Auf diese folgen nur noch Anwendungen von (p), (f) und (e). Diese kommutieren,
wenn sie zu verschiedenen Teilbdumen gehoren. Man kann sie also so umordnen, dafl
auf unsere Anwendung von (f) gerade die Anwendungen von (p), (t) und (e) folgen,
die zu diesem Teilbaum gehoren. Diese leiten ab

ia<l‘0, .Tl)

wo ¢ die linke Seite der Anwendung von (f) ist, und (Zy, Z;) das Paar des Adjunk-
tionsbaumes, dessen Wurzel 7 ist. (& liegt links von dem ausgezeichneten Blatt, &'y
rechts.) Davor haben wir die Anwendung unserer Regel (f):

7N (ZoYo, hh) «— i(Zo, 1) 7" (Yo, 1)

Jetzt streichen wir diesen Teil der Ableitung. Dies bedeutet, dafl wir anstelle von
J(Zo¥o, ¥171) nur noch j" (o, 71) haben. Dies ist aber herleitbar (die Ableitung exi-
stiert schon). Aber auf der Adjunktionsseite entspricht dies genau dem Aushéngen
des dazugehorigen Adjunktionsbaumes.
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Es stellt sich nun die Frage, ob auch die Umkehrung gilt. Dies ist nicht der Fall.
Als Beispiel betrachten wir folgende Grammatik G.

S(yoxoy1,z1) <« T(xo,z1) H(yo, 1)
T(xo,cx1d)  «— Uz, y1)
U(azgb,z1) <« S(xo,21)

S(ab, cd) —

H(tzou,z1) <« K(x,21)
K(zo,veqw)  «— H(xg,z1)

H(e, €) —

Man sieht zunéchst einmal, dafl dies sogar eine Kopfgrammatik ist. Um die erzeugte
Sprache zu untersuchen, halten wir folgende Fakten fest.

Lemma 4.5.3 Genau dann gilt H(Z, V), wenn (Z,y) = (t"u",v"w") fir ein gewisses
necuw.

Zum Beweis iiberlege man sich, daf} erstens ¢ H(g, £) und zweitens gilt
ko H(tzou, veyw) gdw. Fg H(xg, 1)

Daraus kann man dann folgende Charakterisierung ableiten.

Lemma 4.5.4 FEs sei T, := t™u" und v, := v"w". Dann ist

L(G) = {aZp,ain,a. .. &n,_,abijn,_b...bi, bij,bcfd" i k € w,n; € w}

Insbesondere ist fiir jedes ¥ € L(G)
u@) =m(a+b+c+d) +nt+ut+v+w)

fiir gewisse natirliche Zahlen m und n.

Also zum Beispiel

aabbccdd, atuabvwbccdd, attuuatuabbvwbvvwwbcceddd, ...

aber nicht

atuabbcd, attuuatuabvwbvvwwbccdd
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Nun also zu dem angestrebten Beweis, daf} es keine Adjunktionsgrmmatik gibt, die
diese Sprache erzeugen kann. Sei das Gegenteil der Fall, und sei H eine Adjunkti-
onsgrammatik mit L(H) = L(G). Dann gilt

Lemma 4.5.5 Es sei H eine Adjunktionsgrammatik mit L(H) = L(G) und B ein
Zentral- oder Adjunktionsbaum. Dann ist

w(B) =meg(a+b+c+d)+ng(t+u+v+w)

fiir gewisse natirliche Zahlen me und ne.

Wir setzen pg := ng/mes. (Dies sei 0o, falls m = 0.) Gewif existiert das Minimum
aller py fiir alle Adjunktionsbaume. Es ist leicht zu zeigen, dafl dieses = 0 sein mu$.
Es existiert also ein Adjunktionsbaum, der nur aus t, u, v und w besteht, jeweils in
gleicher Anzahl. Ferner existiert ein Adjunktionsbaum, welcher a enthélt.

Wir betrachten nun eine Zeichenkette Z aus L(G) mit folgender Eigenschaft. Es

ist
u@) =m(a+b+c+d)+nt+ut+v+w)
fiir gewisse natiirliche Zahlen m und n derart, dafl (a) m grofer ist als jedes mgs, und
(b) n/m ist kleiner als jedes pg, welches nicht 0 ist. Man iiberlegt sich leicht, da8
ein solches & existieren mufl. Sind m und n gewihlt, so erfiillt folgende Zeichenkette
unseren Zweck.
at™u"a™ b v W bc™d™

Diese Zeichenkette ist aus einem Zentralbaum entstanden, indem (a’) ein 2 adjun-
giert worden ist, in dem a vorkommt, (b’) ein B adjungiert worden ist, in welchem
a nicht vorkommt. Wir betrachten nun die Punkte, in welche B eingehéingt worden
ist. Diese kénnen nur wie folgt sein:

at” e unam—lbn—lvn e w'bc™d™

Betrachten wir nun aber, wo der Adjunktionsbaum 2 eingehéngt worden ist:
at™u"a™ ! o b" v "W bc™ 0 4™
Uberlagern wir dies, so erhalten wir
at” eu"a™ ' ob" 'v"u" e bc™ 0 d™

Nun haben wir einen Widerspruch: diese Adjunktionspunkte diirfen nicht {iberkreu-
zen! Dann das zwischen den e liegende Stiick muf3 eine Konstituente sein, ebenso
das zwischen den o liegende Stiick. Aber diese Konstituenten liegen nicht ineinander.
(Damit daraus ein Beweis wird, mufl man sich iiberlegen, daf§ die Konstituentstruk-
tur durch Adjunktion nicht geéindert wird. Dies ist eine Ubungsaufgabe.)
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Nun haben wir also eine Kopfgrammatik, welche eine Sprache erzeugt, die nicht
durch eine BAG erzeugt werden kann. Wir zeigen nun obendrein, daf§ Kopgfgram-
matiken schwécher sind als 2-verzweigende lineare 2-LBGs, und diese wiederum
schwécher als lineare 2-1LBGs. Einige Teile dieser Argumentation werden allerdings
in die Ubungen verlagert, da sie nicht von zentralem Interesse sind.

Definition 4.5.6 FEine lineare LBG heifit n—verzweigend, falls die Polynombasis
aus hdchstens k—stelligen Vektorpolynomen besteht.

Der Grund fiir diese Definition ist der folgende Sachverhalt.

Proposition 4.5.7 Es sei S = L(G) fir eine n—verzweigende, k-lineare LBG.
Dann existiert eine k-lineare LBG H mit L(H) = S, bei welcher jede Regel hichstens
n-—stellig 1st.

Dazu mufl man sich iiberlegen, dafl eine hoherstellige Regel in kanonischer Weise
durch eine Folge n—stellige Regeln ersetzt werden kann, falls das zugehorige Vektor-
polynom durch héchstens n—stellige Polynome erzeugt wird. Auf der anderen Seite ist
nicht garantiert, dafl keine n—verzweigende Grammatik existiert, falls hoherstellige
Polynome verwendet wurden. Trotzdem la8t sich immer eine Sprache konstruieren,
bei der die hoherstelligen Polynome wesentlich verwendet werden. Sei zum Beispiel
diese Sprache gegeben. Wir definineren

T, = t"u", Yp (= V"'W
Das folgende Polynom ist nicht durch zwei- oder dreistellige Polynome darstellbar.

q((wo, w1>, <9Co,9€1>, <y0>yl>: <ZOZ1>) = <w09€0y020, y1w121$1>

Daraus la8t sich ein Beweis stricken, dafl die folgende Sprache nicht durch eine
2-verweigende LBG erzeugt werden kann.

L= {'rnoxnl'rngxngyngynoyngynl 1Mo, N1, N, N3 € w}

Wir wollen dies nicht ausfiihren, sondern uns der Frage nach den Kopfgramma-
tiken stellen. Wir wollen zeigen, dafl es eine Sprache gibt, welche durch eine 2-
verzweigende LBG erzeugt werden kann, aber nicht durch eine Kopfgrammatik.
Dies ist die Sprache

M = % By YnoUn, : Mo, N1 € W}

Zunichst einmal die Grammatik, welche diese Sprache erzeugt.
S(zoz1,yoy1) <« H(wo,71), H(yo, 1)

H(e, €) —
H(tzou, vrow) <« H(xg,z1)
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Offensichtlich ist dies eine 2—verzweigende LBG. Wir kénnen annehmen, diese Gram-
matik ist monoton. Nun werden wir zeigen, dafl Kopfgrammatiken diese Sprache
nicht erzeugen konnen. Dazu eine Definition. Es sei Z ein Wort, und C' = (v, 1)
sowie D = (2, 21) disjunkte Konstituenten. Wir sagen, C' liege links (rechts) von
D, falls alle Segmente von C' links (rechts) von jedem Segment von D liegen; C ist
zentral in D, falls zj C o und ¢ T 2. Schliellich sagen wir, C' und D kreuzen,
falls o C 2o C oy T 27 oder 2y C 4o T 21 C #;-

Lemma 4.5.8 FEs sei G eine Kopfgrammatik und T ein durch vG erzeugter Struk-
turbaum. Dann existieren in T keine kreuzenden Konstituenten.

Nun kommen wir zu unserer Sprache M. Wir werden zeigen, dafl jede sie erzeugen-
de Grammatik zwei kreuzende Konstituenten besitzen mufi. Es sei eine Zeichenkette
ToT1Yoy1 gegeben. Ist ng und nq grofl genug, existiert eine Konstituente vom Typ A,
welche eine weitere Konstituente vom Typ A enthélt. Man {iberlegt sich nun leicht,
daB A entweder in Zy7j, oder in Z17; enthalten sein muf. (Denn wird A gepumpt, so
muf} die gleiche Anzahl von , u, v und w gepumpt werden. Man bekommt automa-
tisch vier Teilworte der Form tP, u?, v’ und w”, welche gleichzeitig gepumt werden.
Damit dies aufgeht, miissen sie alle Teilworte von Zyy oder von Z%; sein.) Nun
seien ng und n; hinreichend grofi. Dann enthélt sowohl # als auch #; zwei (echt
ineinander enthaltene) Konstituenten gleichen Typs. Das bedeutet, daf§ wir jetzt an-
nehmen diirfen, 7oy enthélt zwei verschiedene Konstituenten Cy und € vom Typ
A und #1y; zwei Verschiedene Konstituenten Dy und D; vom Typ B. Man sieht
jetzt leicht, daBl Cy und Dy kreuzende Konstituenten sind. Denn weder Cy noch Dy
sind leer. Ferner enthélt C mindestens ein t, ein u, ein v und ein v; desgleichen
fiir Dy. Also mufl Cy = (tPouP', vP2wP?) sowie Dy = (t%u?,v®w®) sein. Das linke
Segment von Cj ist in ¥y enthalten, das rechte in 7; das linke Segment von Dy ist
in 7; enthalten, das rechte in 7.

Ubung 103. Es sei B ein Baum und 2 ein Adjunktionsbaum. Es sei ¢ das Resultat
der Adjunktion von 2 an z in B. Wir fassen B in natiirlicher Weise als Teilbaum
von € auf, ist x der untere Knoten von 2l in €. Man zeige: die Konstituenten von B
sind gerade die Schnitte von Konstituenten von € mit der Menge der Knoten von

B.

Ubung 104. Zeigen Sie, daB8 die Sprache {a"b"c"d" : n € w} nicht durch eine un-
regulierte BAG erzeugt werden kann. Hinweis. Gehen Sie wie in dem obigen Beweis
vor. Betrachten Sie eine Zeichenkette, die grofl genug ist, dal ein Baum adjungiert
worden ist und analysieren Sie die Adjunktionsstellen.

Ubung 105. Zeigen Sie, daB in dem Beispiel oben min{ps : B € A} = 0. Hinweis.
Vergleichen Sie die Ausfithrungen in Abschnitt 2.6.

Ubung 106. Zeigen Sie: Zu jeder Baumadjunktionsgrammatik G existiert eine BAG
G° in Standardform, derart, da G und G dieselben Konstituentenstrukturen er-
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zeugen. Was kann man iiber die Markierungsfunktionen sagen?
Ubung 107. Zeigen Sie Proposition 4.5.7.
Ubung 108. Beweisen Sie Lemma 4.5.8.

4.6 Indizierte Grammatiken

Indizierte Grammatiken erweitern das Konzept der kontextfreien Grammatiken auf
eine sehr spezielle Weise. Sie erlauben, zusétzlich zu einem Nichterminalsymbol eine
Folge von Indizes zu manipulieren. Wir kénnen indizierte Grammatiken allerdings
auch als Regelschemata auffassen. Dazu sei wie iiblich A unser Alphabet, N die
Menge der Nichtterminalsymbole (disjunkt zu A) und I eine zu A und N disjunkte
endliche Menge von sogenannten Indizes. Ferner sei f ein Symbol, welches nicht in
AU N U auftritt. Ein Indexschema o hat die Form

A'&_)BO'B)O Bn—l'ﬁn—l

beziehungsweise die Form
A-d—a

WO &’,ﬁ: € I* U {g} fir i < n, sowie a € A. Die Schemata der zweiten Art heiflen
terminale Schemata. Eine Instantiierung von o ist eine Regel

A-7ad — By - ﬁogo .. By1- g’nflgnfl

wobei Folgendes gilt:

1. Ist @ =4, so & = ¢ und y; = ¢ fiir alle i < n.
2. Ist @ # 1, so gilt fiir alle i < n: y; = € oder y; = .

3. Fiirallez'<n:ist6_;:ﬁ,sog}:€.

Fiir ein terminales Schema gelten analoge Bedingungen: ist @ = 4§, so gilt ¥ = .
Ein Regelschema bezeichnet die Menge aller seiner Instantiierungen. Ist in dem
Regelschema o a@ = f sowie 5@ = f fiir alle ¢ < n, so haben wir den klassischen
Fall einer kontextfreien Regel. Wir nennen deshalb ein Indexschema kontextfrei,
falls es diese Form hat. Wir nennen es linear, wenn ﬁ_; # # fiir hochstens ein @ < n.
Kontextfreie Schemata sind also linear, aber nicht notwendig umgekehrt. Im Ubrigen
bedient man sich der folgenden suggestiven Notation. Man denotiert mit A[ ] ein A
mit einem (beliebigen) Stapel, wihrend A kurz fiir Af steht. Man betrachte etwa
diese Regel:
Alil — B[] A Clij]
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Diese ist eine andere Form fiir das Schema
Ai— B At Cij,
welches wiederum alle Regeln der folgenden Form beinhaltet:

AZi — BT A OFij

Definition 4.6.1 Fine Indexgrammatik ist ein Quintupel G = (S, A, N, I, R),
wobei A, N, I paarweise disjunkte endliche Mengen sind, S € N das Startsymbol
und R eine endliche Menge von Indexschemata tiber A, N und I. G heifit linear,
falls alle seine Indexschemata linear sind.

Der Ableitungsbegriff kann iiber Zeichenketten wie auch iiber Baume formuliert wer-
den. (Dazu benétigt man allerdings die Disjunktheit von A, N und I. Denn sonst
sind die Kategoriesymbole nicht eindeutig aus der Zeichenkette rekonstruierbar.) Am
einfachsten ist es, wenn man sich vorstellt, die Indexgrammatik sei eine Grammatik
(S, N, A, R), wo im Unterschied zu einer kontextfreien Grammatik R jetzt nicht end-
lich ist sondern die Instantiierungsmenge einer endlichen Menge von Indexschemata.
Dann iibertragen sich alle Begriffe automatisch. Man iiberlege sich, dafl zu jeder In-
dexgrammatik G eine Indexgrammatik in 2-Standardform (Chomsky—Normalform)
existiert, welche die gleiche Sprache erzeugt.

Als Beispiel einer Indexgrammatik geben wir hier die folgende Grammatik G. Es
sei A={a}, N={S,T,U}, I ={4i,j}, sowie

s[] — T[]
T[] — T[i]
TH] — U[]
Ui — U] Uf]
Uil — a

Es gilt L(G) = {a?" : n € w}. Zum Beispiel betrachte man folgende Ableitung.

S — Tj — Tji
—  Tjii — Tjiii
— Ujii — UjiUji
— Ujiujuj — Ujujujuj
— aUjujuj — aaljUj
— aaalj — aaaa

Indexgrammatiken sind also ziemlich stark. Dennoch stellt sich heraus, daf§ Index-
grammatiken PTIME-Sprachen erzeugen konnen. (Im Wesentlichen kann man auch
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fiir Indexgrammatiken einen Chart—Algorithmus angeben. Auch dieser ben6tigt nur
polynomiell viel Zeit, analog wie bei den einfachen LBGn.) Von besonderem Interesse
sind hier die linearen Indexgrammatiken.

Nun kommen wir zu der Gleichwertigkeit von LIGs und BAGs. Sei G eine LIG;
wir wollen eine BAG konstrueiren, welche die gleichen Konstituentenstrukturen er-
zeugt. Wir werden in etwa den gleichen Beweis anstreben wie fiir kontextfreie Gram-
matiken. Die Idee ist wiederum, in einem Baum Knoten x und y gleicher Marke X7
aufzusuchen. Dies kann jedoch fehlschlagen. Denn einerseits kénnen wir zwar erwar-
ten, dafl wir Knoten finden, welche dasselbe Nichtterminalsymbol tragen, aber wir
wissen dann nicht, ob sie den gleichen Stapel haben. Es kann sogar vorkommen,
daf iiberhaupt kein solches Paar Knoten mit gleichem Stapel existiert. Dazu werden
wir eine erste Vereinfachung vornehmen. Wir erlauben G nur Regeln der folgenden
Form zu haben:

X[i] — Y.V, Y[ Y. .. .Y
X[] — Y%..Y, Y[ Y. Yo
X — Yy...Y,

X — a

Mit anderen Worten, wir erlauben nur, jeweils ein einzelnes Symbol auf den Stapel
zu tun oder wegzunehmen. Eine solche Grammatik wollen wir einfach nennen. Es ist
klar, dal wir G unter Beibehaltung der erzeugten Konstituentenstrukturen auf eine
einfache Form bringen kéonnen. Dann haben wir stets folgende Eigenschaft: ist x ein
Knoten mit Marke X # und dominiert 2 unmittelbar den Knoten 2’ mit Marke Y 74,
so existiert ein Knoten 3/ < 2’ mit Marke V2%, welcher unmittelbar einen Knoten
mit Marke WZ dominiert. Zumindest sind dann die Stapel gleich, aber wir haben
noch nicht Y = V. Um dies zu erreichen, miissen wir noch einen zweiten Schritt
tun. Wir erweitern die Menge der Nichtterminalsymbole zu der Menge aller Paare
(A, B) mit A, B € N. Ferner bekommt jedes Paar ein Superskript aus {o, a, e}. Die
Superskripte notieren, ob wir an dieser Stelle einen Index kellern (a), hervorholen
(€) oder gar nichts tun (o). Das Indexalphabet ist jetzt N2 x I. Die obenstehenden
Regeln werden jetzt wie folgt reformiert (der Ubersichtlichkeit halber sei stets n = 3
und j = 1). Fiir eine Regel vom zweiten Typ setzen wir alle Regeln der Form

(X, X = (Yo, Y5) (Y, Y)(X, X", 0)] (Y, Yp)/°

Wir kellern also zusétzlich zu dem Index 7 noch die Information iiber die Marke, mit
welcher wir begonnen haben. Das Superskript a ist obligatorisch fiir (X, X’)! Aus
den Regeln des ersten Typs werden folgende Regeln:

(X, X)W Y] 0)] — (Yo, Yp) (WYY)e (Ya, ¥5)/°
Wir fiigen allerdings noch die folgenden Regeln hinzu:

§)  (V,Y))"— (Y], Z)"/°
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fir alle Y1,Y/,Z € N. Die Regeln des dritten Typs werden wie folgt ersetzt.
(X, X)) = (Yo, Y5)“* (i, Y)? (Yo, Y5)"
Schliefflich ersetzen wir die Regeln des vierten Typs durch
(X, X"V —a

Wir nennen diese Grammatik G*. Wir wollen zunéchst sehen, warum G und G* die
gleichen Konstituentenstrukturen erzeugen. Sei dazu eine G*-Ableitung gegeben.
Wir erhalten dann eine G—Ableitung wie folgt. Jedes Symbol der Form (X, X')a/¢/°
wird ersetzt durch X, jedes Stapelsymbol (X, X’ i) durch i. Anschlieend werden
die Regeln vom Typ (§) tibersprungen. Dies liefert eine G—Ableitung, wie man sich
leicht iiberlegt und erzeugt dieselbe Konstituentenstruktur. Sei umgekehrt eine G-
Ableitung gegeben mit assoziiertem geordneten Baum 8. Dann gehen wir von oben
nach unten gehend im Baum wie folgt vor. Angenommen, eine Regel zweiten Typs
wurde bei Knoten x angewendet und der Index ¢ gekellert. Man suche den héchsten
Knoten y < x auf, bei dem der Index ¢ hervorgeholt wird. Habe y die Marke B, z
die Marke A. Dann ersetze A durch (A, B)® und den Index ¢ auf allen Knoten bis
y durch (A, B,i). Zwischen x und y fiigen wir einen Knoten y* mit Marke (A, B)®
ein. y* habe y als einzige Tochter. y behélt zunédchst noch die Marke B. Falls bei
x allerdings kein Symbol gekellert wird, so wechsle man die Marke A aus durch
(A, A", wo A’ beliebig ist. Ist man am Baum unten angekommen, so erhilt man
einen G*-Baum. Wiederum sind die Konstituentenstrukturen erhalten geblieben,
da nur einstellige Regeln eingefiigt worden sind.

Jetzt gilt Folgendes. Wird bei x der Index (A, B, i) gekellert, so hat = die Marke
(A, B)® und es existiert ein Knoten y unterhalb von z, bei dem dieser Index wieder
entfernt wird und der die Marke (A, B)¢ tragt. Wir sagen, y sei assoziiert zu z. Man
definiere jetzt also wie im Falle kontextfreier Sprachen Zentralbéume als Baume, de-
ren assoziierte Zeichenkette terminal ist und in denen kein Paar assoziierter Knoten
existiert. Man {iiberlegt sich, dafl in solchen Baumen kein Symbol gekellert wird.
Kein Knoten triagt daher ein Kellersymbol. Daher existieren auch nur endlich vie-
le solche Baume. Nun definiert man die Adjunktionsbaume. Dies sind Baume, bei
denen die Marke der Wurzel die Form (A, B)* hat, genau ein Blatt eine nichtter-
minale Marke, und diese ist (A, B)¢. Ferner soll innerhalb des Baum kein Paar von
assoziierten Knoten existieren. Wiederum ist klar, dal es nur endlich viele solcher
Baume geben kann. Dies bilden unsere Adjunktionsbdume, wobei wir nur noch Fol-
gendes tun. Die Marken (X, X')° ersetzen wir durch (X, X’), die Marken (X, X')®
und (X, X")¢ durch (X, X")V. (Wurzel und assozierter Knoten bekommen also ein
Adjunktionsverbot.) Ab jetzt lduft der Beweis wie im kontextfreien Fall.

Nun sei umgekehrt eine Baumadjunktionsgrammatik G = (C, A) gegeben. Wir
wollen eine LIG bauen, welche die gleichen Konstituentenstrukturen erzeugt. Dazu
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nehmen wir an, alle Baume aus C und A seien auf paarweise disjunkten Mengen
von Knoten realisiert. Es sei K die Vereinigung dieser Knotenmengen. Diese ist
gleichzeitig unsere Menge der Nichtterminalsymbole; die Menge A ist unsere Menge
der Indizes. Nun formulieren wir die Regeln. Es sei i — jo j1...Jjn_1 €in lokaler
Teilbaum eines Baumes. (A) Es sei ¢ nicht zentral. Dann sei

t—Jo J1---Jn—1

eine Regel. (B) Es sei i« Wurzel von ¥ und jj, zentral (und damit nicht ausgezeichnetes
Blatt). Dann sei

il = Jo Je—1 Jkl%] Jr41.--Jnat

eine Regel. (C) Es sei jj, ausgezeichnetes Blatt in €. Dann sei

i[T] = Jo Je-1 Jkl] Jrsr--Jna

cine Regel. (D) Es sei ¢ in ¥ zentral, aber keine Wurzel, und jj zentral aber nicht
ausgezeichnetes Blatt. Dann sei

il = Jo-Je—1 Jel] Jks1---dn—a

eine Regel. Nichts sonst sei eine Regel. Dies definiert die Grammatik G!. (Diese
hat, wie man leicht sieht, offensichtlich Startbdume iiber verschiedenen Startsym-
bolen. Dies 1a8t sich aber leicht beheben.) Wir behaupten nun, daf§ diese Gramma-
tik dieselben Konstituentenstrukturen iiber A erzeugt. Dies tun wir durch Induk-
tion iiber die Ableitung. Sei T ein Zentralbaum, etwa T = (B, <,,¢). Dann sei
T = (B, <,C, 1), wo ¢1(i) := i, falls i nichtterminal, und ¢! (i) := £(i) sonst. Man
tiberlegt sich leicht, da8 dieser Baum ableitbar ist. Nun seien ¥ = (B, <,, ) und
T! = (B, <,C, ¢!) bereits konstruiert; es entstehe 4 = (C, </, =/, ¢') aus T durch
Adjungieren eines Baumes B an einen Knoten z. Indem wir x zur Wurzel des ad-
jungierten Baumes machen, haben wir B C C, <’ NB? = <, .’ NB? = C und
¢ B=/{. Nunist U = (C,<',/,¢"). Ferner existiert ein Isomorphismus zwischen
dem Adjunktionsbaum B und dem lokalen Teilbaum induziert auf C' U {z}. Es sei
7 : CU{z} — B dieser Isomorphismus. Es sei '/(y) := (!(y), falls y € B — C.
Es sei £'1(y) := 7(y), falls m(y) nicht zentral; es sei £'/(y) := ¢ (x) := ¢*(z), falls y
ausgezeichnetes Blatt ist. SchlieSlich sei £/ (z) = X, so X ein Nichtterminalsymbol
und ¥ € I*. Ist dann y zentral aber nicht Wurzel oder Blatt, so setze nunmehr

("(y) == 7(y)7B

Nun rechnet man leicht nach, da8 der so definierte Baum tatséchlich in G ableitbar
ist. Nun mufl man ebenso zeigen, dafl wenn i in G’ ableitbar ist, so existiert ein
Baum U4 mit (44)! = § welcher in G ableitbar ist. Dazu bedient man sich der
Methode des Aushéngens. Man sucht Knoten x und y derart, daf} sie gleichen Stapel
besitzen, z > y, keine Element dazwischen gleichen Stapel besitzt. Ferner soll kein
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solches Paar in |z — (|y U {z}) existieren. Hat man solch einen Baum, so sicht
man leicht, dal er isomorph zu einem Adjunktionsbaum ist. Man héangt diesen aus
und bekommt so einen echt kleineren Baum. (Die Existenz eines solchen Baumes
mufl man sich noch sichern. Das geschieht aber wie im kontextfreien Fall. Wihle
namlich z von minimaler Hohe derart, dal ein y < x mit gleichem Stapel existiert.
Anschliefend wihle y maximal mit dieser Eigenschaft. In |z — (| y U{z}) kann nun
kein weiteres Paar Knoten 2/, y' gleichen Stapels existieren mit 3’ < /. Sonst wéire
x ja nicht minimal.) Fassen wir zusammen.

Theorem 4.6.2 Genau dann ist eine Menge von Konstituentenstrukturen erzeugt
von einer lineare Indexgrammatik, wenn sie durch eine Baumadjunktionsgrammatik
erzeugt wird.

Man sagt auch, diese Grammatiktypen sind konstituentendquivalent.

Eine Regel heifit rechtslinear, falls der Index nur an die rechte Tochter vererbt
wird. Es ist also die linke Regel rechtslinear, die rechte nicht:

All—= B C(C[i] B, All—= B C BJj

Eine Indexgrammatik heifit rechtslinear, falls jede Regel rechtslinear ist. (Damit
ist sie automatisch auch linear.)

Theorem 4.6.3 (Michaelis & Wartena) Genau dann wird eine Sprache durch
eine rechtslineare Indexgrammatik erzeugt, wenn sie kontextfrei ist.

Beweis. Es sei G rechtslinear, X € N. Definiere Hx wie folgt. Das Nichttermina-
lalphabet hat die Form 7" := {X° : X € N}, das Terminalalphabet ist das von G,
ebenso das Indexalphabet. Das Startsymbol sei X. Nun wird zu jeder Regel

AH — By...B,_1 B[Z]n

die Regel
A°[]— A B

aufgenommen. Diese Grammatik ist sogar rechtsreguldr und erzeugt eine kontext-
freie Sprache (siehe die Ubungen). Es existiert mithin eine kontextfreie Grammatik
Lx = (8% NL N, R%L) welche L(Hx) erzeugt. (Hiebei ist also N das Nichttermi-
nalalphabet von G, aber das Terminalalphabet von Ly.) Wir nehmen an, da§ N7 zu
unseren bisherigen Alphabeten disjunkt ist. Wir setzen jetzt N’ := | J NX U N, sowie
R :=JRY URUR™, wo R die Menge der kontextfreien Regeln von G ist und R~
die Menge der Regeln A[ | — By... B,,—1 derart, dal A[| — By...B,-1 B,li] € R.
Endlich sei G’ := (Sp, N’, A, R'). G’ ist sicher kontexfrei. Es bleibt zu zeigen, daf
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L(G'") = L(G). Dazu sei ¥ € L(G). Es existiert folglich ein Baum B mit assoziier-
ter Zeichenkette Z, welcher von G abgeleitet wird. Induktiv iiber die Hohe dieses
Baumes wird gezeigt, dal © € L(G’). Die Induktionsbehauptung ist genauer diese:
zu jedem G—-Baum B mit assoziierte Zeichenkette ¥ existiert ein G'-Baum B’ mit
assoziierter Zeichenkette x; und falls die Wurzel von B die Marke XX traigt, so
tragt die Wurzel von B’ die Marke X . Falls B keine Stapelsymbole enthélt, ist die
Behauptung wahr; man nehme 8’ := 9B. Ferner ist die Behauptung leicht zu sehen,
falls die Wurzel durch eine kontextfreie Regel expandiert wurde. Sei dies jetzt nicht
mehr der Fall; habe der Baum eine Wurzel mit Marke U. Es sei P die Menge der
rechten Knoten von B. Fiir jedes © € P sei B(x) derjenige Baum, der alle Knoten
enthélt, welche unterhalb von x sind aber nicht unterhalb von einem y € P mit
y < x. Es ist leicht zu sehen, dafl diese Mengen eine Partition von B bilden. Sei
u <z, u ¢ P. Der von u dominierte Baum kann nach Induktionsvoraussetzung in
einen Baum ¥, umgebaut werden, welcher dieselbe assoziierte Zeichenkette besitzt
sowie dieselbe Wurzelmarke und der von G’ erzeugt wird. Der lokale Baum von z in
B(z) ist damit eine Instanz einer Regel aus R~. Wir bezeichnen den zu z erhaltenen
Baum mit B/,. Es ist B/ ein G'-~Baum. Ferner gilt: ist y < z, y € P, und ist u < «x,
so ist u C y. Es sei also P = {x; : i < n} eine Aufzidhlung mit z; > ;. fiir alle
i <n—1.8ei A; die Wurzelmarke von x; in B/, . Das Wort [],_, A; ist ein Wort von
Hy;. Infolgedessen wird es von Ly erzeugt. Daher wird es auch von G’ erzeugt. Es
existiert damit ein Baum € zu diesem Wort. Seien die Blédtter des Baumes gerade
die x; und habe z; die Marke A;. Dann héngen wir jetzt %;i an die Stelle von x; fiir
alle i < n. Dies definiert ®. Es ist ® ein G'~Baum mit assoziierter Zeichenkette .
Die Umkehrung sei dem Leser iiberlassen.

Kombinatorische Kategorialgrammatiken hatten wir schon im Abschnitt 3.2 ein-
gefithrt. Das Konzept war allerdings sehr weit gefafit. In der Literatur wird, Mark
Steedman folgend, unter einer CCG im Wesentlichen eine solche um Kombinatoren
erweiterte Kategorialgrammatik verstanden, bei der die Kombinationsregeln durch
die generalisierten Funktionskompositionen sowie Applikation definiert sind. Um ei-
ne moglichst einheitliche Notation zu ermoglichen, definieren wir wie folgt:

altp = a/p
al”f = P

Wir nehmen p; als Variable fiir Zeichen aus {+, —}. Eine Kategorie ist eine wohl-
geformte Zeichenkette iiber {B, (,),|*,|”}. Wie iiblich wird Linksklammerung ver-
einbahrt, womit jetzt Klammern entfallen. Diese sollen allerdings jetzt in der Zei-
chenkette nicht existieren. Also ist a |t b |~ ¢ eine Kategorie wie auch a |* (b |~ ¢),
(a7 D) |~ ¢) sowie (a [T (b |~ ¢)) jedoch nicht. Ein Block ist eine Kette der
Form |* 3 oder der Form |~ /3, wo ( ein Kategoriesymbol ist. Eine p—Kategorie ist
eine Folge von Blocken, aufgefait als Zeichenkette. Damit ist eine Kategorie schlicht
eine Zeichenkette der Form « - A, wo A eine p-Kategorie ist. Sind A und A’ p—
Kategorien, so auch A - A’. Ist « eine Kategorie, so wird der Kopf von a, K(«)
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induktiv wie folgt definiert.

1. K(b):=b.
2. K(a P B) = K(a).

Lemma 4.6.4 Jede Kategorie o kann zerlegt werden in o = K(a) - A, wo A eine
p—Kategorie ist.

Fassen wir die Folge schlicht als Zeichenkette auf, so konnen wir - als Konkatenation
von Blocken beziehungsweise Folgen von Blocken benutzen. Wir erlauben folgende
Operationen.

altB o B = o
/3 09 C(’_/@ = (6]
altB of A" = a-A"
g-A" of al|”pf = a-A"

Hierbei ist A™ eine Variable fiir p—Kategorien bestehend aus n Blocken. Es ist zusétz-
lich moglich, die Wahl der Képfe von o und (8 einzuschrianken. Dies bedeutet, daf3
wir Operationen of A" definieren miissen, dergestalt, dafl

ool R g { ao™ 3, falls K(o) € L,K(f) € R

*, sonst.

Dies bedeutet also, dafl wir von unserem Ideal abweichen, die Typen allein implizit
durch die Kombinatoren bestimmt zu lassen.

Definition 4.6.5 Eine Kombinatorische Kategorialgrammatik ist eine Ka-
tegorialgrammatik, welche endlich viele der Operationen aus {olL’R,og’R : LR C
B} U {o™" oR" e w L R C B} verwendet.

Man beachte im Ubrigen, daBl oy = og und oy = o} ist. Dies erleichtert das Rechnen.

Theorem 4.6.6 Zu jeder Kombinatorischen Kategorialgrammatik G existiert eine
lineare Indexgrammatik H, welche die gleichen Bdume erzeugt.

Beweis. Es sei G gegeben. Insbesondere ordnet GG jedem Buchstaben a € A eine
endliche Menge ((a) von Kategorien zu. Wir betrachten die Menge M der Teilterme
von Kategorien aus (J{¢(a) : @ € A). Dies ist eine endliche Menge. Wir setzen
N := M und I := M. Kategorien konnen wir geméfl Lemma 4.6.7 immer als Paare
der Form a[A] schreiben, wo aw € N und A eine p—Kategorie iiber I. Ferner existieren
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endlich viele Operationen, welche wir auch als Regeln schreiben konnen. Es sei etwa
of " eine Operation. Dies bedeutet, dafl wir Regeln der Form

a—al"8 f

besitzen, wo K () € L und K(a) € R. Dies schreiben wir in lineare Indexregeln
um. Man beachte, daf} in jedem Fall § € M sein muf}, wegen Lemma 4.6.7. Ferner
mufl « € M sein. Wir schreiben also alle Regeln der Form

() a—=3dAl 5

auf, wo 0[A] = |3 ist fiir irgendwelche o, A € M* und ¢, 3 € M. Diese kann man
in endlich viele lineare Regelschemata zusammenfassen. Man fixiere dazu (3, wobei
K(fB) € R. Es sei B die Menge aller Folgen (v; : i < p) € M*, deren Konkatenation
gerade [T ist. B ist endlich. Jetzt setze fiir () alle Regeln der Form

() of—=dfA] B

wobei o € M beliebig mit K(«) € L und A € B. Jetzt kann man leicht sehen, daf
jede Instanz von (f) eine Instanz von (I) ist und umgekehrt.

Analog geht man fiir die Regel der folgenden Form vor.
B—al'p
Desgleichen erhalten wir aus den Operationen og’R’" Regeln der Form
()  a-A"—al*8 A"

wo K(a) € Lund K(f) € R. Nun gilt, wiederum wegen Lemma 4.6.7, dal A" € M™
und dafl § € M. Einzig « ist also wieder beliebig grofi. Dennoch bekommen wir
a € MT, aufgrund von Lemma 4.6.7. Deswegen entspricht (%) lediglich endlich
vielen linearen Indexschemata.

Es gilt im Ubrigen nicht die Umkehrung; denn die Baume, welche eine LIG er-
zeugt, miissen nicht 2—fach verzweigend sein. Allerdings sind beide Grammatiktypen
schwach dquivalent, das heift, sie erzeugen die gleichen Sprachen.

Lemma 4.6.7 Es sei G eine Kombinatorische Kategorialgrammatik iber A und M
die Menge der Kategorien, welche Teilkategorien eines o € ((a), a € A, sind. Dann
gilt: ist T eine Zeichenkette des Typs o in G, so ist a = - A, wo o € M und A
eine p—Kategorie tiber M ist.

Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Linge von # und wird als Ubung {iber-
lassen.
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Ubung 109. Eine lineare Indexgrammatik heiBt rechtsregulir, falls Regeln entweder
die Form X — aY'[i], die Form X[i] — aY, oder die Form x — aY haben, mit X
und Y Nichtterminalsymbole. Zeigen Sie: genau dann ist S kontextfrei, wenn es die
Sprache einer rechtsreguléren linearen Indexgrammatik ist. Hinweis. Modellieren Sie
die Aktionen eines Kellerautomaten mit Hilfe von rechtsreguldren Regeln.

Ubung 110. Zeigen Sie die folgende Behauptung. Zu jeder Indexgrammatik G exi-
stiert eine Indexgrammatik H in 2-Standardform derart, daff L(G) = L(H). Ist G
linear (kontextfrei), so kann auch H linear (kontextfrei) gewdhlt werden.

Ubung 111. Beweise Sie Lemma 4.6.7.

4.7 Kompositionalitéit

In diesem Anschnitt wollen wir noch einmal die Diskussion um Kompositionalitit
aufgreifen. Wie wir schon in Abschnitt 3.1 gesehen haben, gibt es einige Begriffe von
Kompositionalitéit, welche nicht so sehr die Sprache selbst als vielmehr die Wahl der
Grammatik einschrinken. Also sind in diesem Sinne nicht Sprachen kompositional,
sondern eigentlich nur Grammatiken. Wir teilen diese Ansicht nicht. Unseres Er-
achtens gibt es durchaus nicht—kompositionale Sprachen. Entscheidend hierbei ist
die Frage nach den zulédssigen Modi. Ein n—stelliger Modus wird bestimmt durch
ein Tripel n—stelliger Funktionen, welche jeweils die Exponenten, die Typen und die
Bedeutungen manipulieren. Wir fordern nun insbesondere auf der Ebene der Ex-
ponenten, dafl die auftretenden Funktionen nichts zerstoren sollen. Auf diese Weise
gewinnt der Begriff des Zusammenfiigens wirklich einen Sinn. (Kompositionalitét
kommt vom Lateinischen compositio, das Zusammenfiigen.) Mehr noch: wir fordern,
daB es keine sogenannten synkategorematischen Symbole gibt, das heift, solche Sym-
bole, die ein Modus einfiigt, ohne daf} sie zu einem der Teile gehoren. Auf diese Weise
ist jede Zeichenkette das Ergebniss eines Polynoms, angewendet auf gewisse Vekto-
ren, und dieses Polynom bestimmt den strukturellen Aufbau sowie — indirekt —
die Bedeutung und den Typ. Zunéchst einmal die relevanten Definitionen.

Ist q : (A*)™ — (A*)™ ein Vektorpolynom, so existieren Polynome p;, i < n,
derart, dafl
qUZ i <n,g<m)) = p;((Z 5 <m)):i<n)

Wir nennen [[,_, p;({x] : j < n)) das zu q assoziierte Polynom. (Beachte: keine
Vektorpfeile!) Dies ist ein gewohnliches Zeichenkettenpolynom.

Definition 4.7.1 FEin Polynom p(Z) heifle rein, wenn es keine Konstantensymbole
enthdlt. Ein n-stelliges reines Polynom p(Z) := [[;_,, i, heifie echt, falls jedes
x; die Form x;, hat fir ein k < m. Ein Vektorpolynom q, welches eine Funktion
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(A*)m™ — (A*)™ reprasentiert, heifst rein beziehungsweise echt, falls das assoziierte
Polynom rein beziehungsweise echt ist.

Nachdem wir nun die Wahl der Exponenten und die Funktionen darauf wie auch
die Bedeutungen eingeschréankt haben, wollen wir als letztes noch die Wahl der
Typen betrachten. Im Folgenden wollen wir annehmen, dafl Zeichengrammatiken
nur echte Polynome verwenden. Dies erlaubt uns, von Konstituenten zu reden, wie
in Abschnitt 4.4 definiert. Denn sei ¥ gegeben. Ist ¥ ableitbar und wird bei der
Ableitung ein Zeichen o eingesetzt, so ist  das Ergebnis der Anwendung eines echten
Polynoms auf den Exponenten von . Indem wir dies fiir alle Teilkonstituenten tun,
bekommen wir eine Konstituentenstruktur. Nun definieren wir Folgendes.

Definition 4.7.2 FEine Folge C = (W; : i < n+1) heifst ein n-Kontext. Eine Folge
v = (¥; : i <n) kommt in & im Kontext C vor, falls gilt

7= ([T a@.5)- @, .
<n

Wir schreiben dann auch C(v) anstelle von Z.

Man beachte, daf3 eine n—Folge von Zeichenketten auch wahlweise als n — 1-Kontext
betrachtet werden kann. Es sei nun X ein Zeichensystem, und S der ausgezeichnete
Typ. Ferner sei

S(X) = {H T; o es existiert pu: ((Z; i < n),S,pu) € 3B}
i<n
Jetzt sei & ein Wort aus S(X), welches wie folgt dekomponierbar ist:
7= ([ @) - i
1<n
Ferner sei eine Zeichengrammatik G iiber n—Vektoren von Zeichenektten gegeben,

welche ¥ erzeugt, derart, dafl das Vorkommen von v := (¥ : i < n) in & eine
Konstituente ist. Jetzt definieren wir

Cx(v) == {C: C(v) € S(T)}

Dies ist die Kontextklasse von v. Die grundlegende Idee ist nun, dafl Typen nicht
feiner unterscheiden diirfen als Kontextklassen.

Definition 4.7.3 Es sei ¥ ein Zeichensystem und G eine Grammatik, welche sie
erzeugt. G ist natirlich, falls gilt: ist Cx(v) = Cx(w), so haben v und o stets
denselben Typ. Dies bedeutet: ist (v, 7, u) € X, so existiert ein ' mit (vo,7,1') € X,
und ist (v, 7, 1) € X, so existiert ein y' mit (v, 7,1’y € X.
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Definition 4.7.4 FEin vektorielles Zeichensystem ist eine Menge ¥ C (A*)" X
T x M fiir ein gewisses n € w. 3 ist kompositional, falls es eine endliche Signatur
Q gibt und partielle Q-Algebren 3 = (A" {f3>: f € F}), T = (T {f*: f €
F}) und M = (M, {f™ : f € M}) derart, daf8 alle Funktionen berechenbar sind
und ¥ genau die Menge der O-stelligen Zeichen aus 3 X T x 9 ist. X ist streng
kompositional, falls eine natiirliche Zeichengrammatik fir 3 existiert, in der fir
jedes f € F die Funktion f3 ein echtes Vektorpolynom, ist.

Die Definition von Kompositionalitit ist in etwa der in der Literatur gebrduch-
liche (modulo Adaptation auf Zeichensysteme), wihrend der Begriff der strengen
Kompositionalitit in etwa derjenige ist, welchen wir fiir den genuinen Begriff von
Kompositionalitit halten. Wir sagen, ein Vektorpolynom sei inkrementell, falls es
nicht die nullstellige Konstante € und nicht die Identitét ist.

Theorem 4.7.5 FEs sei X ein streng kompositionales vektorielles Zeichensystem.
Ferner ser zu jedem Modus M die Funktionen M, M™ und M" in EXPTIME
und M¢® stets inkrementell. Dann existiert ein polynomieller Algorithmus, welcher
zu gegebenem Vektor v eine Bedeutung m und einen Typ t angibt, derart, dafs
(b,t,m) € X, falls diese existieren, und * sonst. Insbesondere ist die durch % defi-
nierte Zeichenkettensprache in EXPTIME.

Zum Beweis notieren wir folgenden Sachverhalt.

Lemma 4.7.6 FEs sei X ein streng kompositionelles Zeichensystem mat natiirlicher
Grammatik G, in welcher alle Polynome echt und inkrementell sind. Es sei v ein
Vektor, dessen assoziierte Zeichenkette die Linge n hat, und t ein Strukturterm,
dessen assoziierter Vektor gerade v ist. Dann ist |t| < n.

Der Beweis ist als Ubung iiberlassen. Man mufl nun einfach sémtliche Strukturterme
der Lange < n auflisten und schauen, ob sich unser Vektor unter den assoziierten
Vektoren dieser Terme befindet. Fiir jedem Term benotigt man O(2") Schritte, und
es existieren O(2%") Terme (c und d sind positive reelle Zahlen). Man benétigt al-
so insgesamt O(2(°+9") Schritte. Falls man nun verlangt, die Funktionen M¢, M7
und M* seien in PTIME, so 148t sich dennoch nicht die Zeitschranke auf PTIME
driicken. Ein Chart—Algorithmus ist ja nur deswegen polynomiell, weil er zwischen
verschiedenen Bedeutungen eines Vektors mit gewissem Typ nicht unterscheiden
mufl. Aber da die Bedeutungsfunktionen sensitiv gerade beziiglich Bedeutungen
sind, kann es notwendig sein, alle verschiedenen Bedeutungen (also exponentiell
viele) abzuspeichern. Dies kann zu exponentiellem Aufand fithren. Wie wir weiter
unten sehen werden, ist der Zusatz, dafl die Funktionen inkrementell sein miissen,
wichtig.
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Es ist nicht unwichtig, noch einige Begriffsklarungen vorzunehmen.

Definition 4.7.7 Es sei f ein Modus. Wir nehmen an, f3 sei ein Vektorpolynom
q. Ist q nicht rein, sondern ist es ein Polynom, welches auch noch von einer Kon-
stanten a Gebrauch macht, so heifit jedes Vorkommen von a, welches durch q in die
Zeichenkette eingefiigt wird, ein synkategorematisches Vorkommen von a.

Ein wichtiges Beispiel sind die Klammern. In den gebrauchlichen Lehrbiichern zur
Logik redet man von A, V, — als logischen Symbolen, von den Klammern ( und )
dagegen als synkategorematischen Zeichen. Was dies besagt, ist, dafl eine Zeichenket-
te der Form (p0 Apl) als Konstituenten nur p0, A sowie pl enthélt. Die Klammern
kommen gewissermafien von auflen dazu. Das zu der ersten der folgenden kontext-
freien Regeln

T — TF,T

F, — A|V]|—

gehorende Polynom ist zum Beispiel das Polynom
p($07$1ax2) = ( Xy X1 Ty )

Sind die Klammern allerdings nicht synkategorematisch, so haben wir zwei Mo6glich-
keiten. Erstens: die Klammern sind Symbole der Sprache und eigensténdige Konsti-
tuenten. Dann haben wir etwa folgende, kontextfreie Regeln.

T — LTF,TR
F, — A|V]|—
L — (

R — )

Oder es bilden die linke Klammer, das Infixsymbol und die rechte Klammer eine
Einheit, welche zusammen eine Konstituente bildet. In diesem Fall miissen wir mit
diskontinuierlichen Konstituenten arbeiten, welche aus drei Teilen bestehen.

T(e, 20T0T1T221Y0Y1Y222,€) <  T(xo, 21, 22) T(Yo,y1,¥2) Falzo, 21, 22)
Fa((GA,)) —
FQ( (, V, )) —
F2( (7 s )) —
In der Regel ist bei Sprachen die Menge der zuléssigen Exponenten und deren Be-
deutung bekannt. Fiie einen Sprecher des Deutschen bedeutet dies, dal er jeden
Satz daraufhin priifen kann, ob er grammatisch ist, und wenn ja, was er bedeutet.
Es ist dahingegen nicht klar, was denn die Typen, das heiflt die grammatischen Ka-
tegorien unserer Sprache sind. Wir haben bisher gesagt, daf diese Teil der Sprache
sind, insofern nicht frei wihlbar. Dies birgt allerdings eine Gefahr, denn es ist am
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wenigsten klar, ob gewisse Ausdriicke nun einer verschiedenen Kategorie angehoren
oder nicht. Im schlimmsten Falle kann man schlicht behaupten, jedes Zeichen besitze
einen anderen Typ (zum Beispiel seinen Strukturterm); dies fithrt dann natiirlich
unsere Definitionen ad absurdum. Deswegen verlangen wir, dafl Konstituentenvor-
kommen nicht weiter differenziert werden diirfen als ihre Substitutionsklasse. Diese
ist nur mit Riickgriff auf das ausgezeichnete Symbol S und die Zeichenkettensprache
definiert. Wir geben ein Beispiel. Es seien A = {a, b, c}. Als Zeichenkettensprache
haben wir lediglich {ab, ac}. Es bedeute b und c die Zahl 1, ab die Zahl 5, ac die
Zahl 3. Es bestehe ab aus den Buchstaben a und b und ac aus den Buchstaben a
und ¢ (sodafl sie also keine Elementarzeichen sind). Welche Bedeutung kann man
fir a annehmen? (Dies ist ein Beispiel von Zadrozny [53].) Hier ist eine Losung.
Man gebe a den Typ A, b den Typ B und c den Typ C. Jetzt definiere man zwei
bindre Modi. Der eine verbindet a und b und wirft 5 aus, der andere verbindet a und
c und wirft 3 aus. Dies ist kompositional. Es ist aber nicht streng kompositional,
denn die Substitutionsklassen von b und c sind gleich. Also miissen b und c¢ den
gleichen Typ haben. Es gibt tatséchlich keine streng kompositionale Grammatik fiir
diese Sprache. Denn jeder Modus, der auf a und b anwendbar ist, ist auch auf a
und ¢ anwendbar: sie unterscheiden sich nicht im Typ und nicht in der Bedeutung.
Ein Unterschied allein in dem Exponenten ist allerdings nicht einschlédgig, weil die
Exponenten nur durch echte Polynome manipuliert werden diirfen und daher auf
die Form des Exponenten keine Riicksicht nehmen. Es folgt nun unmittelbar, daf
ab und ac in einer streng kompositionalen Grammatik die gleichen Bedeutungen
haben miissen. Es bleibt allerdings unbenommen, ab und ac als Exponenten ge-
wisser O-stelliger Modi zu sehen, womit sie keiner Analyse zugénglich sind. Dann
fungieren sie aber genauso wir Idiome, wie etwa nicht alle Tassen im Schrank
haben, welche eine Bedeutung haben, die eben nicht aus den Einzelbedeutungen
durch regulédre Prozesse entsteht.

Nun jedoch wollen wir einige Beispiele diskutieren, damit klar wird, welche Spra-
chen jetzt kompositional sind und welche nicht. Wir beginnen mit einem negativen
Beispiel, die Aussagenlogik. Eine Definition ist wie folgt. Das Alphabet besteht aus
V = {p;, : i € w} sowie den Symbolen T, L, =, A, und V (dies ist nur eine der
moglichen Mengen von elementaren Junktoren). Es sind p;,, T und L O-stellig, —
einstellig und alle anderen Symbole zweistellig. Wir schreiben der Einfachheit halber
in Polnischer Notation. Damit ist die Menge der Aussagen definiert. Syntaktische
Typen haben wir nur einen, S. Alle Zeichen haben also den gleichen Typ. Nun zu
der Bedeutung. Eine Funktion von V' nach {0,1} heifit Belegung. Die Bedeutung
[#] einer Aussage ¥ ist eine Funktion von Belegungen in die Menge {0, 1}. Diese wird
induktiv definiert. Sei dazu [ eine Belegung.
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« [~2](6) =1~ [2](H).
« [ATF(B) = min{[7](3), [7](8)}-
« [Vag)(8) = maz{[7)(8), [5](8)}.

Es ist klar, dafl dies keinesfalls eine kompositionale Sprache ist. Der Schonheitsfehler
dieser Definitionen ist, daf§ wir ein unendliches Alphabet haben. Wir haben schon
frither darauf hingewiesen, dal man die Indizes als Bindrfolgen kodieren kann (welche
im Computer zum Beispiel den Adressen entsprechen), sodafl das Alphabet jetzt
die Menge {p,0,1, T, L, —, A, V} ist. Dies rettet uns aber nicht, sofern wir darauf
beharren, dafl pZ, mit & eine Binérfolge, nicht weiter analysierbar ist. Dies ist aber die
giangige Praxis in der Logik. Man konnte, um alles zu retten, noch darauf verfallen,
die Variablen pZ aus dem Buchstaben p durch sukzessives Anhéngen von 0 und 1
zu erzeugen. Dadurch hangelt man sich von Variable zu Variable. Allerdings hat
dies zwei Probleme: erstens, die angehéngte 0 oder 1 ist damit zum eigensténdigen
Symbol geworden (denn synkategorematische Zeichen sind verboten), zweitens kann
man den Wert von [pz0](3) bzw. den Wert von [pZ0|(5) nicht aus dem von [pZ](3)
berechnen. Es gibt nur einen Ausweg: wir miissen einen eigenen syntaktischen Typ
annehmen, den eines Registers, welcher gerade durch die Menge der Binérfolgen
reprasentiert wird. Der Rest ist jetzt ganz kanonisch. Die Menge der Terme wird
durch folgende kontextfreie Grammatik erzeugt.

S - T|_L|V|F18|FQSS
F, — =

Fo — /\]\/

Vv — PR

P — p

R — O|1|RO|R1

Daraus kann man jetzt leicht eine interpretierte lineare 1-LBG machen. Die letzte
Regel baut eine Binérfolge auf; diese wird (zum Beispiel) durch sich selbst inter-
pretiert. Belegungen sind jetzt Funktionen von nichtleeren Binérfolgen nach {0, 1}.
Wenn p mit einem Register verklebt wird, so wird in diesem Moment (3 auf das Regi-
ster angewendet. Diese Beispiel ist sehr instruktiv; es zeigt uns, dafl die Verwendung
von Indizes eine sehr problematische Angelegenheit ist, und dal man besser daran
tut, sie als offizielle Mitglieder der Sprache aufzunehmen.

Nun sind wir allerdings noch immer nicht am Ende unserer Schwierigkeiten. Wir
haben als letztes noch nachzuweisen, dafl unsere Funktionen alle berechenbar sind.
Kritisch ist hier die Anwendung einer Belegung auf ein Register. Dies kann man
nicht konkret berechnen, wenn eine Belegung eine beliebige Funktion von V' nach
{0, 1} ist. Es eroffnen sich mehrere Moglichkeiten.
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1. Belegungen sind partielle Funktionen von V' nach {0,1} mit endlichem Defi-
nitionsbereich. Diese lassen sich als Listen ablegen und auf einfache Weise auf
ein Register auswerten. Dann mufl man allerdings geeignet mit der Partialitét
umgehen.

2. Belegungen sind berechenbare Funktionen von V' nach {0, 1}. Diese lassen sich
zum Beispiel in Form ihres Turing-Kodes angeben. Nach Voraussetzung ist die
Anwendung auf ein Register auch berechenbar.

3. Belegungen sind alle Funktionen von V' nach {0, 1}, welche fiir fast alle Ele-
mente 0 sind oder fiir fast alle Elemente 1.

Die zweite Moglichkeit ist aus einem banalen Grund schlecht: es ist nicht entscheid-
bar, gegeben ein Turing-Kode, ob die Turing Maschine eine Funktion berechnet.
Nimmt man M die Menge aller Turing—Kodes von Funktionen von V' nach {1, 0}, so
ist das Problem gelost. Allerdings ist dann M selbst nicht aufzéhlbar. (Man beachte
auBlerdem noch, dal M Kodes m und n enthalten kann, welche dieselbe Funktion
berechnen. Dies ist allerdings nicht storend, wie man sich leicht iiberlegt. Es ist
wiederum unentscheidbar, ob zwei Maschinen dieselbe Funktion berechnen.)

Gehen wir nun zur Pradikatenlogik iiber (sieche Abschnitt 3.6). Wie im Falle der
Aussagenlogik iiberlegt man sich, dal man anstelle der Indizes fiir Variablen nun-
mehr Registerfolgen nehmen mufl. Wir werden auf dieses Detail jedoch jetzt nicht
eingehen. Die Bedeutung einer Formel ¢ ist der Definition nach eine Funktion von
Paaren (9, 3) nach {0, 1}, wo 90t ein Modell ist und 3 eine Funktion von Variablen
in den Individuenbereich des Modells. Wiederum stellt sich uns das Problem, eine
endliche oder wenigstens berechenbare Vorschrift anzugeben. Wir zeigen zwei Wege
auf, die zu grundsétzlich verschiedenen Ergebnissen fithren. Der erste Versuch ist
es, sich auf endliche Modelle zu beschranken. Dann ist also 9, und inbsesondere
der Individuenbereich D von 91, endlich. Eine Belegung ist eine partielle Funktion
von V nach D mit endlichem Definitionsbereich. Ein Term erhilt als Bedeutung
eine Funktion von Belegungen nach D U {x}. (Ist ndmlich z, in ¢, und ist 3 auf z,
nicht definiert, so ist ¢’ undefiniert.) Eine Formel erhlt als Bedeutung eine Funktion
von Belegungen nach {0, 1,x}. Diese lassen sich anhand der Definitionen aus Ab-
schnitt 3.6 induktiv definieren. D muf} endlich sein, da wir den Wert von Vz,.o(z,)
in der Regel nicht bestimmen kénnen, ohne alle Werte von x, auszuprobieren.

Dieses Vorgehen hat einen schwerwiegenden Nachteil: es fithrt zu falschen Er-
gebnissen. Die Logik der endlichen Strukturen ist namlich stéarker als die Logik aller
Strukturen. So ist die folgende Menge auf den endlichen Strukturen nicht erfiill-
bar, aber wohl auf unendlichen. (Hierbei ist 0 eine Konstante und s ein 1-stelliges
Funktionssymbol.)

{Vxo.m(sx9 = 0),Vx0.Vx1.(8%9 = 5%1 — X0 = X1) }
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Denn sei D endlich. So ist fiir ein n und ein & > 0: s"**0 = s"0. Daraus folgt mit
der zweiten Formel s*0 = 0. Da k > 0, so ist die erste Formel verletzt. Es gibt aber
sicher ein unendliches Modell fiir diese Formeln. Dies stoft uns in ein Dilemma:
offensichtlich kann man Bedeutungn nicht iiber die Strukturen direkt berechnen,
sondern muf} gewissermaflen abstrakte Mechanismen angeben. Ein solcher ist die
deduktive Methode. Wir definieren [p] := {¢ : F ¢ < ¥} und legen fest, dal die
Bedeutung von ¢ gerade [¢] sei. Damit bedeutet eine Formel einfach die Menge aller
zu ihr dquivalenten Formeln. Da wir diese aber auch nicht hinschreiben kénnen — sie
ist aufzéhlbar aber nicht entscheidbar —, &ndern wir die Definition noch einmal. Wir
sagen, o bedeute jede Formel, welche zu ihr dquivalent ist. Genauso bezeichne ein
Term jeden anderen Term, der zu ihm beweisbar gleich ist. Wir betrachten mithin
folgende Zeichensprache:

{o, F,) : -} U{{(t,T,s) : Ht=s}

Es gibt nur zwei Typen, den des Terms und den einer Formel. (Wie gesagt, ignorieren
wir hier die Frage nach Registern.) Wie kann man diese Sprache erzeugen? Zunéchst
einmal genehmigen wir uns genug Modi, um die Sprache A zu erzeugen.

A ={{p, F,p): @ Formel} U{(t,T,t) : t Term}

Wir nehmen an, wir haben ein Symbol T, welches immer wahr ist. Wir nehmen
zunéchst folgenden Modus EQ hinzu.

EQ((p, F, ), (T, Fi = X)) = (e, F x)
EQ((t,T,s),(T,F,s =u)) = (t,T,u)

Dieser Modus erlaubt uns, eine neue Bedeutung fiir eine Formel oder einen Term
anzunehmen, falls nur die neue mit der alten dquivalent ist. Alles, was wir jetzt noch
tun miissen, ist, alle Bedeutung fiir T zu generieren. Dies ist nun aber genau das,
was ein logischer Kalkiil leistet. Ein Kalkiil besteht aus einer Menge von Regeln.
Diese haben die Form (A, ¢), wobei A eine endliche Menge von Formeln ist und ¢
eine einzige Formel. Zum Beispiel ist ({p,,p;},Py A p;) eine aussagenlogische Re-
gel. Eine Instanz von p entsteht durch Einsetzen von beliebigen Aussagen fiir die
Aussageveriable (im Falle der Aussagenlogik), oder dem Einsetzen von beliebigen
Formeln fiir Aussagevariable, und Termen fiir Objektvariable. Dabei bedeutet Ein-
setzen hier: Substitution im logischen Sinne. Eine Ableitung ist eine endliche Folge
(xi : 1 < n), derart, daB fiir jedes i < n eine Menge A; C {x; : j < i} gibt, sodaf
(A;, xi) Instanz einer Regel ist. Falls nun ein Kalkiil durch endlich (oder aufzihlbar
viele) Regeln aufgeschrieben werden kann, so ist die Menge der ableitbaren Formeln
ihrerseits aufzédhlbar. Fiir die Priadikatenlogik ist das der Fall, allerdings mufl man
dennoch wiederum Vorsicht walten lassen, da die Substitution ja keine Zeichenket-
tenersetzung ist. Was man benétigt, ist einen Kalkiil mit endlich vielen Regeln,
der nur auf Zeichenkettenersetzung beruht. Wenn dieser existiert, so ist die oben
beschrieben Zeichensprache tatséchlich streng kompositional. Natiirlich kénnen die
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Polynome nicht allesamt inkrementell sein, sonst wére eine Formel nicht unendlich
oft ambig.

Kommen wir nun auf natiirliche Sprachen zu sprechen. Im Arabischen besteht
eine Wortwurzel iiblicherweise aus drei Konsonanten. Ein sehr oft zitiertes Beispiel
ist ktb, welches schreiben bedeutet, oder k1b, welches Hund bedeutet. Es gibt auch
vierkonsonantige Wurzeln, zum Beispiel drhm (von griechisch Drachme), welches ei-
ne Miinzeinheit benennt. Von dieser Wurzel werden durch einfiigen von Vokalen und
Verdopplungen sogenannte Binyanim, zu Deutsch etwa Wortklassen gebildet. Hier
sind ein paar davon. Zunéchst bilden wir nur andere Verben.

(4.1) 1 katab schreiben
IT kattab schreiben machen
111 kaatab korrespondieren
VI takaatab einander schreiben
VIII ktatab schreiben, eingeschrieben sein

Von diesen Verben kann man jetzt zum Beispiel verschiedene Zeiten bilden.

(4.2) Perf. Akt. Perf. Pass. Imp. Akt. Imperf. Pass
I katab kutib aktub uktab
II kaatab kuttib ukattib ukattab
111 kaatab kuutib ukaatib ukaatab
VI takaatab tukuutib atakattab utakattab
VIII ktatab ktutib aktatib uktatab

Wir haben hier nur die transparenten Beispiele gezeigt, es gibt andere Klassen, die
nicht mit solch einfachen Mitteln gebildet werden, aber dies soll dennoch zur Illu-
stration ausreichen. Es ist intuitiv klar, dafl die sinntragende Einheit durch alle diese
Worte hindurch — also das Wurzelmorphem — ktb ist. Doch dies tritt nie als Ein-
heit auf, und die Konsonanten werden durch Vokale getrennt. Man iiberlege sich an
dieser Stelle, dafl es durchaus kompositionale Grammatiken des Arabischen (zumin-
dest des Teils, der hier steht) geben kann, die kontextfrei sind. Allerdings miissen
diese fiir einen einzelnen Konsonanten, zum Beispiel b eine Bedeutung postulieren,
und gleichzeitig gestatten, dafl die Bedeutung von ktb sich daraus berechnet. Ohne
den Beweis hier anzutreten, merken wir nur an, daf§ dies nicht gehen kann, wenn
man nicht annimmt, dal ein Buchstabe sich selbst bedeuten kann. Dies hiefle al-
lerdings, Form und Bedeutung in einen Topf zu werfen. Gehen wir also stattdessen
davon aus, dafl ktb unsere Einheit ist. Wir nehmen also an, dal wir ein O-stelligen
Zeichen der folgenden Form haben.

Wo = (k®t®Db, V[V], \r.schreiben’(z))

Hierbei ist V[v] der Typ der Verbalwurzeln. Die Binyanim werden durch Komposi-
tion mit abstrakten Morphemen gebildet, welche zunéchst nur den Konsonantismus
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andern.
B = (MRy®zzxyz V[b/V[V],A\P.P)
B, = (M®y®zryy® =z V[]/V[V],A\P.Ax.\y.machen’(y, P(z)))
By = (MRyzryeye z V[]/VIV],AP.P)

V'[b] ist der Typ eines einmal abgeleiteten Verbums. II ist ein Kausativum, daher die
angegebene Semantik. In Ermangelung besseren Wissens haben wir die Identitat fiir
VIII eingesetzt. Hiermit ist alles erklart, denn es gibt nur einen mehrstelligen Modus,
das zweistellige C.. beziehungsweise C., welche hier natiirlich zusammenfallen. Man
rechnet nach, dafl

C-BoWp = (k ® tt ® b, V/[II], A\z.A\y.machen’(y, schreiben’(x)))

Man beachte, dafl wir in der ersten Komponente, welche den Exponenten vorbehal-
ten ist, nunmehr explizite Vektorpolynome hingeschrieben haben, was eine externe
Spezifizierung unnétig macht. Dies haben wir schon am Ende von Abschnitt 4.3 an-
gedeutet. Die Konvention, die wir hier anwenden, ist wiederum, daf§ der syntaktische
Funktor auch phonologisch die Funktion ist. Doch davon gleich.

Die verschiedenen Zeiten und Genera Verbi dieser Klassen lassen sich ebenso
bilden.

Pp = (A ®y® zzayaz, V[PfAkt]/V[b],  AP.Perf(P))

P, = (AMr®y® zzuyiz, V[PfPass]/V[b], AP.PerfPass’(P))
P, = (Mr®y® z.aryuz, V[PfAkt]/V[b], AP.Imp'(P))

P; = (Ar®y® zuryaz, V[ImpPass]/V[b], AP.Imp'Pass'(P))

Wir explizieren hier nicht die Bedeutungen von Pass’. Sie interessieren uns nur pe-
ripher, lassen sich aber durchaus explizieren. Dies erklart nun ganz hiibsch, wie die
Binyanim namens I, IT und VIII zustandekommen. Wie aber sollen wir uns die Bi-
nyanim I[1I und VI vorstellen? Offensichtlich sind die Binyanim IIT und VI in ihrem
Vokalismus verschieden, nicht in ihrem Konsonantismus, aber wir haben noch gar
keine Vokale! Auch hier schafft der A-Kalkiil Abhilfe. Wir definieren den Binyanim
so, daf} sie Funktionen werden, welche einen gegeben Vokalismus nehmen, und ihn
verdndern, bevor sie ihn mit der Wurzel vermischen.

B = (AM®y® 2z \®v.ruyvz, Vo] VIV], AP.P)

By = (MA®y®z u®uvruyyvz, VI[b]/V[V], IP.A\zx.\y.machen'(y,P(z)))
By = (Ar®y®z uuruuyvz, VI[D|/VI[V], AP.Freq (P))

Bs = (\r®y® 2z \u®uv.ruyvvyvz, V[b]/VI[V], IP.ReZ(P))

By = (M®y®zlu®uvyruyvz, V[b]/VIV], AP.P)

Hierbei sind Freq’ und Rez’ Operatoren, welche das Frequentativum beziehungsweise
das Reziproke Verb bilden. Es sind allerdings die Klassen nicht immer semantisch
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transparent, sodal man — wie bei vielen Wortbildungsprozessen insgesamt — ei-
gentlich gar nicht von einer regelméfligen, das heifit kompositionalen Wortbildung
sprechen kann, sondern eher von einem Instrument, mit dem sich die Sprache einen
riesigen Bodensatz an eigenstédndigen Worten ‘zimmert’, die nur an der phonologi-
schen Ebene regelméBig gebildet sind. (Man denke nur an solche Verbalprifixe wie
ver oder auf im Deutschen.) Hier soll uns aber eher der phonologische Aspekt in-
teressieren. Der Ansatz wie oben beschrieben, wird den Fakten leider nicht gerecht,
insbesondere bekommen wir fiir das Imperfekt Aktiv sowie das Imperfekt Passiv
inkorrekte Formen. Dies liegt natiirlich auch daran, dafl diese keinen einheitlichen
Vokalismus haben. Mit einer Feinanalyse kann man dies natiirlich alles in den Griff
kriegen, und — das zumindest behaupten wir — den RegelméBigkeiten in groflem
MafBle Rechnung tragen. Bei komplizierten Binyanim, welche auch neue Konsonan-
ten einstreuen, sowie vierkonsonantigen Wurzeln mag das schon wieder anders sein.
Eine genaue Analyse steht noch aus.

Betrachten wir aber trotzdem das Erreichte. Wir haben das Alphabet nunmehr
auf die Phoneme beziehungsweise einzelne Buchstaben festgelegt. Exponenten sind
nun A-Terme iiber der Algebra der Vektorpolynome. (Die Notwendigkeit von Vektor-
polynomen mag sich zum Beispiel bei der Betrachtung des Arabischen erschliefen.
Denn nur so kénnen wir unsere Wurzeln als Vektoren aufschreiben.) Ublicherweise
ist der syntaktische Funktor auch der phonologische, aber dies ist nicht immer so.
Die Verbalklassen sind Argumente des Operators Perfekt oder Aktiv, aber sie sind
phonologisch Funktoren. Eine gezielte Typenanhebung des Perfekts/Aktivs kann das
allerdings wieder korrigieren. Morphe sind also nicht mehr Zeichenketten, und auch
nicht unbedingt Vektoren, sondern oft nur Anweisungen (als A-Terme kodiert), wie
ein Vektor zu behandeln ist. Morphe treten hier also auf einer ganz anderen Ebene
in Erscheinung: sie sind, wenn man so will, die Grundzeichen, also das, was das
Lexikon ausmacht. Falls man im Ubrigen ein Morph so definiert, daf es alles ist,
was nicht weiter kompositional analysierbar ist, so wird es schlicht synonym mit 0—
stelligem Grundzeichen. Bei Ableitungsprozessen tritt, wie oben schon erwahnt, ein
Morph nur iiber seinen Exponenten und seinen syntaktischen Typ aber ohne seine
Bedeutung auf. Ein solcher formaler Gebrauch von Zeichen ist typisch fiir Sprachen,
gehort aber — leider — nicht in den Rahmen dieser Ausfithrungen. Ein Morphem
ist nun eine Abstraktion eines Morphs, welche man sich so vorstellen darf. Falls wir
Morphe M;, ¢ < n, haben, welche gleichen Typ und gleiche Semantik haben, so
diirfen wir sie als zu einem Morphem gehorig betrachten. Falls wir in unseren Poly-
nomen auch auch disjunktive Spezifikation zulassen, lassen sich Morpheme auch als
Einzelzeichen schreiben. Worte sind nun schlicht solche Zeichenketten, welche zwi-
schen zwei Satzzeichen oder Leerzeichen auftreten. So l6sen sich also die abstrakten
Beschreibungsebenen in einem kohédrenten System auf. Die iibliche Sichtweise, dafl
wir es mit einer linearen Progression von Phonologie iiber Morphologie zur Syntax
und schliefllich zur Semantik haben, verdeckt die Tatsache, dafl erst auf der morpho-
logischen Ebene Bedeutung entsteht, und die Semantik zunéchst keine Syntax kennt.
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Wenn man alle drei Ebenen zusammendenkt, so sind die kleinsten Einheiten sogleich
bedeutungstragend. Trotzdem gibt es so etwas wir eine phonologische Ebene, und
diese gehorcht ihren eigenen Gesetzen genauso wie die Semantik. Dazwischen scheint
es aber keine sinnvoll zu ziehenden Grenzen zu geben (Morphologie-Syntax). Dies
geht zwar gegen eine allgemeine Lehrmeinung, aber die Lastenverteilung zwischen
Morphologie und Syntax ist in verschiedenen Sprachen so ungleich und so unvor-
hersagbar, dafl man das Wort besser als eine phonologische Kategorie betrachtet.
Dies wiirde einiges transparenter machen. Zum Beispiel ist der Unterschied zwischen
Kasus und Pré- oder Postositionen fiir die Syntax — nach allem, was man weify —
unerheblich. Wichtig ist allein die Tatsache der Selektion. Selegierte Prépositional-
phrasen sind also syntaktisch genauso zu stellen wie kasusmarkierte Argumente,
kasusmarkierte Adjunkte genauso wie Pripositionaladjunkte.

Es ist im Ubrigen sicher kein Zufall, dal das Chinesische fiir jedes Wort ein Zei-
chen hat, welches keinen Aufschlufl auf die Lautung gibt, und gleichzeitig Chinesisch
keinerlei Morphologie besitzt. Hiatte Chinesisch eine Morphologie gehabt wie etwa
das Arabische, so wéren die Zeichen sicher mit Hinweisen auf die Lautung versehen
worden.

Wir haben frither schon erwihnt (Abschnitt 1.3), da8 im Indonesischen der Plu-
ral durch Verdopplung gebildet wird. Im Chinesischen wird eine ja—nein-Frage auf
folgende Weise gebildet. Ein einfacher Aussagesatz hat die Form (4.3) und seine
Verneinung die Form (4.4). Chinesisch ist eine SVO-Sprache, und so folgt die Ver-
balphrase auf das Subjekt. Zwischen diese beiden schiebt sich das Wort bu. 2

(4.3) Ta zai  jia.
Er/Sie/Es zu Hause
(4.4) Ta bu zai jia.

Er/Sie/Es nicht zu Hause

Die ja—nein-Frage wird gebildet, indem nach dem Subjekt die unverneinte und die
verneinte Verbalphrase hintereinandergeschrieben werden.

(4.5) Ta zai jia bu zai jia?
Ist er/sie/es zu Hause?
Wie Radzinski [42] zeigt, miissen die beiden Verbalphrasen exakt identisch sein. So

ist zum Beispiel (4.6) grammatisch, (4.7) aber ungrammatisch. Allerdings ist (4.8)
wiederum grammatisch und bedeutet so viel wie (4.6).

2Wir notieren keine Tone.
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(4.6) Ni xihuan ta-de chenshan bu xihuan
Du mogen sein Hemd nicht mogen
ta-de chenshan?
sein Hemd?

Magst Du sein Hemd?

(4.7) *Ni xihuan ta-de bu xihuan ta-de
Du mogen sein nicht mogen  sein
chenshan?

Hemd?

(4.8) Ni xihuan bu xihuan ta-de  chenshan?

Du mogen nicht  mogen sein Hemd?

Es gibt verschiedene Wege, um (4.8) zu erklédren. Der eine ist, dafl eine ja—nein—Frage
auch durch Koordination von dem Verb und seiner Verneinung entstehen kann, oder
aber, dafl xihuan in Beispiel (4.8) tatséchlich eine Verbalphrase ist. Wir wollen dies
nicht weiter vertiefen. Fiir unsere Zwecke soll es geniigen, anzunehmen, daff man
Fragen auf die Weise gewinnen kann, wie es (4.5) und (4.8) zeigen. Das Schema ist
intuitiv einfach: man muf eine Konstituente nehmen, welche das Verb enthélt aber
nicht das Subjekt, und diese dann unverneint und verneint hinschreiben. Wie kann
eine Regel aussehen, die dies beschreibt? In LBGs ist dies auf ganz einfache Weise
moglich. Wir fithren einen Typ VP [b] fiir blole Verbalphrasen und einen Typ VP [Q]
fiir ja—nein—Verbalphrasen ein. Die relevante Regel fiir (4.5) ist jetzt wie folgt.

(xyx, VP[Q], A\x.? : X (x)) <« (x,VP[b], X) (y,Neg,Y)

Es bedeute hierbei 7 : ¢ die Frage, ob ¢ der Fall ist. Man beachte, daf§ die Semantik
des Negationswortes irrelevant ist. Wir hétten es daher als synkategorematisches
Symbol einfithren kénnen.

(x buz, VP[Q], \x.? : X(x)) <« (z,VP[b], X)

Allerdings hatten wir ausgeschlossen, dafl kompositionale Grammatiken synkatego-
rematische Symbole einfiithren. Falls man auch ja-nein-Fragen fiir transitive Verben
nach dem Muster (4.8) formen mochte, mufl man auch die folgende Regel hinzuneh-
men.

(wyz, Ve [Q1, Az Ay.7 : X(y)(2)) < (z,Ve[b], X) (y,Neg,Y)

Hierbei ist Vt [b] der Typ eines transitiven bloen Verbs, Vt [Q] der Typ eines tran-
sitiven Verbs in einer ja—nein—Frage. In Radzinski [42] wird das Phénomen der Ver-
dopplung benutzt, um zu zeigen, daf§ Mandarin Chinesisch in einem gewissen Sinne
nicht kontextfrei ist. Das Argument ist diffizil, weil man nicht zeigen kann, dafi Man-
darin nicht kontextfrei ist. Das Problem ist, dal Ketten der Form Z bu i wahlweise
als Konstituenten eines Aussagesatzes verstanden werden kénnen. Nur wenn ¢ = &
ist, konnen sie als Konstituenten eines Fragesatzes verwendet werden. Das bedeu-
tet also, daf3 Chinesisch zwar schwach kontextfrei ist, aber als Zeichensystem nicht
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kontextfrei. Dies mufl man allerdings streng beweisen. Wir nehmen dazu an, daf
Mandarin durch eine interpretierte lineare 1-LBG erzeugt werden kann in der Wei-
se, dafl das Zeichensystem streng kompositional ist. Betrachten wir das Vorkommen
eines Verbs in einer ja—nein-Frage wie (4.8). Wir betrachten den Strukturterm als
Funktion von dem Zeichen fiir das transitive Verb xihuan, welches wir hier mit x
bezeichnen.

t =t(x)

Wir erhalten einen anderen Strukturterm, wenn wir ein anderes Zeichen y einsetzen.
Die Frage ist nun: wann ist dieser neue Strukturterm definit? Offensichtlich ist er
stets orthographisch definit. Wie steht es mit der syntaktischen Definitheit? Wir
diirfen das transitive Verb durch ein anderes ersetzen, ohne die Grammatikalitéit zu
verletzen. (Wir verlieren dabei lediglich die Interpretation als ja—nein—Frage.) Also
ist das Zeichen t(y) auch syntaktisch definit. Es ist aber auch semantisch definit,
denn eine Interpretation existiert. Alles in allem darf man also fiir xihuan jedes
transitive Verb einsetzen. Die Interpretation von t(y) ist aber nur dann eine ja—
nein—Frage, wenn y denselben Exponenten hat wie x. (Radzinski zeigt explizit, da8
die Interpretation als ja—nein—Frage von der Interpretation unabhéngig ist.) Aber
die Interpretationen héngen nicht davon ab, welchen Exponenten ein Zeichen hat.
Die syntaktischen Typen auch nicht. Deswegen erhélt man also entweder sowohl fiir
t(y) als auch fiir £(x) eine ja—nein—Frage oder fiir keinen von beiden. Das geht jedoch
nicht. Das ist der gewiinschte Widerspruch. Es erscheint intuitiv plausibel, dafl man
auch keine interpretierte lineare k~LBG fiir Mandarin schreiben kann. Dies ist aller
Wahrscheinlichkeit nach falsch. Denn einmaliges Kopieren (und darum handelt es
sich hier) kann man mit einer linearen 2-LBG durchaus modellieren.

Ubung 112. Beweisen Sie Lemma 4.7.6.
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Kapitel 5

Linguistische Strukturen

5.1 Kategorien

Bisher haben wir in unserer Beschreibung von syntaktischen Strukturen lediglich
zu Nichtterminalsymbolen gegriffen, welche keinerlei innere Struktur haben. Dies
ist zwar oft keine wesentliche Einschriankung, fithrt aber dazu, dal wesentliche Re-
gularitdten nicht représentiert werden kénnen. Dazu ein Beispiel. Das finite Verb
kongruiert im Deutschen und in vielen anderen Sprachen mit dem Subjekt und zwar
im Deutschen in Person und Numerus. Dies bedeutet, dafl das Verb veschiedene
Formen hat, je nachdem, ob das Subjekt in der 1., in der 2. oder der 3. Person steht,
und je nachdem, ob es im Singular oder im Plural steht. So sind die folgenden Sétze
grammatisch:

(5.1) Ich sehe.
(5.2) Du siehst.
(5.3) Er/Sie/Es sieht.
(5.4) Wir sehen.
(5.5) TIhr seht.
(5.6) Sie sehen.

Aber die folgenden sind ungrammatisch.

(5.7) *Ich siehst/sieht/sehen/seht.
(5.8) *Du sehe/sieht/sehen/seht.

Wie kann man dem Rechnung tragen? Wir konnen schlicht 6 verschiedene Subjekte
unterscheiden (1/2/3 Person, Singular/Plural) sowie 6 verschiedene Verben (von de-
nen zwei homophon sind, ndmlich diejenigen fiir die 1. und die 3. Person Plural). Ein
anderer Weg wurde in der sogenannten Generalisierten Phrasenstrukturgram-
matik (GPSG, siche [15]) vorgeschlagen. Wir gehen von der folgenden uniformen
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Regel aus.
(*) S—NP VP

Hierbei sind nun aber die Symbole S, NP und VP nicht die Symbole fiir einzelne Ka-
tegorien sondern nur Eigenschaften von Kategorien. Dies bedeutet, dafl sie mit logi-
schen Junktoren wie Negation und Konjunktion verkniipft werden kénnen. Fiithren
wir zum Beispiel die Eigenschaften 1, 2 und 3 sowie Sg und P1 ein, dann kénnen
wir unsere Regel (x) weiter verfeinern:

S—NPA1ASg VPA1ASg
Ferner haben wir diese terminale Regeln.
NP A1ASg — ich, VP A 1A Sg — sehe

Hierbei ist also NP A 1 A Sg eine Beschreibung einer Kategorie, welche verlangt, dafl
diese eine Nominalphrase (NP) in der ersten Person (1) Singular (Sg) ist. Dies bedeu-
tet nun, dafl zum Beispiel der Satz (5.1) abgeleitet werden kann. Damit allerdings
die Sétze aus (5.7) nicht ableitbar sind, miissen wir die Regel (*) nunmehr entfer-
nen. Um (5.2) — (5.6) zu bekommen, miissen wir allerdings noch fiinf weitere Regeln
einfithren. Diese lassen sich zu einer schematischen Regel zusammenfassen. Dazu
schreiben wir anstelle von NP nunmehr [KAT : np|, statt 1 [PERS : 1], und anstelle
von P1 schreiben wir [NUM : pl]. Dabei heiflen KAT, PER und NUM Attribute, und
np, vp, 1, etc. heiBen Werte. Im Zusammenhang [KAP : np| sagen wir, das Attribut
KAP habe den Wert np. Eine Menge von Paaren [A : w]|, wo A ein Attribut und w
ein Wert ist, heifit auch Attribut—Wert Struktur.

Die Regel (%) wird jetzt durch die schematische Regel () ersetzt.

KAT : np KAT : wp
(1) [KAT : s]— | PER : « PER @ «
NUM : [ NUM : [

Dabei sind « und § Variable. Allerdings nehmen sie verschiedene Werte an; a kann
alle Werte aus {1, 2, 3} annehmen, (3 alle Werte aus {sg, pl}. Dies wird weiter unter
noch problematisiert werden. Man mufl nun als Erstes beachten, dafl die kongruenz-
anzeigenden Figenschaften weitergereicht werden. Dies fithrt dann dazu, dal etwa
die Regel

(1) VP —V NP,

welche eine Verbalphrase in ein (transitives) Verb plus ein direktes Objekt analysiert,
nunmehr analog verfeinert werden muf.
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Es gibt nun Sprachen, in denen ein Verb nicht nur mit dem Subjekt sondern auch mit
dem Objekt kongruiert. Dies bedeutet, dafl es nicht ausreicht, einfach nur [PER : o]
zu schreiben; sondern wir miissen sagen, ob « die Subjektsperson oder die Objekts-
person benennt. Also bettet man die Struktur noch weiter ein und schreibt jetzt
SO.

KAT o

KAT : v AGRS PER oo KAT : n
P NUM : [ ) ?
PER « — PER : «
NUM NUM !
B PER : o B

AGRO y

i NUM B

Es ist klar, daf} diese Regel das Gewiinschte leistet. Man kann sie noch weiter
verschonern, indem man zum Beispiel auch bei der Nominalphrase die Numerus
und Personmerkmale in AGR einbettet; dies wird weiter unten aber noch vorgefiihrt.
Man sieht nun, dafl der Wert eines Attributs nicht allein ein einzelner Wert sein muf,
sondern wiederum eine Attribut—Wert Struktur sein kann. Man spricht dann von 1,
sg als atomaren Werten. Attribute, welche nur atomare Werte haben, heiflen vom
Typ 0, alle anderen vom Typ 1. So ist dies in [14] schon vorgesehen worden. In der
sogenannten Head Driven Phrase-Structure Grammar (HPSG, siche [40])
wurde dies allerdings noch weiter getrieben und elaborierte Strukturen definiert, in
denen séamtliche Information kodiert ist. Diese Strukturen werden wir in diesem Ab-
schnitt vom theoretischen Blickwinkel her studieren, schon weil sie in vielen anderen,
wie HPSG vorwiegend computerorientierten Grammatikformalismen auch benutzt
werden. Bevor wir dies tun wollen, werden wir noch einen Schritt weiter gehen. Die
Regeln, welche wir oben eingefiihrt haben, benutzen Variable fiir Werte von Attri-
buten. Dies ist sicher ein gangbarer Weg; allerdings hat man in HPSG eine andere
Richtung eingeschlagen. Es werden sogenanne Strukturvariable eingefiihrt, welche
dafiir sorgen sollen, dafl gewisse Werte gleich sind, weil die betreffende Struktur ‘ge-
teilt” wird. Dazu fithren wir unser Beispiel weiter. Eine Nominalphrase beschreiben
wir nun nicht einfach durch eine flache Attribut—Wert Struktur, sondern wir fas-
sen auch hier die Kongruenzmerkmale in einer eigenen Teilstruktur zusammen. Wir
reprasentieren eine NP im Plural und der 3. Person jetzt so.

KAT : np
{NUM : pl]
AGR
PER : &

Der Wert des Attributs AGR ist jetzt genauso strukturiert wie die Werte von AGRS
und AGRO. Jetzt konnen wir unsere Regeln mit Hilfe von Strukturmarken wie folgt
schreiben. Die Regel (1) sieht so aus.

(1) [ KAT @ s]|—

KAT np]

AGR : [1]

KAT : wop }

AGRS :



280 5. Linguistische Strukturen

Abbildung 5.1: Eine syntaktische Struktur

KAT

59

Aus der Regel, welche das Objekt einfiihrt, wird jetzt diese Regel:

KAT v
KAT : up

AGRS : |1
AGRS } B AGRO

Die Marken | 1] und |2]sind hier Variable fiir Attribut-Wert Strukturen. Tritt eine
Marke mehrmals auf, so muf} fiir sie jedesmal die gleiche Attribut—Wert Struktur
ersetzt werden. Auf diese Weise wird Kongruenz ganz automatisch hergestellt. Dies
ist ein sehr eleganter Weg, um zu vermeiden, dafl Kongruenz den Regelapparat auf-
bléht. Die Regeln sind durch die Einfithrung von Strukturvariablen wieder klein und
handlich geworden. Allerdings taugt diese Methode nur beschrankt fiir die Beschrei-
bung von Kongruenz.

KAT np]

AGR : [2]

Wenn nun die Attribut—Wert Strukturen lediglich Beschreibungen sind, was sind
dann die Kategorien? Dazu wird vereinbahrt, dafl jedem Attribut schlicht eine 2-
stellige Relation und jedem atomaren Wert eine Eigenschaft von Elementen ent-
spricht. Eine syntaktische Struktur ist dann nicht mehr nur ein erschépfend geord-
neter Baum, sondern ein erschopfend geordneter Baum mit zusétzlichen 2—stelligen
Relationen, jede entsprechend einem Attribut. Die Figur 5.1 zeigt das Beispiel einer
Struktur, die — wie man sagt — von der Regel () lizensiert wird. Die Litera-
tur iiber Attribut—Wert Strukturen ist reich (siehe [27], [6]). In ihren Grundziigen
sind sie jedoch recht einfach. Zun#chst einmal ist es nicht notwendig, die Werte von
Attributen als Objekte aufzufassen. Dies ist insbesondere deshalb nicht vorteilhaft,
weil die Attribut—Wert Strukturen selbst keine Objekte sind, sondern nur Beschrei-
bungen von Objekten, aber ihrerseits als Werte von Attributen auftreten kénnen.
Deshalb behandeln wir Werte wie np, I nunmehr auch als Eigenschaften, welche
man mit den iiblichen booleschen Operationen, also =, A, V oder —, miteinander
verbinden kann. Das hat zum Beispiel den Vorteil, daf§ wir die Verbform sehen auf



5.1. Kategorien 281

eine der folgenden Weisen représentieren konnen.

KAT : w KAT : w
PER : IV 3 PER : —2
NUM : pl NUM : pl

Man beachte im Ubrigen, daf die Zusammenfassung in eine Attribut-Wert Struktur
nichts anderes als die Konjunktion représentiert. So kann man die linke AWS auch
folgendermaflen schreiben.

[KAT : ] A [PER : I V 3] A [NUM : pl]

Man nennt im Ubrigen die Tatsache, daB eine Reprisentation nicht alle Moglich-
keiten ausschliefit, auch Unterspezifizierung. Dabei ist die explizite Disjunktion
nicht der genuine Fall; man meint eher damit die Tatsache, dafl gewisse Eigenschaf-
ten gar nicht hingeschrieben werden miissen. So kann man das Englische saw wie
folgt représentieren.

KAT v

TEMP : wverg

Dies besagt, dafl wir eine Verb in der Vergangenheit haben. Der Numerus und die
Person ist véllig unerwihnt geblieben. Wir kénnen — miissen aber nicht — diese
Merkmale explizit hinschreiben.

KAT W
TEMP : wverg
NUM T
PER T

Hierbei ist T das maximal unspezifische Merkmal. Es gilt — dies ist ein linguistisches
Faktum —:
[PER: 1V 2V 3]

Daraus konnen wir ableiten, dafl saw auch die folgende Repésentation haben kann.

KAT )

TEMP : wverg
NUM T

PER N AV AVAS)

Dieses sogenannte Faktum ist ein Axiom, welches wir explizit fordern miissen. Doch
davon spéter.

Da nun die Attribut—Wert Paare ebenfalls Aussagen sind, so kénnen wir auch sie
in der gleichen Weise verbinden. So hétte dann das Wort see im Englischen folgende
grammatische Représentation.

KAT : v
KAT :
{ NUM : pl ]
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Dies kann man auch so schreiben.
[KAT : v] A (—([PER : 3] A [NUM : sg]) V [NUM : pl])
Dies 148t sich zu Folgendem vereinfachen.
[KAT : v] A (2[PER : 8] V [NUM : pl])

Grundlage fiir diese Umformungen sind folgende allgemeinen Rechengesetze. Wir
nennen eine AVS allgemeingiiltig, falls sie stets wahr ist, das heifit, auf jedes
Objekt zutrifft.

x Ist o eine Tautologie der Ausagenlogik, so gilt ¢ unter jeder Einsetzung von
Attribut—Wert Strukturen oder Variablen fiir AWSn fiir Aussagevariable.

« Ist ¢ eine allgemeingiiltige AVS, so auch [X : ¢].
x [X:p—x]. — [X:¢] — [X:x] ist allgemeingiiltig.

x Ist  allgemeingiiltig und ¢ — ¥, so auch x.

Die meisten Attribute sind definit, sie haben nur einen Wert. Fiir sie gilt zusétzlich
XA X:x]. — [ X:pAX]

Gelegentlich werden auch sogenannte mengenwertige Attribute postuliert, fiir die
dies nicht gilt.

In der Literatur sind zwei verschiedene logische Sprachen zur formalen Behand-
lung dieser Strukturen vorgeschlagen worden. Die erste ist die sogenannte monadi-
sche Pradikatenlogik 2. Stufe (MSO). Diese geht iiber die Priadikatenlogik, die uns
schon des 6fteren begegnet ist, hinaus. Sie besitzt Variable fiir einstellige Pradikate,
und dafiir auch Quantoren, welche V und 3. Es ist also P := {P; : i € w} eine Menge
von einstelligen Pradikatvariablen zusétzlich zu der Menge V := {z; : i € w} der
Objektvariablen. Wir schreiben also P;(z). Ist dann ¢ eine Formel, so auch (VF;)¢
und (3P;)p. Die Strukturen sind die gleichen wie in der Pradikatenlogik (siehe Ab-
schnitt 3.6). Sie sind also Tripel M = (M, {f™ : f € F},{r™ :r € R}), wo M
eine nichtleere Menge ist, f™ die Interpretation der Funktion f in $ ist und ™
die Interpretation der Relation r. Ein Modell ist ein Tripel (90, 5), wo 9N eine
Struktur ist, § : V — M eine Funktion, welche jeder Variablen ein Element aus
M zuordnet, und v : P — p(M) eine Funktion, welche jedem Prédikat aus P eine
Teilmenge von M zuordnet. Die Beziehung (9, v, 5) = ¢ wird induktiv definiert.
Wir haben

M7, 8) = Piz;) = Blz;) ey(P)
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Wir definieren v ~p +/ falls v/(Q) = v(Q) fiir alle @ # P. Jetzt ist

(M,7,6) = (VP)p < firalley ~p (M, 0) E o
(M,~,6) = (3P)p < fireiny ~py:(MA,0) Ee

Es ist 9 |= ¢, falls fiir alle v und 3 gilt (M, ~, 5) | ¢.

Andere Typen von Sprachen, die vorgeschlagen worden ist, sind Modale Spra-
chen. (Siehe [3] and [32].) Wir wollen eine spezielle herausgreifen, die hier von
Bedeutung ist, namlich die quantifizierte Modallogik (QML). Diese besitzt einer
abziahlbaren Menge PV := {p; : i € w} von Aussagevariablen, einer Menge M von
sogenannten Modalitéiten, C' eine Menge von Konstanten. Schliellich gibt es neben
den Klammern noch die Symbole =, A, V, —, [—], (=), ¥ und 3. Formeln werden
induktiv wie folgt definiert.

1. piy 2 € w, und ¢, c € C, sind Aussagen.

2. Ist ¢ eine Aussage, so auch —p, (VP;)p und (3F)e.

3. Ist ¢ eine Aussage und m € M eine Modalitét, so sind [m]e und (m)e Aus-
sagen.

4. Sind ¢; und @9 Aussagen, so auch o1 A @o, 1 V o sOWie @1 — ©o.
Wir sagen, [m] und (m) sind Modaloperatoren.

Definition 5.1.1 FEine Kripke—Struktur ist ein Tripel § = (F, R, K), wo F eine
nichtleere Menge ist, R : M — o(F X F) eine Funktion, welche jedem Modaloperator
eine zweistellige Relation auf F' zuordnet und K : C — o(F') eine Funktion, welche

jeder Konstanten eine Teilmenge von F zuordnet. Fin Kripke—Modell auf § ist
ein Paar (§,3), wo § eine Kripke-Struktur ist und 3 : PV — p(F).

Es sei z € F. Dann definieren wir

($,8,2) F pi & 1€ f(p)

(§,8,z) Ec & 1€ K(e)

(S, 8,7) |~ & (S0, Fp

<§767$> ):901/\902 g <%757‘T>):901 und <@767x>|:902
<§’67"E> ):901\/902 And <S,ﬁ,l’> ):901 oder <§,ﬁ,$> ):QOQ

<37 67 I) ): p1— Y2 < wenn <§,ﬁ,$> ): ¥1 dann <%7 ,l‘) ): ¥2
(8,8, z) = [m]e & fiir alley mit x R(m)y : (§,5,9) E ¢
(§,8,z) E(m)p & fiireinymit x R(m)y: (§,58,9) F ¢
(&, 8,z) E (Vp)e & furalle ' mit 5/ ~, 5 (§,0,2) E ¢
(3, 6,x) = (3p)p & fiirein /' mit §' ~, : (§,0,2) = ¢
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Es ist (§F, ) | ¢, falls fiir alle x € F gilt (§, 3, x) = ¢; sowie § | ¢, falls fiir alle 8
gilt (3,0) .

Wir definieren eine Einbettung von QML in MSO wie folgt. Es sei R := {r™ :
m € M} und C := {Q°: ¢c € K}. Dann definiere ¢! induktiv iiber den Aufbau.

p! = Fi(xo)

cf = Q%xo)

(—e)t = ot

(1 Ag)t = lAe]

L1Vt = ol Vel

(o1 — 2) = SOI - 902

(Fp)p)t = (VR

(@)t = (3R)y!

(Im]e)? = (Vo) (r™ (2o, 2:) — [2i/xo)e")
((my)t = (Fxo)(r™ (o, 25) A [/ 20]0")

Hier ist x; in den letzten zwei Kauseln eine Variable, die nicht bereits in ¢ auftritt.
Es gilt nun der

Theorem 5.1.2 Es sei ¢ eine Formel der quantifizierten Modallogik. Dann ist o
eine Formel der monadischen Prddikatenlogik 2. Stufe tiber der entsprechenden Si-
gnatur, und es gilt fiir jede Kripke-Struktur §: § = ¢ genau dann, wenn § = .

Beweis. Wir zeigen genauer den folgenden Sachverhalt: ist § : PV — o(F') eine
Belegung in §, und x € F, sowie 7 : P — @(F) und § : V — F Belegungen fiir die
Pradikat- und Objektvariablen. Ist dann v(P;) = 3(p;) fiir alle ¢ € w und §(zg) = w,
so gilt

0 FBbwkEe &  F10)Ee

Die behauptete Tatsache folgt dann so. Ist 3, w gegeben, mit (F, 3, w) ¥ ¢, so lassen
sich v und § nicht (notwendig eindeutig) angeben mit (F,, d) ¥ ©'; und sind v und
§ gegeben mit (F,7,0) ¥ ', so lassen sich  und z angeben mit (F, 3, z) ¥ .
Nun aber zu dem Beweis von (f). Der Beweis wird induktiv gefithrt. Ist ¢ = p;,
so ist ¢! = Pi(zo) und die Behauptung gilt aufgrund der Tatsache, da 3(p;) =
v(P;) und y(zg) = x ist. Ebenso fir ¢ = ¢ € C. Die Schritte fir =, A, V und —
sind Routineangelegenheiten. Betrachten wir also ¢ = (3Ip;)n. Sei (§, 0, w) = .
Dann gilt fiir ein ', das sich hochstens in p; von 8 unterscheidet: (§, 8", w) = n.
Setze ~" wie folgt: 7/ (P;) := ['(pi), fir alle i € w. Nach Induktionsannahme ist
dann (F,7,6) E n' und + unterscheidet sich héchstens in P; von 7. Dann ist
also (§,7,6) = (3P)n' = ', wie gewiinscht. Diese Argumentation ist umkehrbar,
und damit ist dieser Fall gezeigt. Analog fiir ¢ = (VP;)n. Nun noch ¢ = (m)n.
Es sei (§,0,w) E ¢. Dann existiert ein y mit w ™y und (§,5,y) = n. Sei &’
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so gewahlt, dal 0'(xg) = y, und ¢§'(z;) = d(x;) fiir alle ¢+ > 0. Dann gilt nach
Induktionsannahme (g, v, ") = nf. Ist x; eine Variable, die in 7' nicht auftritt, so
sei ¢"(z;) = &'(x;), 0"(xp) := w und §"(x;) = 0'(x;) fir alle j € {0,7}. Dann
ist (&,7,0") B r"™(xo, z;); [xi/xo]nt = @f. Also gilt (F,7,8") E ¢!. Es gilt nun
§"(x9) = w = 6(xp), und x; ist gebunden. Daher ist auch (F,~,d) = ©'). Wiederum
ist die Argumentation umkehrbar, und dieser Fall ist bewiesen. Ebenso fiir ¢ = [m]|n.
_|

Es seien § = (F, R, K) und § = (F', R, K') Kripke-Strukturen. Dann sei

F+F = Fx{0}UF' x{1}
(RO R)(m) = {{(2,0),(y,0)) : {x,y) € R(m)}
= U@, 1), (g, 1)) : (2,9) € R'(m)}
(K K')(c) := {{z,0) : z € K(c)}
= U{{z,1):x € K'(c)}
SHF = (F+F ,RoF K&K’

Der folgende Satz ist nicht schwer zu zeigen.

Proposition 5.1.3 Es sei ¢ eine Formel, und § und §' Kripke-Strukturen. Dann
ist BT E ¢ genau dann, wenn § = ¢ und §' = ¢.

Daraus folgt unmittelbar, dafl § ® § | ¢ genau dann, wenn § = ¢. Man bemerke,
daB § & § nicht zusammenhédngend ist beziiglich der Vereinigung der in ihm defi-
nierten Relationen. Dies wird im Folgenden noch von Wichtigkeit sein.

Ubung 113. Beweisen Sie Proposition 5.1.3.

Ubung 114. Es seien 1, 2 und 3 Modalitéiten. Zeigen Sie, daB eine Kripke-Struktur
die folgende Formel genau dann erfiillt, wenn R(3) = R(1) U R(2) ist.

(3)p <= (LpV (2)p

Ubung 115. Es seien 1, 2 und 3 Modalitéten. Zeigen Sie, da8 eine Kripke-Struktur
die folgende Formel genau dann erfiillt, wenn R(3) = R(1) o R(2) ist.

3)p < (1)(2)p

Ubung 116. Es sei r ein 2 stelliges Relationssymbol. Zeigen sie, daB in einem
Modell der MSO gilt: genau dann ist (9, v, 3) E Q(z,y), wenn = (r™)* y (das

heiflt, y ist von z aus in endlich vielen R—Schritten erreichbar).

Qx,y) = (YP)(P(x) A (Vyz)(P(y) Ny r 2. — .P(2)). — .P(y))
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5.2 Axiomatische Klassen I: Zeichenketten

Fiir die Zwecke dieses Kapitels werden wir die Zeichenketten auf eine neue Art
kodieren. Diese ist, nebenbei bemerkt, eine etwas andere Formalisierung, als die in
Abschnitt 1.4 besprochene. Die Unterschiede sind aber unerheblich.

Definition 5.2.1 Eine Z—Struktur tiber dem Alphabet A ist ein Tripel der Form
£=(L,<*{QF:a € A}), wobei L eine beliebige endliche Menge, {Q% : a € A} ein
System von paarweise disjunkten Teilmengen von L, deren Vereinigung L ist, und
<*C L x L eine zweistellige Relation, fiir die Folgendes gilt.

1. (L, <*) ist zusammenhingend.
2. <% ist zykelfres.
3. Aus x <*y und x <* z folgt y = z.

4. Ausy <*x und z <* x folgt y = 2.

Wir schreiben @, anstelle von QF und < anstelle von <%, falls Verwechslungen
ausgeschlossen sind. Z-Strukturen sind nicht Zeichenketten. Es ist allerdings nicht
schwer, eine Abbildung zu definieren, welche jeder Z-Struktur eine Zeichenkette
zuordnet. Allerdings gibt es (falls L # &) unendlich viele, und zwar eine echte
Klasse von Z—Strukturen, welche dieselbe Zeichenkette haben.

Es bezeichne nun MSO die Menge der Sitze aus der monadischen Pradikatenlo-
gik 2. Stufe, welche aufler den logischen Symbolen (Quantoren, Junktoren, Gleich-
heit) noch das Symbol <, sowie eine 1-stellige Pradikatkonstante a fiir jedes a € A
besitzt.

Definition 5.2.2 Fs sei K eine Menge von Z-Strukturen tber einem Alphabet A.
Dann bezeichnet ThX die Menge {¢ € MSO : fir alle £ € X : £ = ¢}. Diese
nennen wir die MSO—-Theorie von K. Ist umgekehrt ® eine Menge von Sdtzen aus
MSO, so sei Mod ® die Menge aller £, die jeden Satz aus ® erfiillen. Diese nennen
wir die Modellklasse von ®.

Wir heben ein paar elementare Fakten heraus.

Lemma 5.2.3 FEs gilt fir alle Klassen X von Z-Strukturen tber A und alle Teil-
mengen von MSO:
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1. Ist KC L, so ThRK D ThL.

2. Ist ® C ¥, so Mod® O Mod V.

3. Genau dann ist ® C ThXK, wenn Mod ® D XK.
4. K C ModThX.

5. ® C ThMod .

6. ThX =ThMod ThX.

7. Mod ® = Mod Th Mod ®.

Beweis. Zu 1. Sei X C L und ¢ ein Satz, der in jeder Struktur aus £ gilt. Dann
gilt ¢ auch in jeder Struktur aus K. Zu 2. Analog. Zu 3. Sei ® C ThX. Sei ferner
£ € K. Dann gilt nach Voraussetzung jeder Satz aus ® in £. Also ist £ € Mod .
Dies zeigt X C Mod ®. Die Argumentation ist umkehrbar. Zu 4. Aus ThK C ThX
mit Hilfe von 3. Zu 5. Aus Mod ® O Mod ® mit Hilfe von 3. Zu 6. Es ist wegen 4.
ThX C ThMod ThX (Ersetzen von ThX fiir ®). Ferner folgt aus X C Mod ThX
(welches nach 4. gilt) mit 1. die andere Inklusion. Zu 7. Analog zu 6. -

Wir erhalten daraus unmittelbar den folgenden

Theorem 5.2.4 Die Abbildung p : K — Mod ThX ist ein Hillenoperator auf der
Klasse der Klassen von Z-Strukturen iiber A. Ebenso ist X\ : ® — ThMod ® ein
Hiillenoperator auf der Menge aller Teilmengen von MSO.

(Der Leser moge sich nicht irritieren lassen von dem Unterschied zwischen Klas-
sen und Mengen. In der gewohnlichen Mengenlehre mufi man zwischen Klassen
und Mengen unterscheiden. Modellklassen sind immer Klassen, wéhrend Formel-
klassen immer Mengen sind, weil sie Teilklassen von gewissen Mengen sind, ndmlich
der Menge aller Formeln. Diesen Unterschied kann man im Folgenden getrost ver-
nachléssigen.) Wir nennen nun die Mengen der Form \(®) Logiken und die Klassen
der Form p(X) axiomatische Klassen. Eine Klasse heifit endlich axiomatisier-
bar, falls sie die Form Mod(®) hat fiir ein endliches ®. Wir nennen eine Klasse von
Z—Strukturen iiber A regulér, falls sie die Klasse aller Z—Strukturen einer regulédren
Sprache ist. Die Logik der Klasse aller Strukturen wird auch schlicht mit der mo-
nadischen Pradikatenlogik 2. Stufe bezeichnet. Formeln heiflen allgemeingiiltig,
falls sie in allen Strukturen gelten; dies ist also gleichbedeutend damit, dafl sie der
monadischen Prédikatenlogik 2. Stufe angehoren.

Ein wichtiges Ergebnis dieses Kapitels ist das folgende Ergebnis aus [4].
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Theorem 5.2.5 (Biichi) Genau dann ist eine Klasse von Z-Strukturen eine end-
lich aztomatisierbare axiomatische Klasse, wenn sie eine endliche requldre Sprachen
1st, die € nicht enthdlt.

Dieser Satz besagt, dal man mit Mitteln der monadischen Pradikatenlogik 2. Stufe
im Wesentlichen nur reguldre Mengen von Zeichenketten definieren kann. Will man
andere als reguldre Klassen beschreiben, mufl man also stérkere Beschreibungslo-
giken heranziehen. Der Beweis dieses Satzes erfordert einigen Aufwand, und wir
werden ihn erst im folgenden Abschnitt vollenden kénnen. Bevor wir beginnen, ei-
niges zu der Formulierung des Satzes. Der Definition nach sind Modelle immer auf
nichtleeren Trigermengen definiert. Deswegen definiert die Modellmenge einer For-
mel immer eine Menge, welche € nicht enthélt. Dies kann man im Prinzip &ndern,
aber dann ist die Z-Struktur von € Modell jeder Formel, und dann ist @ zwar regulér,
aber nicht MSO-axiomatitiserbar. Man kann also nicht véllige Ubereinstimmung
erzielen.

Beginnen wir mit der einfachen Richtung. Diese ist die Behauptung, dafl jede
regulire Klasse axiomatisch ist. Sei dazu X eine regulidre Klasse, und S die dazu-
gehorende regulire Sprache. Dann existiert ein endlicher Automat A = (Q, i, F, §)
mit L(A) = S. Wir wihlen @) := n fiir eine natiirliche Zahl n und ig = 0. Betrachte
den folgenden Satz:

() = (Vzyz)(x=y Nx=<z. — y. = 2) (a)
A (Vzyz)(y<x A z<z. — 2y = 2) (b)
A ){(Wy) z=y — (P(z) — P(y))) A (3z)P(z).

(
— .(Fr)(P(x) A (Vy)(z=y — ~P(y))} ()
AV ){(wa)(fv<y—>( (y) = P(x))) A (32)P(z).
— .(32)(P(z) A (Vy)(y=z — =P(y))} (d)
A (Y ){(V:vy)gfc<y—>( (z) = P(y))) A (Bz)P(z).

(Vo) P(x)} (e)
A (Vo) Va(z) s a € A)
A (Vo) Na(z) — —b(z) : a #b) ()
A (BRP, ... Pyy)
{(V2)((Vy)~(y=z). — .Po())
)(Vy)~(z=y). — . V(P (;6) i €F))

—

A(Yz)((Vy
A(Vzy)(z=y — Alaly) A Pi(
— V(Pj(y) : j € 0(i,a)) : a € A))} (h)

Lemma 5.2.6 Es sei £ eine MSO-Struktur. Dann gilt £ = 6(2() genau dann,
wenn die Zeichenkette von £ in L(2l) liegt.

Beweis. Es sei £ = §(2(), und sei £ eine MSO-Struktur. Dann existiert eine 2—
stellige Relation < (die Interpretation von <) und fiir jedes a € A eine Teilmenge
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Q. C L. Aufgrund der Definition von §(21) ist dann < eine Relation, fiir die gilt: ist
x<yund x < z, 80 x < z (wegen (a)); und ist y < x und z < x, so ist y = z (we-
gen (b)). Jede nichtleere Teilmenge welche unter <—Nachfolgern abgeschlossen ist,
enthélt ein letztes Element (Formel (¢)) und jede nichtleere Teilmenge, welche unter
Vorgéngern abgeschlossen ist, enthilt ein erstes Element (Formel (d)). Schliefllich ist
jede zusammenhéngende nichtleere Menge schon ganz L (Formel (e)). Dies bedeutet,
wie man leicht beweist, daf§i L endlich und zusammenhéngend ist. Denn zunéchst
enthélt L, wenn es selbst nicht leer ist, ein erstes Element, z(. Sei induktiv x;,; der
(eindeutig bestimmte) <—Nachfolger von z;. Die Folge der z; kann nicht unendlich
sein, denn sonst wére sie eine unter Nachfolgern abgeschlossene Menge ohne letztes
Element. Also ist sie endlich. Daraus folgt schon, dafi < zykelfrei ist. Nun ist sie
auch unter Vorgéngern abgeschlossen, und daher zusammenhéngend. Daher ist sie
schon ganz L. Also ist L endlich und zusammenhéngend unter <.

Ferner gilt: jedes z € L ist in mindestens einer Menge @), enthalten (Formel
(f)), und es ist in hochstens einer Menge enthalten (Formel (g)). Also ist £ eine Z—
Struktur. Wir haben nun zu zeigen, dafl ihre Zeichenkette in L(2() liegt. Das letzte
Konjunktionsglied, Formel (h), besagt, dal wir Mengen H; C L finden fiir i < n
derart, dal wenn x das beziiglich < erste Element ist, so ist x € Hy, wenn x das
beziiglich < letzte Element ist, so ist € H; fiir ein 7 € F, und wenn = € H;,
y € Qp, x <y, soist y € H; fiir ein j € §(i,a). Dies bedeutet nichts anderes,
als daB die Zeichenkette in L(2() ist. (Es gibt ndmlich eine eineindeutige Beziehung
zwischen akzeptierenden Laufen des Automaten und mdoglichen Mengen H;. x € H;
bedeutet nichts anderes, als daf§ der Automat im Zustand ¢ ist, wenn er bei z steht.)
Es sei nun £ §(2). So ist entweder £ keine Z-Struktur, oder aber es existiert kein
akzeptierender Lauf des Automaten 2. Also ist die Zeichenkette nicht in L(2). -

Es ist niitzlich, sich klarzumachen, dafl wir x < y wie folgt definieren kénnen:
r <y:= (VP)(P(x) A (Ywz)(P(w) Nw=<z. — .P(2)) — P(y))

Ferner schreiben wir x < y fir x < y A x # y, sowie x < y anstelle von x<y. Es sei
nun fiir eine Z-Struktur £ = (L, <, {Q, : a € A}) folgende Struktur definiert.

ML) = (L,<,>,<,>{Qq:a € A})

Eine Struktur der Form M (£) nennen wir MZ—Struktur.

Nun werden wir die Umkehrung im Satz von Biichi beweisen. Dazu werden wir
einen kleinen Umweg machen. Wir definieren wir eine modale Sprache basiert auf
vier Modalitdten. Wir setzen M := {+,—, <,>}. Die Menge der Konstanten sei
C :={Q, : a € A}. Die damit definierten Sprache nennen wir QML. Jetzt setzen
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wir

0= (<)p— (+)p AN (=)p— (=)p
N p—[=(=)p AN p—[=](=)p
N (=)p— [=]p AN (=)p—[~lp
A () {+)p — (H)p A (=) =p—(=)p
AN [FH([Hp—=p) = [+Hp AN [Hl(=lp—p) — [-Ip
A NQY— —Q:a#b)

AN V(Q":ac€ A)
Wir nennen eine Struktur zusammenhéngend, falls sie nicht von der Form § & &
mit nichtleeren § und & ist. Wir wir schon erwidhnt haben, konnen die QML-

Formeln nicht zwischen zusammenéngenden und unzusammenhéngenden Strukturen
unterscheiden.

Theorem 5.2.7 Es sei § eine zusammenhdngende Kripke—Struktur fir QML. Set-
ze Z(F) == (F,R(<),R(>), R(+), R(—),{K(Q") : a € A}). Genau dann ist § = o,
wenn Z(§) eine MZ-Struktur iber A ist.

Beweis. Der Beweis ist nicht schwer, aber langwierig. Wir heben ein paar Fakten
heraus. (a) Genau dann ist § = (<)p — (+)p, wenn R(<) C R(+). Sei dazu
§ E (X)p — (+)p. Dann existiert eine Menge 3(p) C F und ein x € F derart,
da (§,5,z) = (<)p;—(+)p. Das heifit, daBl ein y € F existiert mit y € [G(p)
und = R(<) y. Es kann dann aber z R(+) y nicht gelten. Dies zeigt R(<) ¢
R(+). Sie umgekehrt R(<) ¢ R(+). Dann existieren z und y mit  R(<) y aber
nicht z R(+) y. Setze nun B(p) := {y}. Dann gilt (F,53,z) E (<)p;~(+)p. (b)
Genau dann ist § = p — [-](<)p, wenn R(>) C R(<)~. Dies zeigt man im
Wesentlichen wie (a). (¢) Genau dann ist § = (<)p — [<]p, wenn jeder Punkt
hichstens einen R(<)-Nachfolger hat. Nachweis wie (a). (d) Genau dann ist § |=
(+){+)p — (+)p, wenn R(+) transitiv ist. Auch dies zeigt man wie (a). (d) Genau
dann ist § = [+](p — [+]p) — [+]p, wenn R(+) transitiv und zykelfrei ist. Wegen
(d) beschrinken wir uns darauf, dies fiir den Fall mit transitiven R(+) nachzuweisen.
Dazu sei § ¥ [+]([+]p — p) — [+]p. Dann existiert ein 3 und ein x¢ mit (§, 5,z) =
[+](p — [+]p); (+)—p. Es existiert dann ein x; mit o R(+) x; und z; & 5(p).
Dann gilt 2 | [+]p — p und deswegen z; = (+)—p. Wegen der Transitivitat von
R(+) gilt auBerdem z; = [+]([+]p — p). Wir finden also eine unendliche Kette
(x; i € w) derart, daB x; R(+) x;41. Also ist R(+) nicht zykelfrei, da F endlich.
Sei umgekehrt R(+) nicht zykelfrei. Dann existiert eine Menge (z; : i € w) mit
x; R(+) x;4q fir alle i € w. Setze B(p) := {y : es existiert i € w: y R(+) x;}. Dann
gilt (F,5,z0) E [+]([+]p — p); (+)—p. Denn sei « R(+) y. Fall 1. Fiir alle z mit
y R(+) z gilt z E p. Dann existiert kein ¢ mit y R(+) x; (R(+) ist ja transitiv).
Also ist y |= p. Dies zeigt y |= [+]p — p. Da y beliebig, ist jetzt z = [+][[+]p — p).
Nun ist @y ¥ p und zo R(+) z;. Also xy = (+)—p, wie verlangt. Die restlichen
Eigenschaften sind einfach zu iiberpriifen. -
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Nun definieren wir eine Einbettung von MSO nach QML. Dazu einige Vorbe-
reitungen. Wir man sich leicht {iberzeugt, gelten folgende Gesetze.

1. (Vx)p < =(3z)(—p), 7@ « ¢.

2. (Vz) (1 A p2) < (Va)p1 A (Va)pa, () (01 V @2) < ()1 V (F2)pa.

3. (Vz)(p1 V @2) <« (1 V (VT)p2), (Fz)(p1 A p2) < (1 A (FT)ps), falls x nicht
frei in ¢, auftritt.

4. (Vo) (o1 V @02) < (02 V (VZ)p1), (32) (01 A @2) < (02 A (F7)1), falls 2 nicht
frei in o auftritt.

Schlieflich gilt fiir jede Variable y # x:

(Vz)p(z,y) < (Vo)(r <y — o(z,y)) A (Vz)(y <z — 0(2,9)) A p(y, )

Wir definieren nun folgende Quantoren.

(Vz<y)p = (Va)(z<y— ¢
(Vz>y)p = (Va)(z>y— ¢
(Fz<ylp = (Fr)(z<y— )
(Fz>y)p = (Fr)(z>y— )

Wir nennen diese Quantoren beschriankt. Offensichtlich kénnen wir jeden inbe-
schrankten Quantor (Vx)y durch die Konjunktion beschriankter Quantoren ersetzen,
sofern ¢ eine von z verschiedene freie Variable enthélt.

Lemma 5.2.8 Zu jeder MSO-Formel ¢ mit mindestens einer freien Objektvariable
existiert eine MSO-Formel ©9 mit beschrinkten Quantoren, derart, dafi auf allen
Z-Strukturen £ qilt £ = ¢ < ¢9.

Wir definieren Funktionen f, f*, g und ¢g* auf einstelligen Pridikaten wie folgt.

(f@)(x) = By =<2)e(y),
(gle)(x) = (Fy=2)e(y),
(fT@)(@) = By <z)p(y),
(g (@)(x) = (Fy>)p(y).
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Also besagt O(y) nichts anderes, als da8 ¢(x) nirgends erfiillt ist. Es sei P, eine
Pradikatvariable, die nicht in ¢ vorkommt. Definiere dann {P,/z}¢ induktiv wie
folgt.

{Pm/l‘}(l’:y) = Px<y)

{P,/z}(v =w) = v=uw, falls x ¢ {v, w}
{Po/a}(z<y) = (9(F))(y)

{Po/a}y<z) = (f(F))

{P,/z}(v i w) = v<w, falls = & {v, w}
{P:/x}(a(z)) = a(z)

{Px/x}<ﬁ¢) = _'{Px/J:}SO

{Po/zi(o1 Apa) = {P/ator NP/}

{Po/z}(o1 Vo) = {P/ator V{P:/z}eo

{P/zH((Fy)e) = (Gy){F/z}e, falls y # x
{Po/x}((Fr)p) = (3x)p

{Pe/z}(YP)p) = (VP){P:/z}p)

{P:/x}(3P)p) = (EP){P:/z}e)

Sei y(P,) = {#(z)}. Dann gilt

(M, 7, B) E ¢ gdw. (M, v, B) E{P:/r}p

Setze daher

(Ex)p(z) == 3P:)(=O(Pe) NO(Py A fH(P)) NO(Pa N g™ (Po)). — {P:/x}p)

Dann ist fiir alle Z—Strukturen £

(£,7,0) E (Fz)p gdw. (£,7,0)  (Ex)e

Man beachte, da} (Vz)p < —(3x)—¢; also ist die gesonderte Behandlung des All-
quantors hier nicht notig. Es ist also induktiv moéglich, sdmtliche erststufigen Quan-
toren unter Zuhilfenahme von f, f*, g, ¢*, O sowie (Ex) zu eliminieren. Jetzt
sind wir soweit, eine Einbettung von MSO in QML definieren zu konnen. Es sei
h : P — PV eine Bijektion von den Pradikatvariablen von MSO auf die Aussage-
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variable von QML.

(a(z))° = Q"
(P(y))® = h(P)
(O(p)° = =2° A[H]=¢® A [=]=¢°
(f(p))° = (=)¢°
(9(¢))° = (<)¢°
(f(@)° = ()¢
(g (@) = (H)y°
(—p)° =
(p1 Ap2)® == 7 Ay
(p1 V) = ¢f Vs
(EP)p)> = (3P)¢°
(VP)p)® = (VP)¢°

Man beachte, da8 die Ubersetzung von (Ez)¢ damit auch festgelegt ist.

Theorem 5.2.9 Es sei ¢ eine MSO-Formel mit hichstens einer freien Variablen,
die Objektvariable xo. Dann existiert eine QML-Formel o™ dergestalt, daf fiir alle
Z-Strukturen L gilt:

(L,8) F @(xo) gdw. (M(3), B(x0)) I= ¢(z0)"

Korollar 5.2.10 Modulo der Identifikation £ — M (L) definieren MSO und QML
dieselben Modellklassen von zusammenhdngenden, nichtleeren, endlichen Z—Strukturen.
Ferner: genau dann ist X eine endlich aziomatisierbare MSO-Klasse von Z-Strukturen,
wenn M(X) eine endlich aziomatisierbare QML—-Klasse von MZ-Strukturen ist.

Dies beweist nun, dafl es geniigen wiirde, wenn wir von endlich axiomatisierbaren
QML-Klassen von MZ-Strukturen nachweisen konnen, daf sie regulidre Sprachen
definieren. Dies werden wir jetzt tun. Man beachte, dafl wir zum Beweis lediglich
Grammatiken betrachten miissen, welche Regeln der Form X — a | aY haben, und
keine Regeln der Form X — e. Ferner kénnen wir anstelle von reguldren Grammati-
ken mit Grammatiken* arbeiten, wo wir also eine Menge von Startsymbolen anstelle
eines einzigen haben.

Sei G = (X, N, A, R) eine reguldre Grammatik* und & eine Zeichenkette. Fiir
eine Ableitung von 7 definieren wir eine Z-Struktur iiber A x N (!) wie folgt. Wir
betrachten die Grammatik G* := (X, N, A x N, R*), welche aus folgenden Regeln
besteht.

R ={X —-{(a,X)Y : X —aY € R}

Die Abbildung h : A x N — A : {(a,X) — a definiert einen Homomorphismus
von (A x M)* nach A* den wir auch mit h bezeichnen. Ebenso liefert sie uns
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eine Abbildung von Z—Strukturen iiber A x N nach Z-Strukturen iiber A. Jede G-
Ableitung von & definiert in eindeutiger Weise eine G*—Ableitung einer Zeichenkette
2% mit h(Z*) = & und diese also eine Z-Struktur

M= (L, <,{Q%x) : (a,X) € AXN}).

Zu diesem Modell definieren wir jetzt ein Modell iiber dem Alphabet A U N wie
folgt.

(L,<°{QF :a € A}, {Q% : X € N})
Dabei ist w € QF genau dann, wenn w € Q?ZIJO fiir ein X, und w € Q% genau dann,
wenn w € Q?ﬁ X) fiir ein a € A. Wir bezeichnen dieses Modell ebenfalls mit z*.

Definition 5.2.11 FEs sei G = (X, N, A, R) eine requlire Grammatik* und ¢ €
QML eine konstante Formel (mit Konstanten in A). Wir sagen, G sei treu fiir ¢,
falls es eine Teilmenge H, C N gibt derart, daf fiir jede Zeichenkette ¥ und jedes
T gilt: genau dann ist (T*,w) = ¢, wenn ein X € H, existiert mit w € Qx. Wir
sagen, H, codiert ¢ beziiglich G.

Die Bedeutung dieser Definition ist die Folgende. Gegeben eine Menge H und eine
Formel ¢. H codiert ¢ beziiglich G, falls in jeder Ableitung einer Zeichenkette & ¢
genau dort wahr wird, wo ein Nichtterminalzeichen aus H auftritt. Der Leser mag
sich von folgenden einfachen Fakten {iberzeugen.

Proposition 5.2.12 FEs sei G eine regulire Grammatik™, und es codiere H ¢ beziiglich
G, und K x. Dann gilt:

x N — H codiert = beziiglich G.

x H N K codiert ¢ A\ x beziiglich G.

x HUK codiert ¢ V x beziiglich G.

Wir werden induktiv zeigen, dafl man jede QML—Formel in eine regulére Grammatik
codieren kann, wobei man allerdings die Ausgangsgrammatik etwas erweitern muf3.

Definition 5.2.13 Fs seien Gy = (31, N1, A, Ry) und G5 = (3o, Na, A, Ry) requldre
Grammatiken*. Dann set

Gl X G2 = <El X EQ,Nl X NQ,A, Rl X R2>

wo

Ry x Ry:= {(X1,X0) ma (Y1,Y2): Xy —aY) € Ry, Xy —aYs € Ry}
U{<X1,X2> —>a:X1 —a € Rl,XQ —>CLER2}

Dies nennen wir das Produkt der Grammatiken® G, und Gsy.
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Es gilt

Proposition 5.2.14 Es seien Gy und Gy Grammatiken® iber A. L(Gy x Gg) =
L(G1) N L(Gy).

Der folgende Satz ist nicht schwer zu zeigen und daher als Ubung iiberlassen.

Lemma 5.2.15 Es sei ¢ in Gy durch H codiert. Dann ist o in G; X Gy durch
Ny x H codiert und in Gy x G durch H x Ns.

Definition 5.2.16 Es sei ¢ eine QML-Formel. Ein Code fiir ¢ ist ein Paar
(G,H), wo L(G) = A* und H ¢ in G codiert. ¢ heifit codierbar, falls es einen
Code fiir ¢ gibt.

Angenommen, ¢ besitzt einen Code (G, H), und es sei G’ gegeben. Dann gilt L(G' x
G) = L(G"), und ¢ ist in G’ x G durch N’ x H codiert. Offensichtlich geniigt es
daher, fiir jede Formel einen Code zu finden. Wir werden allerdings noch rasch eine
Folgerung ziehen, die das Leben erleichtern wird.

Lemma 5.2.17 Es sei A eine endliche Menge von codierbaren Formeln. Dann exi-
stiert eine Grammatik* G und Mengen H,, ¢ € A, derart, daff (G, H,) Code von ¢
15¢.

Beweis. Sei A :={§; : i < n}. Sei (G;, M;) Code von ¢;, i < n. Setze G := X;,,G;.
Ferner setze H; := X;<;N; X H; X X;<j<N;. Iterierte Anwendung von Lemma 5.2.15
liefert die Behauptung.

Theorem 5.2.18 Jede konstante QML—-Formel ist codierbar.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber den Aufbau von ¢. Wir beginnen
mit dem Code von a, a € A. Dieser ist die folgende Grammatik* G,. Wir haben
N :={X,Y}, wir erlauben sowohl X als auch Y als Startsymbol. Die Regeln sind

X —alaX|aY, Y —b|bX|bY

wobei b alle Elemente aus A—{a} durchlauft. Der Code ist jetzt (G, {X}), wie man
leicht nachrechnet. Die Induktionsbehauptung ist fiir -, A, V und — durch Propo-
sition 5.2.12 gezeigt. Nun zu dem Fall ¢ = (<)n. Wir nehmen an, 1 sei codierbar
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und der Code sei C,, = (G, H,). Jetzt definieren wir G,. Es sei N, := N, x {0,1}
und X, := %, x {0, 1}. SchlieSlich seien die Regeln von der Form

(X,1) =a(Y,0), (X;1) =a V1),
wo X —aY € Ryund Y € H, und

(X,0) —a (Y,0), (X,0)—a (Y, 1),
wo X — aY € R, und Y &€ H,. Ferner haben wir noch Regeln der Form

(X,0) —a, (X,1)—a,

fir alle X — a € R,. Man iiberlegt sich leicht, dafl zu jeder Regel X — aY oder
X — a eine Regel in G, existiert. Der Code von ¢ ist dann (G, N, x {1}). Nun
zu dem Fall ¢ = (>)n. Wir nehmen wieder an, 7 sei codierbar und der Code sei
C, = (G,, H,). Jetzt definieren wir G,. Es sei N, := N,, x {0,1}, ¥, := %, x {0}.
Schliellich sei R, die Menge der Regeln von der Form

(X,0) —a(Y,1), (X,1) —a(Y,1),
wo X —aY € R, und X € H, und
(X,0) —a (Y,0), (X,1) —a (Y, 1),

wo X — aY € R, und X ¢ H,; und schlieBlich nehmen wir fiir jede Regel X — a
die Regeln
(X,0) —a, (X,1)—a

auf. Der Code von ¢ ist dann (G, N, x {1}). Nun zu ¢ = (+)n. Wiederum ist
N, := N, x {0, 1}, sowie X, := 3, x {0, 1} die Menge der Startsymbole. Die Regeln
sind nun von der Form

(X,0) = a(Y,0),
falls X — aY € R,. Ferner haben sie die Form
(X,1) —a(Y,1),
falls X — aY € R,y und Y ¢ H,,. Ferner nehmen wir die Regeln
(X,1) = a (Y,0),
auf, wenn X — aY € R, und Y € H,, sowie schliellich alle Regeln der Form
(X,i) —a,

wo X — a € R, und i € {0,1}. Der Code von ¢ ist damit (G, N,, x {1}). Jetzt
zu p = (—)n. Es sei N, := N, x {0,1}, sowie ¥, := X, x {0} die Menge der
Startsymbole. Die Regeln sind nun von der Form

(X,1) = a(Y,1),
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falls X — aY € R,. Ferner haben sie die Form
(X,0) =a(Y,1),
falls X — aY € R, und X € H,. Ferner nehmen wir die Regeln
(X,0) = a (Y,0),
auf, wenn X — aY € R, und Y ¢ H,, sowie schliefllich alle Regeln der Form
(X,i) —a,

wo X — a € R, und ¢ € {0,1}. Der Code von ¢ ist damit (G, N, x {1}). Den
grofiten Aufwand macht der letzte Fall, ¢ = (Vp;)n. Zunéchst fithren wir ein ein neues
Alphabet ein, ndmlich A x {0,1}, und eine Konstante c. Es sei a := (a,0) V (a, 1).
Ferner sei ¢ <> \/ ., (a,1). Dann ist (a,1) < a A ¢ und (a,0) < a A =c. Dann sei
n' :=nlc/pi]. Auf diese Formel konnen wir die Induktionsbehauptung anwenden. Es

sei A die Menge der Teilformeln von 7. Fiir eine Teilmenge > C A sei

Ly:= Non N\ -6

sex 5gy

Zunéchst einmal finden wir eine Grammatik G und Mengen Hy, § € A, derart, dafl
(G, Hs) 6 codiert. Also existieren Hy, derart, daf (G, Hyx) Ly codiert. Jetzt bilden
wir als erstes die Grammatik G* mit den Nichtterminalsymbolen N x p(A) und dem
Alphabet A x {0,1}. Die Regelmenge ist die Menge aller

(X, %) — {a,i) (X',Y2),
wo X — aX' € Rist, X € Hy und X' € Hyy; ferner alle Regeln der Form
(X, %) = (a,7)

wo X — a € Rund X € Hy. Setze HL := Hx. x {3}. Wiederum sieht man leicht,
dafl (G, Hy) ein Code fiir ¥ ist fiir jedes 3 C A. Wir gehen jetzt zu der Grammatik
G? iiber, mit N? := N x {0,1} x p(A) und A? := A, sowie den Regeln

(X,4,2) —a (X')i'%)
wo (X,Y) — (a,i) (X',¥') € R' und
(X,i,2) = a
wo (X, 3) — (a,i) € R'. Als Letztes definieren wir G®. N3 := Nxp(p(A)), A% := A.

Ferner sei

(X,A) —a (Y,B)
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genau dann eine Regel, wenn B die Menge aller ¥ ist, fiir die ¥ € A sowie i, €
{0, 1} existieren mit

(X,i,8) —a (Y,i,Y)eR?.

Ebenso ist genau dann

(X,A) »ac R,

wenn ein ¥ € A existiert und ein ¢ € {0, 1} mit
(X,i,%) —a€ R*.

Setze H, := {X : n’ € Z}. Wir behaupten: (G®, H,) ist ein Code fiir . Zum Beweis
sei Z eine Zeichenkette, und es sei eine beliebige G®~Ableitung von 7 gegeben. Wir
konstruieren daraus eine G'-Ableitung. Es sei & = [[,_, z;. Nach Voraussetzung
haben also wir eine Ableitung

<XiaAi> — Xy <Xi+17Ai+1>

firt <n—1und

<Xn—17An—1> — Tp-1 -

Nach Konstruktion existiert ein j,,_; sowie ein X, 1 € A, _; mit
(X1, Jn-1,5n-1) — a € R*.
Absteigend bekommen wir jetzt fiir jedes i < n — 1 ein j; sowie ein Y; mit
(Xi, 75, 5) = a (Xit1, Jir1, Biv1) € R? .

Wir haben also eine G*~Ableitung von #. Daraus bekommen wir sofort eine G-
Ableitung. Diese ist iiber dem Alphabet A x {0,1}. Nach Voraussetzung ist in G*
n' durch H,, codiert. Dann gilt n" an allen Knoten ¢ mit X; € H,/. Dies ist die
Menge aller i mit X; € Hy fiir ein ¥ C A mit ¥’ C A. Dies ist genau die Menge
aller ¢ mit (X;, A;) € H,. Also gilt (X;, A;) € H, genau dann, wenn die Z-Struktur
von T beziiglich der gegebenen G3-Ableitung ¢ bei i erfiillt. Dies war aber zu zei-
gen. Ebenso kann man aus einer G'-Ableitung kann man auch eine G*-Ableitung
konstruieren, wie man leicht sieht. —

Wir sind nun fast am Ziel. Als letztes miissen wir noch einsehen, wie wir aus
der Tatsache der Codierbarkeit einer Formel auch eine Grammatik bekommen, die
nur Zeichenketten erzeugt, die diese Formel erfiillen. Sei also ¢ eine endliche Men-
ge von MSO-Formeln. Wir diirfen sofort annehmen, dafl diese Sétze sind (wenn
nicht, quantifizieren wir die freien Variablen universell ab). Nach Korollar 5.2.10
kéonnen wir annehmen, dafl wir es statt mit MSO-Sétzen mit QML-Formeln zu
tun haben. Ferner ist eine endliche Konjunktion von QML-Formeln wieder ei-
ne QML-Formel, sodafl wir uns auf eine einzige QML-Formel ¢ zuriickziehen
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konnen. Nach Satz 5.2.18 existiert fiir ¢ ein Code (G, H), G = (X, N, A, R). Setze
G¥Y:=(XNH/NNH, A Ry), wo

Ry ={X—-aYeR: X, YeH}U{X acR: X € H}

Nun existiert eine G¥—Ableitung von & offensichtlich genau dann, wenn Z* |= ¢.

Ubung 117. Zeigen Sie, daf jede (1) Sprache der Schnitt von reguliren Sprachen ist.
Dieser Schnitt ist moglicherweise unendlich. (Dies heiit also, dafl wir auf den Zusatz
der endlichen Axiomatisierbarkeit im Satz von Biichi nicht verzichten kénnen.)

5.3 Einiges zu Phonologie und Silbenstruktur

In diesem Abschnitt werden wir auf Silbenstruktur und phonologische Regeln ein-
gehen. Dies ist nur zum Teil als Anwendung der Ergebnisse des vorigen Abschnitts
zu verstehen. Vieles von dem, was wir hier sagen werden, ist ohne die Theorie von
Biichi mindestens ebenso leicht zu verstehen. Trotzdem ist es fiir das Verstédndnis
von Sprachstruktur unerléaflich, die hier angesprochenen Themen wenigstens ansatz-
weise wiirdigen zu kénnen. Der Leser ist alledings aufgefordert zu verifizieren, dafl
die phonologischen Prinzipien, die wir hier ansprechen, in MSO formulierbar sind,
sodafl man, wenn dies erforderlich ist, einen endlichen Automaten bauen kann, der
sie verifiziert. Aulerdem folgt daraus sofort, dafl die phonologische Wohlgeformtheit
einer Lautfolge in linearer (also Echt)Zeit tiberpriift werden kann.

Der bei weitem wichtigste Anwendungsbereich fiir reguldre Sprachen ist die Pho-
nologie. Denn nach allem, was man weif; sind die phonologischen Regeln einer Spra-
che stets so geartet, dafl sich eine regulére Sprache ergibt. Dabei sind die Strukturen,
welche man annimmt, keineswegs identisch mit denen einer Typ 3 Grammatik. Man
nimmt nédmlich an, daf§ sich Phoneme in einer Silbe organisieren, welche ihrerseits
folgende Struktur hat.

Nukleus Coda
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Eine Silbe besteht also aus einem Ansatz und einem Reim, welcher seinerseits aus
einem Nukleus und einer Coda besteht. Der Nukleus besteht hierbei in der Regel
aus den in der Silbe auftretenden Vokalen, der Ansatz enthéilt die dem Nukleus
vorausgehenden Konsonanten, die Coda die den Vokalen folgenden Konsonanten.
Zum Beispiel besteht die Silbe ['[traik] (Streik) aus dem Nukleus [ai], dem Ansatz
[Jtr] und der Coda [k]. Es gibt in jeder Sprache eine Hochstgrenze fiir die Anzahl
der Phoneme, die in jedem der drei Teilen auftretenden Phoneme. So erscheinen im
Deutschen nie mehr als 3 Konsonanten im Ansatz, hochstens 2 Vokale im Nukleus,
und hochstens 5 (1) Konsonanten in der Coda. (Siehe [34], Seite 774.) Das Maximum
wird einerseits durch das Wort Streik im Ansatz realisiert, andererseits durch das
einsilbige Wort [ [impfst] (schimpfst). Ferner gibt es gewisse teilweise universelle
Gesetze iiber die Verteilung von Konsonanten in der Silbe. In Ansatz ist zum Beispiel
ein liquider Laut ([1] oder [r]) stets an letzter Stelle. Deswegen ist *[ls] kein moglicher
Ansatz. Ferner kann es weder in dem Ansatz noch in der Coda mehr als einen
Plosivlaut ([b], [p], [d], [t], [g] oder [k]) geben. Im Deutschen folgt [I] nicht auf [t]
im Ansatz, aber es gibt Sprachen, in denen dies erlaubt ist. Eine allgemeine Theorie
der Silbenstruktur auszuarbeiten, ist an dieser Stelle nicht moglich. Es gilt jeodch
grob gesagt Folgendes. Die Laute werden in einer Sonoritdtshierarchie angeordnet.
Diese ist wie folgt.

tiefe Vokale > mittlere Vokale > hohe Vokale > r—Laute

[a], [o] [2e], [oe] [, [y] [r]

> Nasale; Laterale > sth. Frikative > sth. Plosive > stl. Frikative

sl [J] (m], [n]; I [2], [3] [b], [d]

> stl. Plosive
0], [t]

Eine Silbe ist nun so organisiert.

Silbenstruktur. In einer Silbe steigt die Sonoritdt monoton bis zum Nu-
kleus, und fallt anschlieBend monoton. Ferner enthalt der Nukleus min-
destens einen Sonoritétsgipfel, das heifit, einen Laut mit maximaler So-
noritat.

Dies bedeutet, dafl es in einer Silbe einen Laut geben muf, der in der Hierarchie
mindestens so hoch ist wie die anderen Laute. Dieser ist dann im Nukleus. Dieser
heifit Sonoritétsgipfel. Von diesem Gipfel aus gesehen fillt die Sonoritédt monoton
nach links wie nach rechts gehend. Dies erklart, warum wir im Anlaut [tr] (['tro:st],
Trost) aber nicht [rt] finden, umgekehrt aber im Auslaut [rt] (['pfet], Pferd) haben
aber nicht [tr]. Ebenso ist [pfr] ein wohlgeformter Ansatz. Allerdings macht das [f]
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im Anlaut Kummer. So haben wir ['[tra:so], StraBe, obwohl [f] in der Hierarchie
hoher liegt als [t]. Es wird deswegen [[] als nicht zum Ansatz gehorig betrachtet, was
dann aber die Silbenstruktur weiter verkompliziert. Es ist nicht nétig, dafl eine Silbe
einen Vokal enthélt. Als Beispiel diene das Wort priigeln. Es wird — unabhéngig
von seiner Schreibung — ['pry: gln] gesprochen. Diese enthélt zwei Silben: [pry:] und
[gln]. Die zweite Silbe hat im Nukleus [l]. Sehen wir, wie dies folgt. Wir notieren
die Laute in Folge und schreiben dariiber eine Ziffer, die Hierarchiestufe in der
Sonoritétshierarchie.

1 6 7 3 5 5

pr y: g 1l n

Wir miissen also mindestens zwei Silben haben. Der Leser moge priifen, daf, falls wir
zwei Silben annehmen, die folgenden Gliederungen mit dem obenstehenden Gesetz
kompatibel sind.

pry: - gln, pry: g - In

Ferner konnten sowohl [1] alleine wie auch [In] den Nukleus der zweiten Silbe bilden.

Die Phonologie war im Ubrigen auch die erste formal ausgearbeitet Theorie, in
der Merkmale eine Rolle spielten. Es wurde allgemein davon ausgegangen, dafl ein
Phonem wie [b] keine unanlysierbare Einheit bildet, sondern aus mehreren Merk-
malen zusammengesetzt ist, welche einen ganz realen, das heifit, artikulatorischen
Hintergrund haben. Wir kénnen an [b] mehrere Merkmale isolieren:

1. [b] wird artikuliert durch den Lippenverschlufl. Man nennt es daher auch einen
Bilabiallaut. Im Gegensatz dazu wird [d] an den Zahnen mit der Zungenspitze
artikuliert (und heifit deswegen Apikodentallaut).

2. Bei der Artikulation von [b] bewegen sich die Stimmbénder. Daher heifit [b]
stimmbhaft. Im Gegensatz dazu ist [p]| stimmlos.

3. [b] ist ein plotzlicher Laut, er kann nicht beliebig lange artikuliert werden.
Daher heifit er auch ein Plosivlaut. Im Gegensatz dazu ist [v] ein Laut, wel-
chen man so lange artiluieren kann, wie man mochte. Er heifit deswegen auch
kontinuierlich.

Diese drei Merkmale definieren den Artikulationsort (1.) und die Artikulationsart
(2. und 3.). Die Merkmale besitzen einige Abhéingigkeiten untereinander. So sind
Vokale stets stimmhaft und kontinuierlich. Im Deutschen sind stimmlose Plosivlaute
behaucht; wir sprechen also [t] mit einem nachfolgenden Hauchlaut, weswegen in
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alten Biichern auch oft Theil anstelle von Teil geschrieben wurde. Diese sogenannte
Aspiration entfillt allerdings dann, wenn davor ein [f] erscheint. In ['ftompf] ist der
Hauchlaut nicht existent. Vokale sind im Deutschen nicht alleine lang oder kurz.
Auch die Vokalqualitat dndert sich mit der Lénge. Lange Vokale sind gespannt. So
wird i als [1] gesprochen, wenn es kurz ist, und als [i] wenn es lang ist (man probiere
Sinn ['7zin]) gegeniiber Tief ['ti:f]). Ebenso fiir die anderen Vokale. Hier ist eine
Korrespondenztabelle fiir lange und kurze Vokale.

Mo o<
8 8 8 <

o o O » =
PR SER

Lediglich das @ klingt lang genauso wie kurz. Es ist daher im allgemeinen nicht leicht
zu sagen, welches Merkmal distinktiv wirkt: ist es die Lénge oder die Spannung?
Das ist insbesondere dann heikel, wenn Deutsche eine Sprache verstehen muf, in
der Lange unabhéngig ist von der Spannung (zum Beispiel das Finnische). Dann
konnen sie sich nicht auf die Spannung als zusétzliche Hilfe verlassen.

Die Attribut—Wert Strukturen stellen einen Schreibweise dar, in welcher man
Merkmalsstrukturen aufschreiben kann.

ORT . bilabial
STIMMHAFT : -+
PLOSIV D+

Genauso konnen wir uns der monadische Préadikatenlogik oder der (quantifizierten)
Modallogik bedienen. Die Wahl ist hier nur eine der Bequemlichkeit. Das Interessante
an diesen Analysen ist, dafl sie eine konzise Darstellung von phonologischen Regeln
erlaubt. So konnen wir folgende Prinzip im Deutschen formulieren.

Auslautbedingung. Fin Konsonsant in einer Coda ist niemals stimmhatft.

Nehmen wir das Verb geben. Der Imperativ lautet gib. Die Coda ist [p] und nicht
[b]. Dies ist im Einklang mit den Erfordernissen. Warum aber steht [p] anstelle von
[b] und nicht [t]? Die Antwort ist einfach. Es gibt einen Proze8}, welcher in der Coda
den Wert des Merkmals STIMMHAFT auf + setzt. Dementsprechend heifit es ['li:s]
(lies) und nicht [1i:z], [le:k] (leg) und nicht ['le:g] (aber [le:go], lege). Dies ist
ein Beweis fiir die Richtigkeit dieser Analyse. In der Phonologie formuliert man dies
also als Regel.

Auslautverhédrtung. Ein Konsonsant wird in einer Coda stimmlos.
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Dies bedeutet: in der Coda operiert die folgende Ersetzung
[STIMMHAFT : +] = [STIMMHAFT : —]

Solche Ersetzungen haben wir bisher nicht betrachtet. Wodurch kommen sie zu-
stande, und wie kann man sie bschreiben? Die erste Frage ist in diesem Fall schnell
beantwortet. Die Silbenstruktur ist in der lexikalischen Reprisentation iiberwie-
gend nicht festgelegt. Erst wenn nach Anwendung morphologischer Prozesse eine
Wortform entstanden ist, wird sie syllabifiziert, das heif3t, in eine Silbenstruktur
analysiert. Dann greifen aber die Prinzipien, wie etwa die Auslautbedingung. Um
sie zu erfiillen, werden die Konsonanten im Auslaut minimal veréndert; es wird al-
so das Merkmal der Stimmhaftigkeit auf — gesetzt, wenn dies erforderlich ist. Dies
legt also nahe, phonologische Regeln erst nach morphologischen Regeln anzuwenden.
Die Morphologie arbeitet daher zwar mit Phonemen, kann aber deren tatséchliche
Artikulation nur begrenzt bestimmen. Ob ein [b] in der morphologischen Reprisen-
tation tatsédchlich als [b] ausgesprochen wird oder als [p], die entscheidet sich erst
nach erfolgter Syllabifikation und Anwendung phonologischer Regeln.

Die zweite Frage erfordert einen neue Technik, den Transducer. Ein Transducer
ist eine Maschine, welche Zeichenketten {ibersetzt. Wir beschreiben hier nur den
einfachsten Transducer, den sogenannten endlichen Transducer.

Definition 5.3.1 Seien A und B Alphabete. Ein (partieller) endlicher Trans-
ducer von A nach B ist ein Quadrupel € = (Q, 19, F,0), sodaff ig € Q, F C @
und § : Q X Ac — p(Q x B*), wobei d(q, %) stets endlich ist fir jedes T € A.. Q
heifst die Menge der Zustdnde, iy heifit der Anfangszustand, F die Menge der
Endzustinde und & die Ubergangsfunktion. T heift deterministisch, falls §(q, a)
genau ein Element hat fiir jedes ¢ € QQ und a € A.

Es heifit A das Eingabealphabet und B das Ausgabealphabet. Der Transducer
unterscheidet sich von einem endlichen Automaten dadurch, dafl er nicht nur eine
Ubergangsfunktion besitzt, welche festlegt, welcher Zustand als néchstes angesteu-
ert werden kann, sondern die auch noch bestimmt, dafl eine gewisse Zeichenkette
ausgegeben wird. Man beachte, daB der Transducer auch leere Uberginge erlaubt,
was interessant ist, weil in diesem Falle trotzdem der Automat eine Ausgabe machen
kann. Man schreibt

= =

Yy oo
q—4q,

wenn der Transducer vom Zustand ¢ aus unter Eingabe der Zeichenkette Z (€ A*) in
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den Zustand ¢’ iibergeht, und die Kette ¢ (€ B*) ausgibt. Dies ist wie folgt definiert.
(¢',9) € 6(q,7)

gL ¢, falls oder  fiir gewisse ¢”, u, ', v,V :

Schliefflich definiert man
L(T) .= {{(#,y) : existiert ¢ € F mit i 9, q} .

Transducer lassen sich benutzen, um den Effekt von Regeln zu beschreiben. So kann
man einen Syllabifizierungstransducer Gyl schreiben, der Folgendes tut. Das Einga-
bealphabet ist A U {0, 4}, wo A das Phonemalphabet ist, O die Wortgrenze und f
die Silbengrenze. Das Ausgabealphabet ist A x {a,n,c} U {0, £}. Dabei steht a fiir
Ansatz, n fir Nukleus und c fiir Coda. Somit annotiert die Maschine jedes Phonem
dahingehend, ob es im Ansatz, im Nukleus oder in der Coda auftritt. Zusétzlich
werden Silbengrenzen eingetragen, wo es notwendig ist. (In der Eingabe werden nur
solche Silbengrenzen eingetragen, welche nicht vorhersagbar sind, wie etwa die Tren-
nung Atmo-sphére.) Jetzt schreiben wir eine Maschine A0h, welche den Effekt der
Auslautverhdartung simuliert. Sie hat einen Zustand, iy, ist deterministisch und die
Ubergénge sind beschrieben durch ([b],¢) : ([p],¢), ([d],¢) : ([t],c), ([g], ) : ([k],c)
sowie ([z],¢) : ([s],c) und ([v],¢) : ([f],¢) (das Symbol [v] entspricht unserem Deut-
schen w). (Uberall sonst haben wir (P, ) : (P,a), P eine Phonem, a € {a,c,n}.

Wir wollen nun ein allgemeines Theorem beweisen, welches als Transducertheo-
rem bekannt ist. Es besagt, daf das Bild unter einem Transducer von einer reguldren
Sprache wieder eine reguldre Sprache ist. Der Beweis ist nicht schwer. Zunéchst
einmal kann man die Funktion § : @ x A. — @(Q x B*) durch eine Funktion
5% Q° x A. — p(Q° x B.) ersetzen, indem man entsprechend mehr Zustdnde hin-
zufiigt. Die Details dieser Konstruktion iiberlassen wir dem Leser. Nun ersetzen wir
diese durch eine Funktion 62 : Q x A, x B. — p(Q). Was wir jetzt bekommen, ist
ein Automat {iber dem Alphabet A x A. Wir iibernehmen die Notation aus dem
Abschnitt 4.3 und notieren Paare als ¥ ® y. Einziger Unterschied: wir definieren

(@®7) (@®1) = (@ 7)o @)

Definition 5.3.2 Es sei R ein requlidrer Term. Wir definieren L*(R) wie folgt.

L*(0) = O

L*(Z®oy) = {Toy} Tye A x B
IX(R-S) = {r-v:reL’(R),neL*S))

L}(RUS) := L*R)UL*S)

L*(R) = (L*(R))
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Eine reguliire Relation auf A ist eine Relation der Form L*(R) fiir einen reguliren
Term R.

Theorem 5.3.3 Genau dann ist Z C A* x B* eine requldre Relation, wenn es einen
endlichen Transducer T gibt mit L(T) = Z.

Dies ist im Wesentlichen eine Konsequenz aus dem Satz von Kleene. Anstelle des
Alphabets A wurde hier das Alphabet A x A gewé&hlt. Man muf} sich nur iiberle-
gen, dafl die Transitionen ¢ : € nichts hinzufiigen. Wir kénnen daraus eine Menge
Folgerungen ziehen.

Korollar 5.3.4 Es gilt

x Reguldire Relationen sind unter Schnitt abgeschlossen.
x Ist H C A* requldr, so auch H x B*. Ist K C B* reguldr, so auch A* x K.
x Ist Z C A* x B* eine requldre Relation, so auch die Projektionen

— m[Z] == {Z: es existiert §j mit (Z,y) € Z}
— mo|Z] :={y : es existiert ¥ mit (Z,y) € Z}

x Ist Z eine requlire Relation und H C A* eine regulire Menge, so ist Z[H] :=
{y : es existiert ¥ € H mit (Z,y) € Z} eine regulire Menge.

Man unterscheidet bei dem Transducer zwei mogliche Gebrauchsweisen. Die erste
ist die einer Maschine, die bei gegebenem Paar von Eingabeketten priift, ob sie sich
in Relation befinden. Die zweite, ob sich zu einer gegebenen Zeichenkette eine an-
dere Zeichenkette finden 14t, die mit dieser in Relation steht. Im ersten Fall kann
man stets eine deterministische Maschine haben, im zweiten in der Regel nicht. Die
Relation {(a,a™) : n € w} ist regulir, aber es gibt keinen deterministischen Uberset-
zungsalgorithmus. Man findet leicht auch eine Sprache, in der es in keiner Richtung,
links nach rechts wie rechts nach links, einen deterministischen Ubersetzungsalgo-
rithmus gibt.

Als Anwendung fiir Transducer und das Transducertheorem nehmen wir die hi-
storische Sprachwissenschaft. In der historischen Sprachwissenschaft formuliert man
sogenannte Lautkorrespondenzen. Im einfachsten Fall modellieren sie die Entwick-
lung von einer Sprache in eine andere. Wir nehmen als Beispiel das Indogermanische.
Dies ist eine rekonstruierte Sprache, deren Eigenschaften uns nicht direkt bekannt
sind, sondern aus den Sprachen erschlossen wurden, in die sie sich — so glaubt
man — entwickelt hat. Je zuverléssiger die Lautgesetze, desto besser bestétigt ist
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natiirlich die Existenz und die Eigenarten des Indogermanischen. Wir geben hier
eine Korrespondenztabelle.

| Indogermanisch | Sanskrit | Griechisch | Latein | (Bedeutung) |

g"hermos gharmah | thermés formus | warm

ouis avih 6is ovis Schaf

SuoS svah hos suus sein

septm sapta hepta septem | sieben
dék“m dasa déka decem | zehn
néuos navah néos novus neu

génos janah génos genus Geschlecht
suepnos svapnah | hypnos somnus | Schlaf

Einige Laute in der einen Sprache haben exakte Enstprechungen in der néchsten.
Zum Beispiel entspricht [p] in allen Sprachen wieder [p]. Bei anderen ist die Entspre-
chung nicht eineindeutig. Die indogermanischen Laute [e] und [a] werden im Sanskrit
zu [a]. Also hat das Sanskrit [a] in den anderen Sprachen mehrere Entsprechungen.
Schliellich ist es noch so, daf§ Laute sich verschieden entwickeln je nach der Umge-
bung. Im Ansatz wird indogermanisches [s| im Sanskrit zu [s], aber am Wortende zu
[h]. Die Einzelheiten mogen hier nun nicht weiter interessieren. Es sei aber gesagt,
dafl man fiir die Lautkorrespondenzen tatséchlich einen Transducer schreiben kann.
Dem Leser sei zur Ubung empfohlen, einen solchen zu entwickeln.

Kommen wir zum Schlufl noch einmal auf den Satz von Biichi zuriick. Wir wollen
eine Anwendung bringen, die nicht ganz banal ist. Im Finnischen gibt es sogenannte
Vokalharmonie. Es gibt drei Arten von Vokalen: dunkle ([a], [o], [u], geschrieben a,
o und u), helle ([ee, ce, y], geschrieben &, 6 und y) und neutrale ([e], [i], geschrieben
e und i). Viele Suffixe besitzen zwei verschiedene Formen, eine dunkle und eine
helle. Falls das Wort, an das sie angehéngt werden, einen dunklen Vokal enthilt, so
wird die dunkle Variante gewihlt, ansonsten die helle. Finnische Worte haben in der
Regel nie zugleich einen dunklen und einen hellen Vokal, sodafl auch nach Anhéngen
des Suffixes diese Eigenschaft erfiillt ist.

Vokalharmonie (Finnisch). Ein Wort enthélt nicht zugleich einen dunklen
und einen hellen Vokal.

Wir haben zum Beispiel die Nomina talo (Haus), urheilu (Sport), hissi (Aufzug),
sowie tyttd (Tochter). Das Suffix des Adessivs ist 11a (dunkel) oder 114 (hell).
Wendet man das Prinzip der Vokalharmonie an, so bekommt man

talolla, urheilulla, hissilla, tyttolla
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Die Vokalharmonie geht nur bis zur Wortgrenze. Es konnen sehr wohl zwei Wor-
te unterschiedlicher Harmoniewerte miteinander kombiniert werden. Man hat zum
Beispiel osakeyhtié (Aktiengesellschaft). Dies besteht aus den zwei Worten osake
(Aktie) sowie yhtio (Gesellschaft). Das Suffix richtet sich nach dem néher liegenden
Wort. Wir haben also

osakeyhtioclla

Aufgrund der hier angegebenen Daten ldt sich relativ leicht ein MSO-Satz an-
geben, der die Vokalharmonie im Finnischen kodifiziert. Daraus folgt dann, dafl es
einen Automaten gibt, der sie iiberpriifen kann.

Das Interessante an diesem Beispiel ist hierbei auch noch Folgendes. Im Prinzip
geht man davon aus, dafl phonologische Prozesse Kontaktphdnomene sind. Ein Bei-
spiel dafiir ist die Einfiigung von [p] zwischen [m] und [f], welches nur der besseren
Sprechbarkeit dient; oder der Ausschlufl von [s| zu [f] vor Plosiven im Deutschen.
Auch die Auslautverhiartung gehort hierher. Man nimmt einfach an, dafl ein Kon-
sonant stimmlos wird vor einem stimmlosen Konsonant. Das Silbenende wird als
stimmlos definiert. Ausgehend von dem Silbenende werden alle Konsonanten der
Coda riickwérts gehend erfafit und stimmlos. Wichtig hierbei ist also, dafl es jeweils
die aneinandergrenzenden Laute sind, die einander beeinflussen; eine Fernwirkung ist
hier ausgeschlossen. Die Vokalharmonie im Finnischen bildet nun eine Ausnahme. Es
gibt zunéchst keinen Grund anzunehmen, daf es sich hier um ein Kontaktphdnomen
handelt. Denn der Suffixvokal im Adessivsuffix ist durch das doppelte [l] von dem
Wortstamm getrennt. Sofern wir nicht annehmen wollen, daf3 es zwei oder gar drei
Sorten von [l] gibt, ein helles, neutrales und ein dunkles, kann die Vokalqualitiat des
Suffixvokals nicht von den Wurzelvokalen bestimmt werden. In der autosegmenta-
len Phonologie ist man allerdings einen Weg gegangen, der beide Intuitionen wieder
vereinen kann. Hier nimmt man an, daf§ gewisse Merkmale sich auf einem eigenen
Strang, genannt Tier (das ist Englisch, spricht sich aber fast genauso wie deutsch
Tier) befinden. Nicht alle Laute haben Merkmale in jedem Tier. So spielt zum Bei-
spiel bei Vokalen der Artikulationsort keine Rolle (er ist eigentlich immer gleich),
sodaB sie nicht auf dem dafiir vorgesehenen Tier auftreten. Nehmen wir nun an, daf3
es einen eigenen Tier fiir das Harmoniemerkmal gibt, so ist es leichter, Harmonie als
Kontaktphidnomen zu interpretieren. Denn auf dem Harmonie—Tier sind der letzte
Wurzelvokal und der Suffixvokal adjazent. Allerdings — und das ist das Ungliick —
ist der letzte Vokal nicht unbedingt entscheidend. Denn falls er neutral ist, so ist eine
Entscheidung nicht moglich, ohne die davor liegenden Vokale zu kennen. Auch hier
kann man Abhilfe schaffen. Man nimmt an, dafl neutrale Vokale auch nicht auf dem
Harmonietier vertreten sind. Dann ist Harmonie in der Tat ein Kontaktphdnomen
geworden.



308 5. Linguistische Strukturen

5.4 Axiomatische Klassen II: Erschopfend geord-
nete Biume

Der Beweis von Biichi iiber axiomatische Klassen von Zeichenketten hat ein sehr
interessantes Analogon fiir erschopfend geordnete Baume. Wir werden ihn auch be-
weisen, wobei wir allerdings nur diejenigen Fakten zeigen werden, die nicht unmit-
telbar iibetragen werden konnen. Anschliefend werden wir auf die Bedeutung dieses
Satzes fiir die Syntaxtheorie eingehen. Der Leser moge sich noch einmal mit den Be-
griffen aus Abschnitt 1.4 vertraut machen. Geordnete Baume sind Strukturen {iber
einer Sprache, welche 2 zweistellige Relationssymbole besitzt, C und <. Wir nehmen
auch noch Marken aus A und N (!) hinzu und bekommen so die Sprache MSO®.
In ihr ist die Menge der erschopfend geordneten Baume eine endlich axiomatisier-
bare Klasse. Wir betrachten zunéchst die Postulate. < ist transitiv und irreflexiv,
T ist linear fiir jedes z, und es gibt ein grofites Element, und jede Teilmenge hat
ein beziiglich < grofites und ein beziiglich < kleinstes Element. Daraus folgt insbe-
sondere, dafl unterhalb eines beliebigen Elements ein Blatt liegt. Hier sind nun in
derselben Reihenfolge die Axiome, die dies beschreiben.

(Vzyz)(z <yAy <z — .z <2)

(Vo) (z < x)

Veyz)(z <yAhzx<z. —y<zVy=zVy>2z)
(Bx)(Vy)(y <z Vy =)
(VP)(3z)(Vy)(P(z) A P(y). — x>y Va=y)
(VP)(3x)(Vy)(P(z) AN P(y). —» .x <yVz=y)

Im Folgenden benutzen wir die Abkiirzung z < y :=x < y Vx = y. Nun legen wir
Ordnungsaxiome nieder. [ ist transitiv und irreflexiv, es ist linear auf den Bléttern,
und es gilt * C y genau dann, wenn fiir alle Blédtter « unterhalb von x und alle
Blatter v < y gilt u C v. Schliellich gibt es nur endlich viele Blatter, was wir dadurch
ausdriicken kénnen, dal wir verlangen, dafl jede Menge von Knoten ein beziiglich
kleinstes und ein beziiglich C grofites Element hat. Wir setzen b(z) := —(3y)(y < x).

Veyz) (e CyAyC z. — .2 C 2)

Va)-(x C x)

Vay)(b(z) Ab(y). = 2 CyVe=yVyLC )

Vey)(z Ty < (VYuw)(b(u) Au <z Abv) Ao <y. — .ulv))
VP){(Vr)(P(x) — b(x)) — By)(P(y) A (V2)(P(2) — =(2 £ y)))}
VP{(Va)(P(x) — b(x)) — (Fy)(P(y) A (V2)(P(z) — =(z T 9)))}

Als Drittes miissen wir die Verteilung der Marken regulieren.

(V2 )(E) Via(z) - a € A))

e N N Y D

(Vz)(b(z) — Ala(z) — —b(z) : a # b))
(Vz)(=b(z) — V(A(z) : A€ N))
(Vz)(=b(z) — \N(A(z) — -B(z) : A # B))
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Die Tatsache, dafl ein Baum erschopfend geordnet ist, wird durch folgende Formel
beschrieben:
Vey)(—(x <yVy<z) - 2xCyVyLC )

Proposition 5.4.1 Folgendes sind endlich MSOP -aziomatisierbare Klassen.

1. Die Klasse der geordneten Bdume.

2. Die Klasse der erschiopfend geordneten Bdume.

Genauso konnen wir eine quantifizierte modale Sprache definieren. Wir éndern je-
doch hier die Basis an Relationen. Grundlage ist die Ubung 1.4. Wir haben jetzt 8
Operatoren, Mg := {O, O 0,07, 0,07, 0, <>+}, welche mit den folgenden Rela-
tionen korrespondieren: <, <, >, >, unmittelbar linke Schwester von, linke Schwe-
ster von, unimttelbare rechte Schwester von, sowie linke Schwester von. Diese sind
MSO" definierbar. Es sei 8 = (B, <,C) ein erschopfend geordneter Baum. Dann
definieren wir R : Mg — B x B wie folgt.

xRNy = acl:y/\(EIz)(x%z/\y<z)

TR(O)y = wR(O")yA=(F2)(x R(S7) 2 A2 R(ST) y)
z ROy = :BZIg/\(EIz)(x»z/\y>z)

TR(O)y = wR(O)yA=(32)(x R(OT) 2 Az R(OT) y)
ROy = x>y

z R(®)y = x>y

T ROy = z<y

rR(O)y = x<y

Die resultierende Struktur nennen wir M (B). Ist nun B sowie R gegeben, so sind
die Relationen <, >, <, >, C, sowie 1 aus diesen Relationen definierbar. Zunéchst
definieren wir & p 1= p A <>+g0, und ebenso fiir die anderen Relationen. Es ist dann

R(®") = AUR(SY).

Ur v A Y A
I

Analog wie bei den Zeichenketten kann man zeigen, dafl folgende Eigenschaften axio-
matisierbar sind: R(©") ist transitiv und irreflexiv mit konverser Relation R(&7);
R(©7) ist die transitive Hiille von R(©) und R(&™) die transitive Hiille von R(<).
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Ebenso fiir R(¢7) und R(<), R(®") und R(<). Wir konnen auch mittels des fol-

genden Axioms axiomatisch erfassen, dafl Tz stets linear sein muf:
STPAG TG = ST AV O (PAOT YV O (g &)

Die anderen Axiome machen etwas mehr Miihe. Man beachte zunéchst Folgendes.

Lemma 5.4.2 FEs sei (B,<,C) ein erschipfend geordneter Baum und x,y € B.
Dann gilt © # y genau dann, wenn (a) x <y oder (b) x > y oder (¢) x T y oder

(d)  Jy.

Daher folgende Definitionen.

(A = OTpA STo Vv O T OV O 0T O
Mo = oA[#p

Wir nehmen jetzt als zusétzliche Axiome:

My — G, Ko — 8,
Me—0p, Hp— 0 g,
Kp—->KKep, Np—p,
gpﬁ&ﬁ&—'(p.

(Die meisten sind allerdings bereits ableitbar. Das Axiomensystem ist also nicht
minimal.) Diese Axiome sorgen dafiir, dal in einer Struktur jeder Knoten, der ir-
gendwie mittels einer der acht Basisrelationen erreichbar ist, in einem Schritt mit
R(X) erreichbar ist. Es ist

R(X) = {(x,y) : © =y oder es ezistiert z : v < z > y} .

Man mache sich klar, dal dies in Bdumen immer gilt, und dafl umgekehrt aus den
obigen Axiomen folgt, dafl R(<>+) ein grofites Element besitzen muf.

Nun setzen wir:
b(p) == AN BLA[#-e
b(p) ist genau dann an einem Knoten z erfiillt, wenn x ein Blatt ist und ¢ genau

bei z gilt. Nun kénnen wir axiomatisch erfassen, daB R(< ") auf Blittern linear sein
muf.
DL A (E)b(g). — pV STpv ©Tp

Schliefllich mufl man noch Axiome aufnehmen, die die Verteilung der Marken regu-
lieren. Dies iiberlassen wir dem Leser.

Proposition 5.4.3 Die Klasse der erschopfend geordneten Biume ist endlich QML -
axiomatisierbar.
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Wir wissen schon, daff wir QML? in MSO? einbetten kénnen. Die Umkehrung
ist wie immer die Schwierigkeit. Dazu gehen wir wie im Zeichenkettenfall vor. Wir
fithren das Analogon der beschrankten Quantoren ein. Wir definieren Funktionen <,
<>+, o, <>+, &, <>+, O, <>+, sowie (#) auf einstelligen Prédikaten, deren Bedeutung
selbsterkldrend sein diirfte. Zum Beispiel ist

(Op)(x) = (Fy=2)ey),
(7)) = (Fy>a)ely),

wobei y & fu(p). SchlieBlich sei O definiert durch
O(p) := (Vo)—e(z) .

Also besagt O(p) nichts anderes, als daB8 ¢(z) nirgends erfiillt ist. Es sei P, eine
Prédikatvariable, die nicht in ¢ vorkommt. Definiere dann {P,/z}¢ induktiv wie in
Abschnitt 5.2 beschrieben. Sei v(P,) = {#(x)}. Dann gilt

(M, 7, B) E p gdw. (M, 7, B8) = {P:/z}e
Setze daher
(Ex)p(z) == (3P)(O(P:) AO(P AN#)Py). — A Pe/x}p)

Zu dieser Definition gibt es lediglich Folgendes zu bemerken. Aufgrund dieses Sach-
verhalts ist fiir alle erschopfend geordneten Baume B

(B,7,0) F (Qr)e gdw. (B,7,0) = (Ex)e

Es sei wieder h: P — PV eine Bijektion von den Pridikatvariablen von MSO® auf
die Aussagevariable von QML®,

(a(z))® = Q" (P(y))° = h(P)
(O(p)) = Op° (Op)° = Qp°
(©p)° = Op° (Op)° = Op°
(079 = 0Ty (079) = o7y
(OTp)e = oy (©Tp))° = oTy°
(mp)® = —p° (O(p))° = K=p®
(pr AN pa)® == ©f Agh (1 Vpa)® == @F Vs
(@P)p)* = (3nP))¢®  ((VP)p)® = (Vh(P))¢®

Damit ist nun die angestrebte Einbettung von MSO® nach QML gezeigt.

Theorem 5.4.4 Es sei ¢ eine MSO’—Formel mit hichstens einer freien Variablen,
die Objektvariable zo. Dann existiert eine QML ~Formel o™ dergestalt, daf fir alle
erschopfend geordneten Bdaume B gilt:

(B, ) | ¢(xo) gdw. (M(B),B(w0)) = (o)
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Korollar 5.4.5 Modulo der Identifikation B — M (B) definieren MSO’ und QML®
dieselben Modellklassen von erschopfend geordneten endlichen Bdumen. Ferner: ge-
nau dann ist K eine endlich aziomatisierbare Klasse von MSOP-Strukturen, wenn
M(X) eine endlich aziomatisierbare Klasse von QML —Strukturen ist.

Fiir den Zweck der Definition von Code heben wir den Unterschied zwischen termi-
nalen und nichtterminalen Zeichen auf.

Definition 5.4.6 Es sei G = (X, N, A, R) eine kontextfreie Grammatik* und ¢ €
QML eine konstante Formel (mit Konstanten in A). Wir sagen, G sei treu fiir ¢,
falls es eine Teilmenge H, C N derart gibt, daf$ fiir jede jeden Baum B und jeden
Knoten w € B gilt: genau dann ist (B, w) = ¢, wenn {(w) € H,. Wir sagen auch,
H, codiert ¢ beziiglich G. Es sei ¢ eine QMTL’ - Formel und n eine natiirliche
Zahl. Fin n—Code fiir ¢ ist ein Paar (G, H), wo Lg(G) die Menge aller hichstens
n—fach verzweigenden, endlichen, erschipfend geordneten Baume tiber AUN ist und
H ¢ in G codiert. p heifit n—codierbar, falls es einen n—Code fiir p gibt. p heifst
codierbar, falls es fiir jedes n einen n—Code fiir ¢ gibt.

Man beachte, dal wir uns aus technischen Griinden auf hochstens n—verzweigende
Baume beschranken miissen, da wir ja sonst gar keine kontextfreie Grammatik*
als Code hinschreiben konnen. Es seien G = (X, N, A, R) und G' = (¥, N', A, R/)
Grammatiken* iiber A. Der Einfachheit halber nehmen wir an, sie seien in Stan-
dardform. Das Produkt ist dann definiert als die Grammatik*

GxG =(ExY NxN A RXR)

WO
Rx R := (X, X"y — (Yo, Y)) .. (Y, Y] )
X Y. Yo €RX —Yl...Y  €R)}
U {(X,X")—a:X—>a€eRX —a€R}

Um das Analogon des Codierungstheorems fiir Zeichenketten zu beweisen, miissen
wir noch einen Kunstgriff vornehmen. Wie man leicht nachweisen kann, ist die di-
rekte Erweiterung auf Baume deshalb falsch, weil wir jetzt auch die Nichtterminal-
symbole explizit aufgenommen haben. Deswegen machen wir es wie folgt. Es sei
h: N — N’ eine Abbildung und G = (B, <,C,{) ein Baum mit Marken in B U N.
Dann sei h[B] := (B, <,C,ha0l), wobei hy [ N = hund ha(a) = a fir alle a € A.
Dann heifit h[%B] eine Projektion von %B. Ist K eine Klasse von Béumen, so sei
h|X] := {h[B] : B € K}. Das Theorem lautet zuerst einmal so.

Theorem 5.4.7 (Thatcher & Wright, Doner) Es sein € w, A ein Terminalal-
phabet und N ein Nichtterminalalphabet. Genau dann ist eine Klasse von erschépfend
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geordneten, hiochstens n—verzweigenden, endlichen Biumen iber AUN endlich axio-
matisierbar in MSOP, wenn sie die Projektion auf AUN einer kontextfreien* Klasse
von Bdumen ist.

Hierbei heifit eine Klasse kontextfrei*, wenn sie die Klasse von Biumen einer
kontextfreien Grammatik* ist. Man beachte, dafl das Symbol ¢ nicht wie bei den
reguldren Sprachen Probleme macht. Es ist nunmehr ein eigenstdndiges Symbol,
welches als Marke auf einem Blatt auftauchen kann. Insofern mufl hier zwischen
dem Alphabet A und dem Alphabet A, unterscheden werden. Man beachte, daf ei-
ne Vereinigung zweier kontextfreier Klassen nicht notwendig wieder kontextfrei ist.
(Bei reguléren Sprachen war es anders, weil wir dort nur von Terminalzeichenketten
geredet haben, nicht von Ableitungen.)

Von nun ab lauft das Verfahren wieder analog. Zunéchst beweist man die Codier-
barkeit von QML’Formeln. AnschlieBend iiberlegt man wie folgt. Es sei (G, H) der
Code einer Formel . Wir schrianken die Menge der Symbole (also sowohl N als auch
A) auf H ein. Dadurch bekommen wir eine Grammatik*, welche nur Baume erzeugt,
welche ¢ erfiillen. Schliellich definieren wir die Projektion h : H — AU N wie folgt.
Ist h(a) :=a,a € A, und h(Y) = X, falls gilt Lp(G) = (Vz)(Y(r) — X(z)). Damit
dies wohldefiniert ist, muf} folglich fiir alle Y € H ein X € N existieren mit dieser
Eigenschaft. Wir nennen den Code in diesem Fall uniform. Die uniforme Codier-
barkeit wird ganz leicht aus der Codierbarkeit folgen, da wir stets Produkte G x G’
von Grammatiken* bekommen, soda8 G = (3, N, A, R) und Lp(GxG') = X((z,y))
genau dann, wenn Lp(G) = X(x). Die Abbildung h ist dann nichts weiter als die
Projektion auf die erste Komponente.

Theorem 5.4.8 Jede konstante QML’~Formel ist uniform codierbar.

Beweis. Wir liefern hier nur noch eine Skizze ab. Wir wéhlen zunéchst ein n und zei-
gen von nun ab die uniforme n—Codierbarkeit. Der Bequemlicheit halber illustrieren
wir alles fiir n = 2. Fiir die Formeln a(z), a € A, oder Y (x), Y € N, ist nichts Be-
sonderes zu tun. Ebenso leicht sind wiederum die Félle der booleschen Junktoren. Es
bleiben wiederum die acht Modaloperatoren sowie die Quantoren. Bevor wir damit
beginnen, wollen wir eine etwas bequemere Notation einfithren. Wie immer gehen
wir davon aus, daB wir eine Grammatik* G = (X, N, A, R) vorliegen haben sowie
gewisse Mengen H, fiir gewissen Formeln. Nun nehmen wir das Produkt mit einer
neuen Grammatik® und definieren H,,. Anstelle von expliziten Marken verwenden
wir nun die Formeln selbst, wobei 7 fiir eine beliebige Marke aus H,, steht.

Die einfachen Modalitéiten sind wie folgt. Wir nehmen 2 = ({0, 1}, {0, 1}, A, Ry),
wobei Ry aus allen moglichen hochstens n—verzweigenden Regeln einer Grammatik
in Standardform besteht. Jetzt bilden wir das Produkt dieser zwei Grammatiken®;
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allerdings wahlen wir eine Teilmenge der Regeln und der Startsymbole. ' := 3 X
{0, 1}. Es sei H) := H, x {0,1}, H’<> := N x {1}. Die Regeln sind nun alle von der
n

Form

on on
-n n n -n
On
Ui Ui
Nun gehen wir zu &n iiber. Hier ist E/@n = N x {0}.
n -n
VAYAN
On On —On —On
Bei ©n ist 2,<>n =X x {0}.

n Ui
on n -On -

Ebenso ist E’<> das Startsymbol von G’ im Falle von <.
n



5.4. Axiomatische Klassen II: Erschopfend geordnete Baume 315

n on - -On
Betrachten wir nun die Relation <>+77.

O <>+77

-nA <>+7] - - - A Q}Jrn
Die Startsymbolmenge ist > x {0, 1}.

—n A <>+17 Ul

<>+77 <‘>+77 <>+17 <>+77

Die Startsymbolmenge ist >’ := % x {0}.

Als Letztes studieren wir den Quantor (Ip)n. Es sei ' := n[c/p|, wo ¢ eine neue
Konstante ist. Unser Terminalalphabet sei also Ax{0, 1}, das Nichtterminalalphabet
N x {0,1}. Wir nehmen an, (G*, Hy) sei ein uniformer Code fiir 6, 6 eine beliebige
Teilformel von 7. Fiir jede Teilmenge 3 der Menge A aller Teilformeln von 7’ setzen

WIr
Ly = /\0/\/\—6

fex 0¢s
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Dann ist (G', Hy) ein Code fiir Ly, wenn

Hy = () Hy 0 [((N - Hy)
fex g

Nun withlen wir eine neue Grammatik, G?. Dazu sei N? := N x {0,1} x p(N?). Als
Regeln nehmen wir alle Regeln der Form

(X,1,%)

<YE)7j07@O> <Yv17j17@1>

wo (X,i) € Hy, (Yo, jo) € Hg,, (Y1,51) € H5, und ¥ — ©¢O; eine Regel von G'
ist. (Dies ist wiederum der Fall, wenn es X, Y und Y; sowie i, jo und j; gibt derart,
da (X,i) — (Yo,Jo) (Y1,/1) € R.) Ebenso fiir einstellige Regeln. Jetzt gehen wir
als Letztes zu G? iiber, mit N3 := N x p(p(N')). Hier nehmen wir alle Regeln der
Form

(X, A)

(Yo, Bo) (Y1,B4)

wo A die Menge aller ¥ ist, fiir die ©y, ©; existieren und ¢, jg, j; derart, dafl

(X,1,%)

<}/07j07®0> <}/17j17@1>

eine Regel von G2 ist.

Ubung 118. Zeigen Sie: < ist aus < definierbar, ebenso >. Man kann also Biume
alternativ auch mittels < (oder ) axiomatisieren. Zeigen Sie ferner: in geordneten
Baumen ist < eindeutig durch < bestimmt. Geben Sie eine explizite Definition an.

Ubung 119. Es sei z L y, falls z und y Schwestern sind und z C y. Zeigen Sie: in
geordneten Béumen ist L mittels C definierbar und umgekehrt.
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5.5 Eine Detailstudie

Wir wollen in diesem Anschnitt einiges zu verschiedenen syntaktischen Theorien
und die Art und Weise sagen, wie sie gewisse sprachliche Phdnomene behandeln.
Schauen wir uns folgendes einfaches Phénomen an, welches Topikalisierung heift.

(5.1) Harry likes trains.
Harry mag-3.5G  Zug-PL
Harry mag Ziige.

(5.2) Trains, Harry likes.
Zug-PL  Harry mag-3.5SG
Ziige mag Harry.

Wir haben zwei verschiedene englische Sétze, von denen der erste in der Normal-
reihenfolge, SVO, der andere in der Reihenfolge OSV steht. Man sagt, das Objekt
wurde im zeiten Satz topikalisiert. Die beiden Sétze sind wenigstens pragmatisch
verschieden, und aller Wahrscheinlichkeit nach auch semantisch. Mit unseren bis-
herigen Instrumenten kénnen wir den Unterschied zwischen ihnen allerdings nicht
greifen, und es wird fiir die Diskussion dieses Abschnitts unerheblich sein, ob es ihn
gibt oder nicht.

Die Transformationsgrammatik nimmt an, (5.2) ist aus (5.1) entstanden. Ver-
antwortlich dafiir ist eine Transformation, welche das Objekt eines Satzes an das
linke Ende verschiebt. Mit der Erfindung der Spuren wurder ferner angenommen,
daB als Ergebnis dieser Transformation an der urspriinglichen Stelle nunmehr eine
sogenannte Spur steht, welche man ¢ schreibt, und diese einen Index trégt, den glei-
chen, wie das Element, das bewegt worden ist. Eigentlich sieht (5.2) deswegen so
aus.

(5.3) Trains;, Harry likes ti.

Wir haben hier den Index 1 gewé&hlt, aber jeder andere wére auch moglich gewesen.
Die Indizes wie auch das Element t sind nicht hoérbar, und werden auch nicht ge-
schrieben. Man beachte, dafl die Transformationsgrammatik also einen mehrschich-
tigen Erzeugungsprozef fiir Sdtze annimmt. Zunéchst stellt sie sogenannte Tiefen-
strukturen bereit, welche durch eine kontextfreie Grammatik erzeugt werden, und
anschlieBend kreiert sie mittels Transformationen die Oberflichenstrukturen, welche
allerdings noch leere Symbole enthalten, die anschlieend getilgt werden miissen.

Das Aquivalent der Transformationen in GPSG sind die Metaregeln, auf die wir
weiter unten eingehen werden. Dies sind Regeln, welche aus einer (kontextfreien)
Regel wieder eine (kontextfreie) Regel machen. Es gibt nun eine Regel TOP, welche
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den Satzanfang einer topikalisierten Struktur beschreibt.

KAT DS
[ kAT : np | — { . }

SLASH : np
Der spezielle Trick in GPSG ist die Einfithrung des Merkmals SLASH. Es ist ein
Buchfiithrungsinstrument, welches uns erlaubt, die Position zu verfolgen, von welcher
dieses Element herkommt, um zu wissen, wo etwas ausgelassen werden muf3. In der
GPSG Terminologie spricht man von der topikalisierten Nominalphrase als dem
Fiiller, und von der Stelle, wo sie herkommt, als Liicke. Nun fiigen wir noch zwei
Regeln hinzu. Die erste ist die Folgende.

lKAT D8

KAT DoUp
SLASH : np

R B b
Sie sorgt dafiir, dal das Subjekt nicht als Liicke genommen wird sondern dafl die
Liicke im Verb gesucht wird. Die zweite Regel ist diese.

KAT ©up
sc slash @ np

]—>[KAT Sy

Da wir Verben im Moment grundsétzlich als transitive Verben behandeln, sagt diese
Regel nun aus, dafl die Phrase eines transitiven Verbs, welche eine NP—Liicke tragt,
durch diese Verb ohne sein Objekt realisiert wird. Der Leser kann sich leicht davon
iberzeugen, daf dies genau den Satz (5.2) erzeugt.

Im Grunde genommen kann man es dabei bewenden lassen, die Regeln konkret
hinzuschreiben, aber GPSG geht hier einen Schritt weiter. Es wird eine Reihe von
Metaregel postuliert, welche aus einer kontextfreien Regelmenge eine groflere Menge
machen. Zum Beispiel kann man eine Reihe von Metaregeln schreiben, welche die
Einfithrung und Verwaltung von SLASH-Merkmalen regulieren. Zum Beispiel die
Folgende Metaregel, die SLASH-Terminierungsregel.

X —-YZ = X[SLASH: Z] = Y

Diese besagt das Folgende. Ist X — Y Z eine Regel, so ist auch X[SLASH: Z] — YV
eine Regel, wo X[sLASH : Z] die Kategorie X vermehrt um das Merkmal [SLASH :
Z)] ist. Damit dies nicht zu unerwiinschten Resultaten fithrt, mufl man bei dieser
Metaregel voraussetzen, dafl X auf der linken Seite das Merkmal —[SLASH : T]|
tragt.

5.6 Multiple Dominanz
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