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Einfilhrung

Modellierungsschritte
1) System, z. B.
(1) Elektrischer Schwingkreis
(2
(3
(4
(5

Maschinenpark

Lager

Oligopol (,, Tankstellenmarkt*)
Volkswirtschaft

~— ~— ~— ~—

2) steuerbar:

(1) Eingangsspannung, Kapazitiiten. ..
(2) Reparatur / Erneuerung

(3) Bestellung, Lagerhaltungspolitik
(4) Preissetzung, Mengenfestsetzung
(5

) Investitionsprogramme, Besteuerung
3) Nutzen, Auszahlungen, ,Incentives* — Anreize

(1) Empfangsqualitéit (eines Fernsehers)
(2) Lebensdauer, Kostenminimierung

(3) Lagerkosten, Suchkosten, Kundenérger
(4) Profite / Gewinne

(5)

5) BIP, Beschiftigungsquote, Preisstabilitéit

Annahmen iiber Systeme
1) System kann beobachtet werden (Zusténde, relevante Parameter)
2) volle / eingeschréankte Informationen fiir Teilnehmer, Kontrolleure, Spieler
3) Kenntnis des Einflusses einer Aktion / mehrerer Aktionen auf die Zustandsénderung
)

4) Kenntnis von , Nutzenfunktionen“ (rewards, payoffs) abhingig von temporéiren Ak-
tionen und globalen Strategien:
e intermedifire Auszahlungen bei Aktionen
e Endauszahlungen

e globale Auszahlung ist deren Summe

Erste Aufgabe: Formulierung eines einfachen dynamischen Modells, Optimierung (fiir
einen Entscheidungstriger)
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1 Das Prinzip der Dynamischen Optimierung

1.1 Riickwartsinduktion auf einem Graphen

Wir beginnen mit einer

Definition 1.1.1. Als Zustandsraum interpretiert man eine endliche Menge

x:{gﬂ%---’/‘f}'

Ihre Elemente heiffen Zustéinde oder Knoten. Eine binédre Relation auf X ist eine Teil-
menge <C X x X, wir schreiben & < n statt (§,n) €< und sagen / interpretieren: & kommt
vor n“ oder ,n folgt auf €.

Das Paar (%X, <) heifst Graph.

Wir verlangen bestimmte Eigenschaften von (X, <), z. B.:
< heifit asymmetrisch, falls aus £ < n stets folgt, daf§ n < £ falsch ist. Insbesondere: £ £ &!

Definition 1.1.2. Eine Folge x = (z9,x1,...,x7) mit x; € X Vt € {0,...,T} heifit Pfad
(der xg und xp verbindet), wenn xy < x4Vt € {0,..., T — 1}.

T
Ein Graph (X, <) induziert eine weitere Relation < (die transitive Hiille von <); diese ist
definiert vermdge

5277 : <= 3 Pfad x = (zg,...x7) mit xy = § und zp = 1.

Ein Pfad heifst Zirkel (loop), falls xo = xp gilt. Hat (X,<) Zirkel, so ist < nicht asym-
metrisch.

Definition 1.1.3. Ein Baum ist ein Graph (X, <) mit:

1) < und X sind asymmetrisch (also gibt es keine loops)

2) 3 ausgezeichnetes §y € X mit
T
So=n VneXn#

) Vn#& gilt {1 E<n} =1

Wir schreiben V() := {€ | £ < n} fiir die Menge der Vorginger von n € X. Ahnlich
N(n) :={& | n < &} fiir die Nachfolger. Ferner sei

0% :={n | N(n) = 0}
der Rand von X. Fiir & ist V(&) = 0, sonst |V (§)| = 1.

Satz 1.1.4. Zu jedem & € X ¢ibt es genau einen Pfad, der & und & verbindet.



1 Dynamische Optimierung

Beweis. Klar. O

Definition 1.1.5. Sei {; € X und

X = {EeX | g <uis)
<" =< NX x X)

Dann heifit (X*,<*) = (X%, <%) der von & generierte Teilbaum.
(Man zeigt leicht: (X*,<*) ist Baum.)

Hier ist das ENDE der Beschreibung des Dynamischen Systems.
Beschreibe nun ,,Incentives® fiir Kontrolle.

Definition 1.1.6. Sei (X, <) ein Baum. Eine Funktion
f: <—R

heifit (intermedidre, temporére, Zwischen-) Auszahlung (reward). Fine Funktion
u: 0X — R

heifst (finale, End-) Auszahlung.

Definition 1.1.7. ¥ = (X, <, f,u) ist ein dynamisches Entscheidungsproblem (Entschei-
dungsbaum,).

ENDE der Beschreibung der Incentives. Nun: Was ist strategisches Verhalten?

Wiéhle Pfad, nach Méglichkeit optimal. (nur zwischenzeitlich — , Strategie“ soll spéter
anders definiert werden).

Ein Pfad (zo,z7) mit zg = &, zr € X nennen wir eine Partie. Sei

X ={x = (20,...,27) |  ist Partie}

Die Funktion

C': X—R
C%x) = f(xo, 1) + f(x1,22) + -+ + f(wr_1,27) + u(z7)
ist die Evaluierung (der Partien).
Definition 1.1.8. Sei X ein dynamisches Entscheidungsproblem (ein E-Baum). Das Paar
[ =Ty = (X,C")

ist die abgeleitete Normalform. x € X heifien Alternativen, C° die Evaluierung. Der Wert
von IO ist
vo(&o) = max{C’(z) | z € X}

Eine Partie T ist optimal, wenn C°(z) = vo(&o) gilt.

Wir diskutieren nun das



1.1 Riickwértsinduktion auf einem Graphen

1.1.1 Optimalitatsprinzip

welches besagt:

Jeder Teilpfad eines optimalen Pfades ist optimal.
(BELLMAN, ISAACS, ZERMELO-V. NEUMANN-KUHN, ..., EUKLID)

Genauer: Zunichst wird die Evaluierung fortgesetzt auf beliebige Pfade: Fiir jeden Pfad
x=(§x1,...,x9), der £ € X und 90X verbindet, setzt man

C%(x) = f(&a1) + -+ + flxs-1,25) + ulss)
und der Wert bei Start in & ist
vo(€) := max{C%(z) | z verbindet ¢ und den Rand}
Ein optimaler Pfad bei Start in ¢ ist  mit vg(£) = C%(z).

Satz 1.1.9 (Optimalitéitsprinzip). Sei ¥ ein dynamischer E-Pfad. Dann ist

€r = (§,$1,...,ZUS)
optimal bei &, genau dann wenn fir jedes xy von x auch (xy,...,xg) optimal ist.
Beweis. Sei t und x; aus einem optimalen Pfad x fixiert. Angenommen, & = (x¢,...,zg)
ist nicht optimal. Dann 32 = (x4, 2441, ...,%R), der besser ist, d. h. C%%t (%) > CY%t(F).

Dann ist aber

C%(z) = f(& 1) + - + flws—1,25) + u(zg)
= f(&x1) + -+ C¥(2)
< f(& ) + -+ CO(2)
=f&x1)+ -+ flre, 81+ -+ f(Zr-1,ZR) + u(ZR)
—: C%(a%)
mit einem offensichtlichen x*, das £ und X verbindet! s

Bemerkung 1.1.10. Wir haben gesehen: fiir jedes £* € X ist ein Teilbaum
(X, <% = (x,<%)
definiert. Mit f* := f|<+ und u* := u|gx+ ist auch
S =2 = (X%, <5 fF e
definiert. Die Wertfunktion
v9: X = R
hat folgende Bedeutungen:

e yo(§) ist maximale Auszahlung eines Pfades in 3, der bei ¢ startet.



1 Dynamische Optimierung

e (&) ist maximale Auszahlung eines Pfades in X, der bei {y startet, gerechnet ab &.

e vg(£) ist maximale Auszahlung des Dynamischen E-Problems ¢, also vse (€)
Man hat
voxs (1) = voseo (1) = vo (1)
fir & : ¢ < 1. Man hat eine Familie von Wertfunktionen!!!

Satz 1.1.11 (Die Optimalitéitsgleichung). Sei ¥ ein dynamisches E-Problem. Die
Wertfunktion v: X — R erfillt:

1) wo(§) = max,ene{f(&n) Fvo(n)} VE€ XN 0X

2) vo(§) =u(§) VEeox
1) heifit Optimalititsgleichung, 2) ist die Randbedingung. 1) bedeutet: Man beachte die

Kosten eines Schrittes und den Wert ,von da an® und maximiere die Summe beider.

Beweis. 2) ist klar. Wir zeigen also 2). Sei dazu & = (£, Z1,...,Z7) ein optimaler Pfad
bei £. Nach dem Optimalitétsprinzip (Satz 1.1.9) ist (Zg, ..., Z7) optimal fiir Start bei z;.
Mithin folgt
vo(§) = f(&@1) + f(Z1,T2) + - -+ + f(Zr-1, T7) + u(Zr)
= f(&71) + vo(71)

Sei ferner (&, z1,...,zs) irgendein Pfad von ¢ zum Rand, dann ist

vo(§) = f(& x1) + fla, x2) + - +ufxs)
Mithin ist V7 € N (&) stets

vo(§) = f(& ) + max{f(n,x2) + -+ u(xs) | (n,72,...,xg) verbindet n und X}
= f(&n) +wo(n),
also folgt Gleichheit. O
Bemerkung 1.1.12. v ist eindeutig durch die beiden Bedingungen 1) und 2). Denn vy ist
auf 90X eindeutig (da = w). Ist vy aber eindeutig auf allen Nachfolgern von £ € X — 09X,

so auch auf & wegen 1).
Betrachtet man einen optimalen Pfad, so sieht man

vy = nrenjgé){f({,n) +vo(n)}
= f(&,71) + vo(Z1)

D. h., der Anfang eines optimalen Pfades ist ein Maximierer der Optimalitiatsgleichung!
Umgekehrt auch: /) € Myg){f(§,®)+vo(e)} ist Beginn eines optimalen Pfades! Ist nimlich
(&,m,xa,...,xR) ein beliebiger Pfad von & nach 0%, so folgt fiir 7 € M:
f&m) + f(n,x2) + - +ulzr) < f(€1) +vo(n)
< max{/f(¢, 1) +vo(n)}

= f(&7) + vo(n)
= f(&0) + f(, &2) + -+ u(Zs)

d. h., 7} beginnt den Pfad. Also: Die Maximierer der Optimalitdtsgleichung sind genau die
Anfangsknoten optimaler Pfade!



1.1 Riickwértsinduktion auf einem Graphen

Bemerkung 1.1.13. Zusammenfassend kann man folgende Prozedur beschreiben, die Wert-
funktion und optimale Pfade liefert. (“Backwards Induction”)

1) Wegen 2) ist vo(§) = u(§) fiir £ € 0%

2) Hat man vy auf allen n € N(§) bestimmt, so berechnet man vp(§) vermoge 1).
Man markiert gleichzeitig einen Maximierer (also optimale Richtung, Beginn eines
optimalen Pfades).

3) Hat man fiir jedes n € N(&) einen optimalen Pfad, so liefert der Maximierer 7
zusammen mit dem optimalen Pfad einen optimalen Pfad von &.

4) Graphisch: markiere optimale Nachfolger sukzessive durch Pfeile. Notiere vg(€) eben-
falls sukzessive. Laufe dann von der Wurzel entlang der Pfeilrichtungen — dies liefert
optimalen Pfad.

Beispiel 1.1.14. Zur Darstellung des Algorithmus folgendes Bild: Abb. (1.1) zeigt ein Op-

Abbildung 1.1: Darstellung der Riickwértsinduktion (“Backwards Induction”)

timierungsproblem mit vg = 31.
Wir dndern unter dem Eindruck der rekursiven Methode unseren Begriff von strategischem

Verhalten (bisher: Pfade)

Definition 1.1.15. Sei ¥ = (X, <, f,u) ein Entscheidungsbaum (dynamisches Optimie-
rungsproblem). Eine Strategie (oder Kontrolle) ist eine Abbildung

a: X\N0X —= X

derart, dafl
a(§) € N(§)
fiir alle £ € X \ 0% gilt.
Jede Strategie erzeugt einen Pfad X(a) = X%(a) vermoge der Festsetzung X(a) =

(xo,x1,...,x7p) mit g = &, 1 = a(xg),..., o7 = a(xp_1), so daB 9 < x1 < ... < a7
erfiillt ist. Zusammenfassend:



1 Dynamische Optimierung

Definition 1.1.16. Sei X ein dyn. Opt.-Problem.

1) 6={a]a:XN0X — X, a(f) € N(&§) V¢ € X \ 90X} ist die Menge aller reinen
Strategien.

2) Die Funktion Cy = C5*: & — R, C% = C%(X(«)) ist die Auszahlungsfunktion
(payoff function).

3) v(&) = max{CY | a € &} ist der Wert des Entscheidungsproblems (S, C5°).
Bemerkung 1.1.17. Natiirlich gibt es zu jedem ¢ € X ein X¢ und eine Normalform
sz = (Ga Cf)v

dabei spielt es keine wesentliche Rolle, ob man Strategien a: X ~ 0X — X oder ihre
Restriktionen a|x«_gx+ oder Strategien a: X* \ 0X* — X* einsetzt. Unser Prinzip des
Ubergangs ist stets

1) Definiere die Extensive Form (dyn. Prozefl; E-Baum, Spielregeln,. . .)
2) Definition strategischen Verhaltens und Auszahlungsfunktion
3) Aufstellung der Normalform

Fiir Strategien gilt das Optimalitétsprinzip: Eine Strategie « ist optimal genau dann,
wenn sie optimal ist fiir jeden Teilbaum, den man bei Anwendung von « erreicht. (Nicht
notwendig bei jedem Teilbaum):

Satz 1.1.18. 1) Sei & eine optimale Strategie fir Start bei & € X und sei & = X (&)
der erzeugte Pfad. Dann ist & optimal bei Start von jedem X, ..., Z.

2) Die Funktion

v: X —-R
v(€) = max{C§ | o € &}

leistet



1.2 Spiele iiber einem Baum

(1) v(§) = maxyen@){f(§,n) +ov(n)} V&€ X\ 0X
(2) v(§) = u(§) V& € 0%

3) Ist fiir jedes & € X~\0X in (2.1) ein Mazimierer &(&) bestimmt, so ist das so erzeugte
a: X N 0X — X eine optimale Strategie fiir jeden Teilbaum!

Bemerkung 1.1.19. v = vy, da (2.1) und (2.2) eindeutige Losungen haben!

1.2 Spiele iiber einem Baum
Wir folgen dem Schema wie eben: zugrunde liegt zusétzlich eine Spielermenge
I={1,...,n}
Definition 1.2.1. Ein extensives Spiel in Baum-Form (ein Spielbaum) ist ein Tupel
¥=(%=<,tfu)
mit folgenden Daten:
1) (X, =) ist ein Baum

2) 1: X N 0X — I ist eine Abbildung, v ist die Spielerzuweisung. D. h., kommt der
Pfad bei & an und ist 1(§) = i € I, so entscheidet Spieler i iber die Auswahl des
Nachfolgers. Wir nehmen stets an, daf$ v surjektiv ist (jedes i darf mindestens einmal

entscheiden).
3) f=(fYier, f': <— R. f! ist die intermedidre Auszahlung an Spieler i.
4) u=(u')icr, ut: X — R. u® ist die terminale Auszahlung an Spieler i.

Beispiel 1.2.2. Wir reprasentieren ¥ als Graphen:

w
-

©.0) (€A

(0,0) .
-“_'/" (8,-10) LLL.2) ¢ ) Spieler 1 zieht
& -
A s Y . .
3,1 ‘. Spieler 2 zieht
Py PG B 1)

(_

b
N

) (-3,5)

Abbildung 1.2: Baum mit zwei Spielern

Bemerkung 1.2.3. Wir schreiben
X={ex|uf) =1}
= ({3}

fiir die von ¢ regierten Knoten, stets ist X% # (). Dies erzeugt eine Zerlegung von X ~ 0X:

X\ 0x = Uielaei
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Die Evaluierung ist wie friiher, jedoch fiir jeden Spieler definiert:

Ci(z) = C%(z) = C¥%(xg, ..., x7)
= f'(z0,21) + -+ + fi(xr_1,27) + ' (27)

fiir Pfade x = (xo,...,xp) mit 29 = & und x4 <z, YVt € {1,...,T}
Definition 1.2.4. Fine (reine) Strategie fiir Spieler i € I ist eine Abbildung

ol X X
mit  of(€) e N(§)  Vee X

Anschaulich: ein Pfeil bei allen Knoten, die i regiert.

y e -
" ‘_/ \D t } Spieler i zieht

\
‘:Eg T “\.., ‘ %g 3 spietr zint

Abbildung 1.3: Baum mit zwei Spielern und Strategien

Natiirlich induziert jedes Strategie-n-Tupel

o = (Oél, 7an) - (a )ie]
einen Pfad
X(OL) = (x()vxlv 7$T)
wie friiher:
x0 = &o

z1 = a'(&) falls & € X!

T = aj(xT,l) falls zp_q € X7
Damit ist die Auszahlung auf Strategie-n-Tupel definiert:

cis =,

(az7"'7an)

= C*(X(a))

fiir Strategie-n-Tupel a.



1.2 Spiele iiber einem Baum
Definition 1.2.5 (Die Normalform). Sei &' := {a’ | of ist Strategie von i} die von
¥ = X¢ abgeleitete Normalform ist das (nichtkooperative) n-Personen-Spiel
I =Ty =T% = (6',...,6" C¥,...,C)
mit Co¢: G x - x G" = RViel.

Bemerkung 1.2.6. e Wir unterscheiden zwischen Aktion (lokale Entscheidung an einem
Knoten) und Strategie (globaler Plan).

e Fiir n = 2 ist I's¢ ein Bimatrixspiel in reinen Strategien:

= (64,620, c*¥) &', 62 sind endlich

e Fiir jedes ¥ = X% gibt es eine ganze Familie ¥¢ V¢ € ¥ von Spielbiumen und
dementsprechend eine Familie von Normalformen

Iye =T,

Beispiel 1.2.7. t, 7,1 etc suggerieren Aktionen. Man hat:

1

o
X,

a“”a

Abbildung 1.4: Baum als Bimatrixspiel

Gt ={l,r} &% = {tT,tB,bT,bB}

3 3 1 1 11 2 2
160 280 —
C'_<4—34—3) C°_<2525>
Man bewertet ein Nash-Gleichgewicht bei (I,bB).

Bemerkung 1.2.8. 1) Wie iiblich hat man eine ganze Familie von Spielen 25,F§Z fiir
¢ € X. (Stelle die Normalform fiir ! im Bsp. auf!)

und daher

2) Jede Strategie kann auch in X¢ beniitzt werden.

3) Ist « ein Strategie-n-Tupel, so sind die Auszahlungen in der Gegenwart und in der
Zukunft verkniipft durch

Cl = L' ® 4 fl(e,a(€))

fiir 3,0 € I und & € X%
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Definition 1.2.9 (Backwards Induction). Sei ¥ ein Spielbaum und & = (a',...,a")
ein Strategie-n-Tupel. Man sagt, & ist durch Riickwdirtsinduktion gewonnen (,& ist teil-
spielperfekt), wenn es eine Familie v': X — R gibt mit folgenden Eigenschaften:

1) Firi,l € I und € € X':

v'(€) = max {v'(n) + f(&,m)}

neN(§)
=v'(@'(€)) + [1(£,a'(9)) (1.1)
v'(§) =o' (@' (€) + (&, a'(9)) (1.2)
V() =u'(§) eox (1.3)

(1.1) und (1.2) sind Opt.gleichungen, (1.3) ist Randbedingung.

Satz 1.2.10. Sei X ein Spielbaum und Fg die Familie der Normalformen. Sei & durch
Riickwdirtsinduktion gewonnen. Dann ist fir jedes & stets & (genauer: die Restriktion)
Nash-Gleichgewicht in Fg (, Teilspielperfekt®). Ferner ist v'(§) die Gleichgewichts-Aus-
zahlung an i bei Start in €.

Beweis. Durch Induktion nach der maximalen Pfadléinge, fiir X = {{p} ist nichts zu zeigen.
Seii € I und & € X%, Fiir alle [ € I gilt dann:

V() =@ ©) + f&a'E€) (1)
= cba'(©) 4 flE, al () Induktionsvoraussetzung
= Céf nach Bemerkung

In der gleichen Situation (i regiert ¢) gilt: Weicht i von & ab zu &, so folgt

C = v (¢)
a='(a'(€)) + f'(§.a'(¢))
> v'(6'(€)) + f1(&,4'(€))
cf"“‘@ + 11(6,69))
> C’( ’a,i) + f(6,&(€))  nach Induktion
= Cg'g .-  mach Bemerkung
Also ist @ auch Gleichgewicht bei Start in £ und — induktiv — iiberall. O

Korollar 1.2.11. Jedes Baumspiel hat (teilspielperfekte) Nash-Gleichgewichte.

Beispiel 1.2.12.
2 =2 5 3
16 _ 260 _
- (T ) (1)

(u,t) ist teilspielperfektes Gleichgewicht. Auch (d,b) ist ein (nicht teilspielperfektes)
Gleichgewicht! Spieler 2 stabilisiert dieses Gleichgewicht, weil Spieler 2 ,androht®“, b zu
wéhlen, falls Spieler 1 u wéhlen sollte. Die Drohung ist aber nicht glaubwiirdig: sollte
Spieler 1 dennoch u wéhlen, ist es fiir Spieler 2 nicht rational, b zu wéihlen, da ¢ ihm
hohere Auszahlung bringt!

10



1.2 Spiele iiber einem Baum

£\
)
x
I-\'
-~ s
.
N
w

\ ) Spieler 1

Spieler 2

Nicht-teilspielperfekte Gleichgewichte beinhalten unglaubwiirdige Drohungen.
Beispiel 1.2.13.

3 3 1 1 11 2 2
1€ 260 _
Ce ( 4 -3 4 -3 ) Ce < 2 5 2 5 )

das teilspielperfekte Gleichgewicht ist (I,bB) mit Auszahlung

3

7
e

aiiﬁa

(’Ul(fo), 02(50)) = (17 2)
Bemerkung 1.2.14. Sei n = 2 und u? = —u!, f2 = —f!. Dann ist auch
Cs =0k = c¥

(d. h., F% ist stets Nullsummenspiel.) Wir lassen dann stets die Indizes 12 entfallen. D. h.,
auch

I=Ty=T} = (6',6%C%)

ist ein Matrix-(Nullsummen)spiel. In diesem Falle ist ein Nash-Gleichgewicht dquivalent
zu einem Sattelpunkt, d. h., & mit

CS ,2C8 ,>C ., Y(a'a?) e x &2

al,a?2 = Yalta?2 =

11



1 Dynamische Optimierung

Nullsummenspiele haben (falls es Sattelpunkte=Nash-Gleichgewichte gibt) Wert und op-
timale Strategie, d. h.

= val C¢

v
TS~ elxe?

= max min C’E1 2
aleBl a2ea2 ¢

= min max C’€1 2
a2eB?2 alest @@

= C& = 0(§)

Korollar 1.2.15. Ist ¥ und Fg ein Nullsummenspiel, dann besitzt FEE fiir jedes € Wert und
optimale Strategien. Die (Spiel-) Wertfunktion erfiillt die Gleichungen der Riickwértsin-
duktion

v(§) = nrenjgé){v(n) + f(&m)}
=v(@' () + f(&.a'©) veex'

)
o€) = min (o0n) + €M)} VEE R

= v(a2(€)) + f(& a2(6))

sowie v(£) = u(€) V& € X und diese definieren optimale Strategien a',a? fiir beide
Spieler.

Beispiel 1.2.16.
00 oU mO mU uO uU

tr 3 3 2 2 1 1
cs=+tB 3 3 2 2 1 1
' 0 2 0 2 0 2
bB 4 2 4 2 4 2

optimal ist hier: (bB,uU). Also: v(f‘g) =2

1.3 Dynamische Spiele, der Operator der Riickwartsinduktion

Wir legen wieder zugrunde I = {1,...,n}, die Spielermenge. Wie bisher: 3 Schritte:

12



1.3 Dynamische Spiele, der Operator der Riickwértsinduktion

1. Schritt:

Extensive Form aufstellen: Es sei T > 0, T' € N; T bezeichnet Dauer des Prozesses. Wir
schreiben Tg :={0,..., T}, Ty :={1,...,T}. Fiir jedes t € T sei X, eine endliche Menge
(die Zustandsmenge des Prozesses zur Zeit t), bekannt bei allen Spielern. Fiir jedes i € T
und ¢t € T sei Y, eine endliche Menge (die Aktionen von i zur Zeit t). Fiir jedes t € T
sei a: X,y x Y, — X, die Ubergangsfunktion. Wir setzen Y, := Z} x - x Y, (D. h. fiir
EeXygund n=(nt,...,n") €Y, ist a;(&,n) € X, der niichste Zustand.)

Dei Rewards: Fiir jedes i € I sei fi: X,_; x Y, — RVt € T der intermediére Nutzen fiir
Spieler i zur Zeit t. Zu jedem Zustand ¢ € X,_; ist eine n-dimensinale Matrix f£(&,e)
gegeben. Ferner sei fiir i € I, u’: X; — R gegeben. Also

Definition 1.3.1. Fin dynamsiches Spiel (in extensiver Form) ist ein Tupel

Y= (xvmaaﬂfﬂu?T)

N\ i€l _ _
mit X = (E) o Die FEvaluierung von Pfaden ist kanonisch: mit X := Xy X - -+ X Xp und
- teTo
Y=Y, X xXYqp ist
C':XxY—R
C'w,y) =Y fl(wir,u) + u'(ar)
t=1
2. Schritt
Strategisches Verhalten: Eine reine Strategie fiir Spieler ¢ ist eine Familie von Abbildungen
al = (at,...,ak)
O‘i‘ X1 — Y;

&' ist die Menge der reinen Strategien, & = &' x---x&" die Menge der Strategien-n-Tupel
(o' ist ein globaler Plan fiir Spieler 7).

Definition 1.3.2. Wir definieren die Abbildung

(22,y2): Xgx & = X x Y vermége
af, = (zo,...,27) s = (1, yr)
xo=¢ y1 = ai(zo) = (e1(0),. .-, af (0))
z1 = a(wo, Y1)

rr = ar(Tr-1,yr) yr = ar(zr-1)
(x3,ys) ist der Prozess.

Die Komposition von Evaluierung und Prozef} definiert nun Auszahlungen iiber Strategien
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1 Dynamische Optimierung

n-Tupel:
. . T .
C = ui(ar) + 3 filwir, arlzir))
t=1
. T .
=u'(zr) + Z fi(@e—1,9t)
t=1
= Cz(xguyg) mit Ti—1 = xgétfl

Daher haben wir nun den

3. Schritt:
Normalform:

Definition 1.3.3. Die zu X (bei &) gehdrige Normalform ist das n-Personenspiel
I§ = (6',...,6",CLE, ... ,Cr)

Zur Notation: * oben, ; unten,
g*’i — (51 o éi*l §i+1 o é‘n)

so daB & = (&,67) so daB z. B. Nash Gleichgewicht in FEE ein n-Tupel a = (a',...,a")
ist, derart, dafl ‘ ‘ 4 A
CE>C% .., Viela €@

gilt. Zum Riickwirtsrechnen eine weitere Schreibweise: —s statt 7' — s (,komplementér
zum Horizont*).
In unserem Kontext haben wir zunéchst die Ubergangsfunktion

as: Xsfl X Ys - Xs
Setzt man ein Strategien n-Tupel « ein, so hat man
a’?: Xsfl - Xx
?(5) = aS(§7O‘S(§)) 5 € Xsfl

Weicht Spieler i von al(¢) zu einem 7' ab, so hat man

a

agi(x: Xsfl - Xs
al' (&) = as(€, (', a5 (€)))

Der typische Term beim Riickwértsrechnen ist von der Form

w(aZ (_1)(§)) + fL (1) (€ @—(s-1)(8))

Wir definieren deshalb B B
F(Xy) ={w | w: Xy — R}

sowie

Qléa: S(X—(s—l)) - S(X—s)

14



1.3 Dynamische Spiele, der Operator der Riickwértsinduktion

mit (2w)(€) = w(a® ,_, (€) + f1 1y (6 a_(o1)(€)). Beachte

a% o1y Xy = X5y
Q’léa: 1'S:(X—(s—l)) - g(X—s)

2 ist der Operator der Riickwirtsinduktion. Wir bendtigen noch die Variante, bei der
Spieler ¢ zu n* abweicht.

AT FX (o) = FX)
(A w) (&) = w(a 8y (€) + f1 (o (& (', 0, 1))

Definition 1.3.4. Sei ¥ ein dynamisches n-Personenspiel in ext. Form und & ein Strate-
gie-n-Tupel (& € &). Man sagt, & sei durch Riickwdrtsinduktion erhalten oder teilspiel-
perfekt, falls es eine Familie von Funktionen

vi:X_, = RViel,tcTy

gibt, die folgendes leistet:

vi€) = max {A N (6)} (1.4)
meY_(4-1)
= (Atvi_1)(&) Viel,teT,(eX_,
vh(&) =€) VieIl&eXy (1.5)

Wie bisher: (1.4) (war Optimalititsbedingung) ist die rekursive Gleichgewichtsbedingung,
(1.5) ist Randbedingung.

Man beachte: die Existenz ist nicht gesichert! Man kann nicht ohne weiteres erwarten, dafl
die in (1.4) verborgene Gleichgewichtsaufgabe stets losbar ist:

Bemerkung 1.3.5. Die Existenz ist nicht ohne weiteres klar. Betrachte nédmlich das ,one
shot recursive game“, das wie folgt gegeben ist:

1 N
L—(t-1)--- 7X—(t—1)

<l

sind die Aktionenrdume der Spieler
H' =H*:Y , ,)—R
H'(n) = ’Ui—l(a—(t—l)(& n) + fi(t_1)(§,77)
= @A ve-1)(€) meY_gy

ist eine Funktion auf Y,(tfl) und daher ist

I3 v on 1
Z_(t_l) - (X—(t—l)a s 7X—(t—1)7 H P aHn)

ein nichtkooperatives n-Personenspiel in Normalform. (1.4) besagt, dafi dieses ein Nash-

Gleichgewicht zuliBt, daB a__1)(€) eines ist, und daB v(€) eine Gleichgewichtsauszah-

lung ist. D. h., man muf} riickwértsinduktiv Nash-Gleichgewichte finden! (Man sollte mi-

schen. . .)

15
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1 Dynamische Optimierung
Bemerkung 1.3.6. ist ¥ ein Nullsummenspiel, d. h., n = 2,

_ft2 = ftl = fi

—ul=u'=u
So ist auch stets
CE+CX=0

fiir alle £ und o, d. h., T$, = (61, &2, Cf) ist Nullsummenspiel in Normalform. Das ,,one
shot recursive game“

ré = (Y., Y., H)

fiir alle * = ¢ und alle ¢ ist auch Nullsummenspiel (induktiv!) Der Spielwert in reinen
Strategien ist

vr, = val H(n)
ney,

= max min H(n',7?)
ey, n2eY;

= min max H(n',n?)
2eY: ey,

vorausgesetzt, die Grofle existiert.

Satz 1.3.7. Sei ¥ ein dyn. Nullsummenspiel. Ein Strategienpaar & ist teilspielperfekt
genau dann, wenn es eine Familie von Funktionen

vt:X_t—>]R teTy

gibt, die folgendes leistet:

v(§) = val {Ut—l(af(tfl)(fan)) + ff(tfl)(faﬂ)} (1.6)
neEY_(1—1)
= val {(WJu-1)()} EeX teT
neY (-1
w(é) =u)  Ee€Xp (1.7)
a(§) € Y_(t_l) ist ein Paar von opt. Strategien in
1 o2

Ty = (Y1), Y1)y (AFve-1)(8))

Beweis. Wir wissen, dafl v;—1(§) die Auszahlung an Spieler 1 im ,,one shot game* | R
ist. Da ein Nullsummenspiel vorliegt, sind die Auszahlungen in jedem Gleichgewicht gleich
dem Spielwert; die Gleichgewichte sind optimale Strategien. O

16



1.3 Dynamische Spiele, der Operator der Riickwértsinduktion

Beispiel 1.3.8. Nullsummenspiel, ,,stationér®, d. h.

X, =...=X,=1{&¢} Yi=..=Y)={1,23}i=1.2
as = = a
¢ §’ 5’ 1 11
al@,-)(f’ ¢ s’) f1<5,->(o 1 1)
g ¢ ¢ 0 01
(A3w)(€) = wlar()) + fi(E, o)

Lemma 1.3.9. Sei X ein dynamisches Spiel und o ein Strategien-n-Tupel. Dann gilt fir
alle £ € Xy

Cif = Ca™9 + fi(g, anl9)
Beweis. Sei (X,Y) = (X, Y%) der von « erzeugte Pfad, beginnend bei ¢ € X,_;. Dann
haben wir

T
C(lf = Z f;‘(xsfla ys)) + ul(xT)

s=t

T
= 37 Fiween, ) +ul(ar) + FE a(©)

s=t+1

wegen x;—1 = & und y; = ay(x4—1). Weil nun

Ty = at(xt—layt)
= ar(§, e (§))
= a7 (§)

ist, ist die Summe rechts Endauszahlung in der Tat gerade Céat(é). 0

Satz 1.3.10 (Zermelo-von Neumann-Kiihn). Sei ¥ ein dynamisches Spiel und F;
die Familie der abgeleiteten Normalformen. Es sei & durch Riickwdrtsinduktion erhalten
(teilspielperfekt!) sowie (v})icrieT, die Familie der Wertfunktionen. Dann ist fir alle t

17



1 Dynamische Optimierung

und § stets a (oder genauer die Restriktion) ein Nash-Gleichgewicht in F% und v (&) die
Gleichgewichtsauszahlung., d. h.

Beweis. 1. Schritt
per Induktion:

vi(€) = ”§—1(ai(t71)<§)) + (& a1 (9)
= g€ G (©)

nach Induktion, da vf;_l = C’g auf X_(t_l)

= Cég nach Lemmal
1. Juni 04
2. Schritt
Es weiche nun Spieler 4 von &' ab zu &'. Setze & := (a',...,a',...,a"). Wir haben zu
zeigen (induktiv):
Céﬁ > Cgﬁ

Das wie folgt:

Ca = vi()
= vp_1(a% 1y () + [ 1) (& A1) ()

wie im ersten Schritt!

> vi_1(a% 1)) + f1 1y (& d_g—) (€))

siehe rekursive One-Shot-Gleichung

ia% ,_1,(6) i A
=Cq ey +f_(t_1)(§7a—(t—1)(§))

nach erstem Schritt, C% = v}(¢)
iaf I NC3 i "

> C, =™ 4 f_(t_l)(§> a_u—1(§))

per Induktion

= Cff nach Lemma fiir &

Wir schliefen noch an den , Test auf Gleichgewicht*.

Definition 1.3.11. Eine Strategie & erfiillt ,,one deviation principle, falls fir alle i € I,
alle t € T, alle £ € X, und jedes & mit

al€) =ai€) (&) # 9

stets gilt:

18



1.3 Dynamische Spiele, der Operator der Riickwértsinduktion
Satz 1.3.12. & ist teilspielperfekt genau dann, wenn & das ,one deviation principle”
erfillt. (D. h., man mufl nur gegen einfache Abweichnungen testen!)

Beweis. Klar: jedes teilapielperfekte Gleichgewicht erfiillt das ,,one deviation principle®
Umgekehrt: Durch Induktion. O

Beispiel 1.3.13. Wir betrachten zunichst ein dynamisches Nullsummenspiel. Es gibt 2
Spieler und 2 Zusténde.

Zustand 1 Spicler 1 kontrolliert den Ubergang (von 1 nach 2)

Zustand 2 Spicler 2 kontrolliert den Ubergang (von 2 nach 1)

d. h.
XO:X1 - “':Xt = {1,2},
Jeder Spieler entscheidet ,,fiir“ oder ,,gegen* Wechsel, d. h.
) o2
Y, =Y ==Y, ={+,-}
Daher ist der Ubergang beschrieben durch ag = a; = - - - = ay mit
+ —
ao(l,e,0) = + 2 2
— 11
+ —
ao(2,8,0) = + 12
— 1 2

Die Kontrolle kostet etwas. Da ein Nullsummenspiel vorliegt, mufl nur

fo(g’.a.) = f1(§,0,0) =...

angegeben werden. Es ist

fo(1,e,0) <j5_1

o(1,0,0) = +
3

Jo(2,0,0) = J_F <(2) —11>

Damit ist ¥ erklart. Riickwértsinduktion liefert: vp(1) = u(1) = 6,v9(2) = u(2) = 0 sowie

v(l) = _val vi—1(ap(1,e,0) + fo(1,e,0))

YixY;
—a{ (@ ey ()
= () @ (5 )

19



1 Dynamische Optimierung

also

ondere

Insbes

—aip(1)

ar(1)

und weiter

eiter

und w

= (+,+)

ar_3(1)

und weiter
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1.3 Dynamische Spiele, der Operator der Riickwértsinduktion

sowie
ar—4(1) = (+,+) ar-4(2) = (= —)
und weiter
05(1):Va1< g 2 ) =5
v5(2):val< é 6 > =6
sowie

ar—5(1) = (+,+) ar-5(2) = (=, —)

also: ’Ut(l) =t— 1, ’Ut(2) = t, dT_tJ,_l(l) = (+,+), dT_t+1(2) = (—, —)
Beispiel 1.3.14. Maschinenerneuerung: Eine Maschine verursacht mit wachsendem Alter

hohere Kosten. Frsatz ist ebenfalls kostspielig. Wann erneuern, was kostets?
Wir setzen

X =X = (0,7 Y, =Y, ={0,1}
1n = 0 kein Neukauf 17 = 1 Maschine ersetzen
Dann ist
vp=x1(1—y) +1
D. h.

ar(§;m) =1 —n) +1=a1(§,n)

Betriebskosten und Ersatzkosten sind zeitabhéngig/altersabhéngig. Zu Periode t

ype(xi—1) +  q(zy)
—_— ——

Ersatzkosten  Betriebskosten

mit gewissen Funktionen p;(e), g:(e), d. h.

ft(€,n) = npe(§) + @ (§(1 —n) +1)

Es handelt sich um 1-Personen-Min.-Problem. Die Opt.-Gleichung ist

vi(§) = ng{l(i)fll}{vtfl(a—(t—l)(ga )+ fog—1(&§;m)}

= min {v—1({(1 —n) + 1) +pr—1(&) + ¢(€(1 —n) + 1)}
ne{0,1}

vo(§) = u(§)

Wir versuchen:

po(§) = pi(&) =20 TEURO

u(§) =€¢ —10 (Erlos bei Verkauf sind neg. Kosten) T =10
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1 Dynamische Optimierung

D. h.

ar(§,m) =&(1 —n)+1
fi(§,m) =20 +€(1 —n) + 1
und daher

ve(§) = min {v—1(§(1 —n) +1) +20n+&(1 —n) +1}
n€{0,1}

vo(§) =& —10 daher

v1(§)= min {£&(1—n)+1—-104+20n+&(1 —n) + 1}
n€f{0,1}

= 2¢ — 8 + min{ (20 — 2¢)n}
=26-8, dag<10

und ar(€) = 0 V€ € X,. Fiir die vorletzte Entscheidung hat man
v2(§) = min {2(¢(1 —n) +1) —=8+20n+&(1 —n) +1}
776{011}

—3¢-5 in {20 —3
£ +ng{1(1]{11}{ £n}

[3¢-5 ¢<s6
)15 £>7
oder w2(¢) = min{3¢ — 5,15}

0 £€<6

sowie ar_1(§) = {1 £>7

Im néchsten Schritt:

v3(§) = min {va(§(1—n) +1) +20n+&(1 —n) + 1}
ne{0,1}

1) Ist £ <5,s0ist £(1 —7)) +1 <+ 1 <6, also ist va(e) = 3 ¢ —5 zu nehmen, d. h.
v3(§) = min {3(¢(1—n)+1) —5+20n+¢(1—n)+1}
ne{01,}
=4£ -1 i 20 — 4
£ 1+ min { $n}

461 VE<H
sowie ar_9(&)=0 V<5

2) fiir £ > 6 ist

(1) n=1_1J]-2 n=1
”2<5(1‘”)“)—{m<a+1> 7720_{15 n=1

d. h. vs(€) =min{—2+20+1,15+ € + 1}
n
=min{19,16 + &} V£ >6
n

=19

sowie ar_o(§) =1
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2 Varianten: Stoppen / Diskontierung

2.1 Stoppzeiten

Gelegentlich sind Prozesse von verschiedener Dauer, Laufzeit hingt vom Pfad ab (Zusam-
menbruch einer Maschine, Lager kann Nachfrage nicht befriedigen) Im Prinzip wird eine
,pfadabhéngige Zeit“

T: X—>T

konstruiert und die Auszahlung ist
Z filme1,ye) + u' (z7)
t=0

mit x = 2%¢, y = y*¢ und daher auch 7(2%¢) = 7.
Problem: Stoppzeit 7(z) sollte nicht von z; (¢ > 7) abhéngen! Etwa: sei

T X—>T gegeben durch

8 10 = 0
7(x) =
10 10 7'5 0

»,otoppen bei 8, wenn der Pfad bei 10 die Null erreicht.“ Man konnte bei ¢ = 8 nicht
entscheiden, ob zu stoppen ist. .. Betrachte fiir vorgegebenes 7 die Menge

S=1{a | (') = 1)

fiir festes ¢. Die Entscheidung = € S; sollte nur von z1,...,z; abhédngen. D. h. die Indika-
torfunktion
lg,: X — {0,1}
0 =z ¢ St
lg,(x) =
St( ) {1 T €S
sollte nur von =z, ..., z; abhingen.

Definition 2.1.1. Sei ¥ = (X,9),a, f,u,T) ein dynamisches Spiel / Entscheidungspro-
blem. Eine Stoppzeit ist eine Abbildung

T:X—T

derart, daf8 gilt: Fiir jedes t € T 3 Funktion
t —
he: T X — {0,1},
s=0

die 1g,(x) = hi(zo, ..., 2¢) Vo € X leistet.
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15. Juni

2 Stoppen / Diskontierung

Beispiel 2.1.2 (,Zeit des ersten Bintritts“, ,First entrance time“). Sei X = X; = ... = Xp
sowie F' C X,. Wir setzen 7(x) := min{t > 1 | z; € F'} (,Stoppe, sobald x erstmals in F
eintritt“) 7 ist Stoppzeit: Es ist
Sp=Ax | 7(x) =t}
={z | min{s | zs € F} =t}
={z|zs¢ FVs<taxy € F}
t—1

=z lzs ¢ Fyn{x |z € F}
s=1

Wegen 1png = 1p A 1g (A sei Min.) ist
t
s, = N\ Vo | wgr) A Lo | ajery

s=1
reicht es zu zeigen: h(z) = 1(y | 2 cp)(2) eine Funktion von zo, ...,z ist (fiir s <)
Lemma 2.1.3. Genau dann ist T eine Stoppzeit, wenn es Mengen Hy C Xy X --+ X X,

gibt, so daff 1g,(x) = 1g,(xo,...,z¢) gilt firt e T.

Beweis. Klar, man mufl nur mit der vorhergehenden Definition

Ht = {(.170,...,1‘15) | ht(l'o,...,$t) = 1}

setzen. O
Weitere
Beispiele 2.1.4. 1) Xy =...=X;, F C X,. Setze 7 = min{t | 2; € F zum zweiten Mal}.

Dann folgt 7 =min{t | ' <t : xp, 21 € F,xs ¢ FVs #t,s #1'}

2) Sei 7 € X fixiert und 7(x) = min{t | |z, — 7| < 10} (fir X, € R,N,..., d. h.,
|| existiert). D. h. 7 ist eine verallgemeinerte first-entrance-Zeit: es gibt Mengen
F,CX, Vi=1,...,T so daf}

7(z) = min{t | z; € F}}
gilt. Namlich hier: F; = {¢ | |{ — z¢| < 10}

Satz 2.1.5. 1) 7 ist Stoppzeit genau dann, wenn mit Ry = {x | 7(z) < t} stets 1g, nur
von (x1,...,x) abhingt.

2) Sind 1,0 Stoppzeiten, so auch 7 Ao und 7V o (Min., Maz. von 7 und o).

3) Konstante T =t sind Stoppzeiten.
Beweis. 1) Es ist

Ri=J{z | 7(2) = s}
s=1

t
= U S und daher
s=1

t
lr, =1 s = \/ 1g,
s=1
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2.1 Stoppzeiten

2) {z | r(x)No(z) <t} ={z | 7(z) <t} U{z | o(z) <t}

3) Klar.
O

Fiir die dynamische Optimierung sollen nur verallgemeinerte f.-e.-Zeiten benutzt werden.
D. h. zu jedem ¢ existiert eine Menge 0X, (,Rand von X,“) mit 7(z) = min{t | z; € 0X,}.

Wir schreiben auch: X, := X, — X, Vt € T. Dann hat man
Definition 2.1.6. Ein dynamisches Spiel mit Stoppzeit ist ein Tupel
E = (%7@7(1’]0’1’[’77—)

Dabei ist X = (Xg, ..., X;), D wie bisher, T verallgemeinerte f. e.-Zeit (also X,,0X, sind
definiert),

o
ag: Xp_ g XYy — Xy,

[¢]
fi: X1 xY,—R sowie
— (a,b)EL ;
u = (up)jer mat
up: 0X, — R
2
Die relevanten Pfade sind von der Form x = (xo,...,%s) mit To,...,Ts-1 € Xy 51,

x5 € OX,, so daf8 T(x) = s ist.

Strategien: of: X, | — Y; Vi€ I,t € T; Auszahlungen sind wie tblich:

Co = thi(xt—layt) +up(z) fiir € € Xy,
t=1

ebenso fiir € € X,. Dabei ist X = 2°¢ von & und o abhingig. daher ist auch 7 = 7(25%)
von &, a abhdngig. Damit ist die Normalform

r= F”’; =(cot,...,0",C¥, ... C%)
Der weitere Fortgang wie iiblich:

Definition 2.1.7. Man sagt, & sei teilspielperfekt, oder durch Riickwdirtsinduktion erhal-
ten, falls es eine Familie o
v;: X, — R Viel,teT

gibt mat

vi(€) = max  {(A"_)(€)} (*)

nief,(t,l)

S ()6 VEeX reT
(O =uie)  vVeeox (%)
mit () = ar(€, an(£)), (Ww)(€) = w(af(€)) + F(€,aP(©))
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17. Juni

2 Stoppen / Diskontierung

Natiirlich gilt der
Satz 2.1.8. Sei ¥ ein dynamisches Spiel mit Stoppzeit. Sei a teilspielperfekt und v} die

Familie der Wertfunktion. Dann ist fiir alle t und & € X, stets & ein Nash-Gleichgewicht
in Fg und vi(€) die Gleichgewichts-Auszahlung.

2.2 Unendlicher Horizont, Diskontierung

Wir betrachten ein stationidres Modell mit
al =ag = ... f1:f2:..‘

Wir beschrénken uns auf Nullsummenspiele (gilt auch fiir min/max-Problem). Die Opti-
malitdtsgleichung lautet dann

vi(§) = val {vi1(ar(§, ) + f1(§,m)}

WEL

Wir erinnern uns an den induzierten Operator: Ist F(X,) = {w | w: X, — R}, so ist

AT F(Xo) — F(Xo)
(anw)(n) = w(‘“(ﬁ:n)) + fl(fﬂ?) f € XO?w S f(XO)

Solange X, endlich ist, ist B
F(Xy) = R

Vorausiiberlegungen zu oo-Horizont: Wir wollen T — oo durchfiihren. Jedoch wiirde

T
u(zr) + Z fo(zi—1, o(x4-1))
t=1

nicht konvergieren. Okonomisch sinnvoll ist Einfithrung eines Diskontfaktors: naiv: ein
Kapital K ist nach einem Jahr K (1 + p/100) wert. Umgekehrt ist ein Kapital K, das erst
in einem Jahr verfiighar wird, jetzt K/(1 + p/100) =: K - p mit 0 < p < 1 wert, d. h., K
wird abdiskontiert. Wir &ndern daher die Auszahlung zu

T
Cs = plu(zr) + Zpt_lf(ﬂft—l, at(-1))
t=1

Da f auf endl. X, X; beschriinkt ist, konvergiert alles stets.
oo
C§ < CZ ptt c const.
t=1

Dies erinnert wieder an einen nicht stationdren Fall (mit f; = plt — 1f). Die Optima-
litdtsgleichung fiir Horizont T wiirde nun lauten

ve(§) = val {vr—1(a(&,n) + p" " f(&n)} (%)

neY,
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2.2 Unendlicher Horizont, Diskontierung

Wir streben die Definition einer Wertfunktion v fiir co-Horizont an; unabhéngig von t.
Beginnt man einen Schritt spéter, so sieht das oo-Horizont-Problem unveréndert aus. Der
Zusammenhang mit T-Horizont sollte sein

Vg = pT_tv.

Einsetzen in (x) liefert

p" (&) = val {p" = Vu(a(&,n) + p" (& n)}
neyY;

d. h. w(&) = val {pv(a(&,n))+ f(&n)}

neY;
Dies ist auch direkt zu interpretieren! Zu kléren:
1) Existiert v?
2) Kann v als Spielwert hinsichtlich der Auszahlung
T
lijrp pTu(xt) + tz_; P f(wi—1, au(ai-1))
erkannt werden?
3) Fiir u beliebig? Ohne u?

4) Gibt es auch stationére (oder nicht stationére) opt. Strategien?

Definition 2.2.1. FEin stationdres dynamisches Spiel mit Diskontierung ist ein Tupel

E: (%72)7a’f7p)
mit

@:(Ybilv"')
O0<p<l1

Eine Strategie (fiir Spieler i) ist at: Xo — Y,; o' ist stationdr, falls
o' = (af,af,...)

Die Auszahlung ist

Ot = Zﬂt_lf(ﬂﬁt—la ar(we-1))
t=1

stets gleichmdf$ig konvergent, da dominiert von geometrischer Reihe). Also existiert die
Normalform

5§, = (6,682,085  firi=1
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2 Stoppen / Diskontierung

Definition 2.2.2. Fiir w € F(X,) schreiben wir

[w]] := max w(£)|

|e|| ist die co-Norm auf F(X,). Firn €Y, sei

AT F(Xg) — F(Xo)
(&A"w)(§) = pw(a(&,n)) + f(&n)

Ferner betrachten wir zwei Versionen eines Operators mit val:

(RAw)(§) := val (A"w)(E)

HEXl

—wir wirden dann nach v mit v = Av suchen. Da val oft nicht existiert, betrachten wir
auch gemischte Strategien! Dazu sei

im":{aE]RYi | a>0, Zanzl}
ey,
die Menge der gemischten Strategien von i (zu fester Zeit). Wir kinnen dann definieren

2 F(X0> - f(Xo)

(2w)(£) = @A w)(§)},

val {
ML x M2
dieser existiert stets.
Bemerkung 2.2.3. Fiir jedes n € Y, gilt
1207w — A" || < pllw —w'l|  Yw,w" € F(Xy),

d. h., der Operator ist kontrahierend.

Beweis. Klar ist

(@0)(€) — @) () = pula(.n) - pu/a(é. )
also - ma |(21) () = (/) ()] = pmax w(a(€. ) - w'(a€. )

< prré@X}w(é*) —w'(€Y)|

= pllw —w'|

Satz 2.2.4. 2 ist strikt kontrahierend, d. h., fir w,w’ € F(Xo) gilt

12w — Aw'|] < pllw — w'|] < [lw —w'|
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2.2 Unendlicher Horizont, Diskontierung

. L , . Lol o2 . .
Beweis. Wir zeigen zunichst: Seien C,C’ zwei Y; x Y]-Matrizen. Dann gilt:

val C— val C'| < max |Cpe—Crypo (*)
ML x M2 ML x M2 Y <Y e

val C' = vala'Ca? (a',a?) e Mm! x Mm?

(9M!: gemischte Strategien iiber Y}) Das gilt wegen:

val a'Ca®> — val a'C’a®> = max min a'Ca® — minmaxa'C’a?
(al,a?) (at,a?) alem! a2em? a? al

= min a'Ca® — maxa'C’a? fiir passende (a',a*)
aZeMn? al

<a'Ca®—a'C'a®

=a'(C - C"a*

_ _1 v )

= § : Ay, (Cy e — Oy iy )iy
71,72

< max |Cy — C’H
Aus Symmetriegriinden ist auch
valC' — valC < my:?x ’Cn — C,']} ,

das zeigt (*). Nun wenden wir dies an auf

Cy = (A"w)(E), Cyy = (AM")(E)
Es ist

1w — Aw'|| = max | (Aw) (&) — (Aw')(€)]

= max [val(@7) (€) — val(27u!)(€)

< mgax my?x |Ql"w(f) — anw,(f)‘
= m;;ix mgax }(anw)(f) — (Q[’iw’)(g)‘

= max|2A"w — AT'||
7

< pllw — w'l|

Satz 2.2.5. Seivg: XO — R beliebig. sowie

v1 = Ay

Vo = Ql’l)l = 9[2?}0

Ve = let,1 == Qltvo

Dann gilt:
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2 Stoppen / Diskontierung

1) 3 limy_ oo Alv = limy_ o0 vy =: v gleichmdfig in & (d. h. in ||e]|)
2) Es gilt v = v, also v ist Fizpunkt.

3) v ist der einzige Fizpunkt von 2.

Bewets. 1. Schritt
Wir beachten fiir natiirliches s:

A5 — A Lwg|| = ||AAS Loy — AAS™ g |
< pll A g — A 2|
< p* | Avo — o

Dabher ist A'v eine Cauchy-Folge:

t
120700 — Avo| = || D Awo — A Mg
s=r+1

t
Z |A°v9 — leil’l)oH
s=r+1

t
> p Y RAvg — ol

s=r+1

IN

IN

< p" const.
Also existiert v := limy_.o v¢, d. h.

lor = o] —
t—oo

2. Schritt
Wir vermuten 2v = v wegen

Av = Qlli%n Alvy L li{n Aty = v
genauer:
[0 — v = [|”v — AT vy + A g — |
< J[2tv — 2AF ||+ [|A g — v

< pllv = Ao + A vy — v

—0 —0
t—o0 t—o0

Also ||2v —v|| =0, d. h. v = v.

3. Schritt
v ist eindeutig: Wére w ein zweiter Fixpunkt, so hitte man

[o — wl| = [[Av — Aw|
<pllv-w|  0<p<1
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2.2 Unendlicher Horizont, Diskontierung

also
o —w] =0
v=w
O]
Satz 2.2.6. Sei v der eindeutige Fizpunkt von 2, d. h.,
v(§) = val(A")(§) = val{pv(a(&,n)) + f(& )} (%)

Es sei fiir jedes & € X, jeweils ag(€) ein Paar von reinen optimalen Strategien von Ié =
(Yq, (M)(€)). Dann hat Fg = (6',82,C%) Spielwert und opt. Strategien. Insbesondere
ist & = (g, ag, ... ) und

Beweis. 1. Schritt
Wir betrachten nur das dyn. Spiel mit endlichem Horizont

T = (%,9,a, f*,u*,T)

mit X = (Xg,...,Xp) und Y = (Y,...,Yy), a wie in X, f7 = p'~1f, u* = pTv, wobei v
—_—— —_——
T+1-mal T-mal
der Fixpunkt von 2 gemif fritherem Satz ist.
Riickwirtsinduktion in ¥*7 liefert nun

vo =u* = plo

vi(e) = %al{f*(fa °) +u'(a(§,e))} ()

=val{pTv(a(€, @) + pT7Lf(€, )}
= p" " tval{pv(a(¢, ) + f(£,0)}

— pT 1 = pT 1y

D. h., der Fixpunkt v ist die Wertfunktion des endlichen Problems ¥*7" — unabhéngig von
T.

2. Schritt

Optimale Strategien in ¥*7 erhilt man durch Auswahl von optimalen Strategien auf je-
der Stufe, d. h., bei der Wertberechnung in (x)! Nun ist das val-Problem in (*x) beim
Riickwiirts-Rechnen in ¥*7 jedesmal gleich (bis auf p” —!, p” =2 usw., aber das liefert glei-
che optimale Strategien!) Wihlt man also auf jeder Stufe stets ag als optimale Strategie,
so ist

a* = (a,...,q0)

T-mal

31



2 Stoppen / Diskontierung

eine optimale Strategie in I's.r.

3. Schritt
Ist v irgendeine Strategie fiir ¥ (co-Horizont, nicht notw. stationér!), so liefert a auch eine
Strategie in ¥*7" (per Restriktion). Man sieht leicht:

t=1
T 00
SIS
t=1 t=T+1
T 00
ZZ...—FpTv(xT) — plv(zr) + Z
t=1 t=T+1
=" = pTo(er) + Y p T e, nlwia)

t=T+1

D. h.,
‘C’g - C’;Tg‘ <ept

mit einer von f, p abhéingigen Konstanten c.

4. Schritt
Wir behaupten: & = (ag, @, ...) ist optimale Strategie in F%. Es weiche etwa Spieler 1
ab zu a! € & (,in X“). Dann gilt:

> C*Tf

S (atar) '

(&17&2) -

*T"
2 Clattan) ~ <o
(@ ist optimal in X*7' Schritt2!)

> ¢ 2cpT nach Schritt 3

(a,a?)

Da T beliebig und p” P 0 folgt
—00
1€ 1¢
Clara 2 Clara2)
— genauso fiir Spieler 2, also ist & optimal.
5. Schritt

Natiirlich ist

Vpe = C5 = lim CX'¢ = lim v(z) = v(z)
b t—o0 T—o0

d. h., der Fixpunkt liefert Spielwert. O
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3 Stochastische Spiele, Unvollstindige
Informationen

3.1 Redeweisen der Stochastik

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (2, F,m) derart, dafl
1) Q endlich oder abzéhlbar.
2) F =P(Q) (oder auch F C P(Q))
3) m ist eine additive Funktion auf F, > 0 und auf 1 normiert, d. h.

m: F — [0,1]
m(FUG)=m(F)+m(Q) falls F, G disjunkt

Daher ist m véllig beschrieben durch (my,),eq mit my, := m({w}) und zwar vermége

m(F) := me VE e F
weF

Interpretation: €2 Ergebnisse eines Experiments, Stichprobenraum, sample space. F' € F
ist ein Ereignis. m(F’) ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von F.
Fiir abzéhlbare Q ist (my,),eq eine konvergente Reihe:

Ein Zufallsversuch ist eine Abbildung f: 2 — R. Jedes m konstruiert ein Integral, Erwar-
tungswert:

/ fdm = / fam =Y fm{wh) =3 fwm.
Q wen Q

D. h. mittlerer gewichteter Wert. Wichtig: Verhalten des Integrals unter Massentransport,
,, Variablentransformation®.

Massentransport: Seien Q,Q* Mengen und ¢: Q@ — Q* eine Abbildung. Sei (2,F,m)
Wahrscheinlichkeitsraum. Wir transportieren die Masse vermoge

m ({0} = m{w | o) =o'} Ve

- Y m

w(wt)d:w*

=m(e~ ({w'}))
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3 Stoch. Spiele und Unvollst. Info

Weil nun ¢! mit Mengenoperationen vertriiglich ist (¢=1(SNT) = = 1(S)Ne Y (T) usw.)

haben wir eine Mengenfunktion m* vermoge
me(57) = m(p~l(S%) VST o
definiert. Die Abbildung ¢ wirkt also auf m vermoge
pm=mop !t =m(p~(e))

¢ transportiert Wahrscheinlichkeiten, MaBe etc. kovariant. Ubrigens: ¢ transportiert Funk-
tionen kontravariant: Ist f*: Q* — R eine Funktion (Zufalssvariable), so ist durch

fw) = (pWw)) = f"opw)
eine Funktion auf € definiert. Die Wirkung von ¢ ist also durch
pf*=f"op
beschrieben und ist kontravariant.
Satz 3.1.1 (Variablentransformation). Sei (2, F,m) Wahrscheinlichkeitsraum,
0: Q— Q" und f*: Q" — R integrabel bzgl. m* = pm.

Dann gilt

/ (ofdm= [ frd(em)
Q Q*

d. h.

| rrogan= [ £ amop)
= /Qfdm— Q*f*dm*

Beweis. Es ist

[ dm =Y fim, = 3 £ (elw)m.
=Y Y fm

w*e* {w|p(w)=w*}
=3 W) Y me=) fw)ml.
w* {wle(w)=w*} w*

O*
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3.1 Redeweisen der Stochastik

Speziell sei Q" C R, f* =id. Dann ist
f=pid=idop=¢

also gilt

/ fdm = id d(fm)
S} Q*

p = fm heiflt die Verteilung von f unter m. Das erklart z. B. fiir Normalverteilte Zufalls-
variable f: @ — R

(:ca

re 202 dx

Jram=pnr= i |

3.1.1 Die bedingte Erwartung
Sei (2, F, m) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei
Q=MNU...UF

eine Zerlegung (Fy N Fy = ) sowie

Fo:={|J P\l Ao C{1,....1}}

AEAQ

die erzeugte Algebra,...Korper. Die Fy heiflen Blocke, die F' € Fy mefibare Mengen.
Auch auf Fg kann man additive Mengenfunktion definieren, etwa

m(F) =) m(F)

AEAo

~ 3 ms

AEAg
d. h. durch Angabe von (m))x=1

Satz 3.1.2. dber bedingte Erwartung Sei Fo eine Algebra und f: Q — R ein Zufallsvaria-
ble. Dann gibt es eine Zufallsvariable g: 0 — R derart, dajs

1) g ist konstant auf Blicken (mefbar bzgl. Fg)

/Ffdm:/ngm
1= 3 (st fom) e

2) Fir jedes F € Fq gilt

ndamlich

g heifit bedingte Erwartung von f relativ zu Fy, geschrieben E(f|Fy) mit

1F(.):{1 ec F

0 sonst
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3 Stoch. Spiele und Unvollst. Info

Erliuterungen: g mefbar beziglich Fo: g(w) = g(w') w,w’ € Fy, d. h. g =Y, exlp, mit
passendem cy, A = 1,...,1. Auch: g~'(S) € FqVS C R.

Nicht eindeutig: [ 1p, dm = m(Fy) auf Blécken F\ mit m(Fy) = 0 kann man E(F)) =0
beliebig fortsetzen.

Satz 3.1.3. Die bedingte Erwartung leistet:

1) E ist linear:
E(af + Bg|Fo) = aE(f|Fo) + SE(g[Fo)

fiir Funktionen f,g und o, 8 € R.

2) E ist monoton.
f=zg = E(f|Fo) = E(9|Fo)

3) E(g - f|[Fo) = gE(f|Fo) mit g mefbar bzgl. Fy. Insbesondere: E(g|Fo) = g fir
g mefbar bezgl. ¥y und E(E(f|Fo)|Fo) = E(f|Fo) (die Fo-mefibaren Funktionen
bilden linearen Unterraum und E(e|Fq) ist die Projektion).

Lemma 3.1.4 (Faktorisierungssatz). Sei h: 2 — R eine Funktion, Zufallsvariable. Sei
Fo = o(h) die von h erzeugte Algebra (d. h., falls h = Zl,\:1 dalp,, so von {Fy}x=1,.
erzeugt.). Dann ist f: Q — R mefbar bzgl. o(h) genau dann, wenn es eine Funktion
k: R — R gibt mit

f=koh.

o(h) = von Fy,..., F| erzeugt, F\ = {w | h(w) = d)}

Beweis. Ist f =) exlp,, so setze k(dy) = ey VA € {1,...,l}, k(z) beliebig sonst. Dann
ist

f(w) = k(h(w))
— k(dy) =ex Vw € Fy
O
Da E(f|o(h)) meBbar ist bezgl. o(h) existiert k: R — R mit
E(flo(h)) = ko h. (H)

Darum fiihrt man Notation ein:

E(f|h) := E(f|o(h)) ist Fkt., Zufallsvariable
E(flh=x):=k(z) eR

falls (H) gilt. Man sieht leicht:

1

E(f’thA):m .

fdm

falls F)\ = {w | h(w) = d>\}.
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3.1 Redeweisen der Stochastik

Wir haben Versionen der bedingten Erwartung:

E(f|Fo) Zufallsverteilung
E(f|h) Zufallsverteilung
E(flh=x) eR

weitere Versionen sind:

E(fIT)=E(flir=1) (E€F)
m(S]...):=E(g|...) bedingte Wahrscheinlichkeit

z. B.:
1
m(S|Fo) = </ 1s dm) 1r, / lgdm = Z ls(w)my,
m(Fy)>0 m(Ey) Jr, By weFy
m(SNF
( (F )A)lFX =2 m
m(Fy)>0 A SAFy
m(EF\NS)
und

m(S’T) = E(ls‘lT = 1) (U(lT) = {7T7 CT7 Q})
Jrlsds

m(T)
m(SNT)

= —" naive bedingte Wahrscheinlichkeit
m(T)

3.1.2 Spezielle MaBe auf Produktraumen

Seien (21, F1,m'), (22, F2,m?) Wahrscheinlichkeitsriume. Die Produktwahrscheinlichkeit
m =m! @ m?
auf (1 x Qg, Fi9) ist definiert durch

M(wy,wz) = My Moy (wi,w2) € Q1 x Oy

m ist Wahrscheinlichkeit!
Allgemeiner: Sei

sowie fiir jedes t stets m! eine Wahrscheinlichkeit auf X;. Das Produktmaf ist
m=m"®---@m

gegeben durch

0 T iV
My = My - My, x€X7$:($07"'axT)

Genauer m({r}) = mg, m(F) = ) mg. (m ist Wahrscheinlichkeitsverteilung!)
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3 Stoch. Spiele und Unvollst. Info

Weitere Konstruktionen: Markoff-Mafle. Schreibweise: ein stochastischer Kern, geschrieben
Pl = Qo
ist eine Abb.
P:Qp x POy — [0,1]

so daB fiir jedes wy stets P(w,e) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. (Natiirlich ist fiir
Ql, QQ endl.
P(w1,wz) = P(wi, {w2})

mit > 0, 3. P(wi,w2) = 1). P(e,e) ist stochastische Matrix.
P ordnet jedem w; eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(wy, ®) zu.
Sei wieder

x

sowie p” _eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Xy Ferner sei fiir jedes t € T ein stoch.
Kern P;|X,_; = X, gegeben. Das Markoffsche Mafi m = mﬁg ist gegeben durch
My = u20P1(wo, x1) ... Pp(zp_1,27) Vo e X
1) mf ¢ ist Wahrscheinlichkeitsverteilung!

2) Produktmafle sind spezielle Markoff-Mafle

Sei (2, F,m) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Proze8 ist eine Abbildung z: Q — X. zm
ist die Verteilung von x unter m. (xm =mox1)
x heit Markoffscher Prozef, falls xm = mf ¢ ist. Es reicht i. a., die Verteilung zu kennen!

Z. B.: Welches ist die Wahrscheinlichkeit, da$ der Prozef z; € X, trifft? D. h., was ist
m({wlzy(w) = 7})?
d. h., mit S = {z|z = (zg,...,z7), 2 = Tt} ist gesucht
m({wlz(w) € S}) =moa™'(S) = (Xm)(S)

=m5(S)

Dies ist zu berechnen wie folgt

migs = Y pg,Pi(zo, 1) Pr(er—1, 1)

:EEX
Tt=2T¢

Summiere die letzten Terme zu 1

= Z M20P1($07$1) o Py(wp—1, @)

ZQ.--Tt—1

= (u’P1--- Pr)z,

D. h., die Verteilung von z; ist aym = p! = pOP; - - - P;.
Markoffscher Prozef:
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3.2 Kausale Netzwerke

Vorgegeben 1°, Py, ..., Pp

Konstruktion von mﬁ) o auf X

x Markoff-Prozef3. Verteilung xm = xﬁ o ist Markoffsch

z: Q—X

Berechnung interessierender Wahrscheinlichkeiten:

m({z; = 2}) = (0P Pz,
=: g,

ut ist Verteilung von z'!

Ahnlich:

m({w|zie =Ty, x10 = Ty_1}) = m({zy = T, x4—1 = Ty—1})
= (Nopl o Pi1)z, P(Zi—1, %)
= M%:_llpt(ft—hft)
D. h., ui~!Pi(e, x) ist Verteilung der Funktion
(xp—1,2¢): Q@ — th X Xt

(gemeinsame Verteilung von x;_1, x;.)

m({x; = Ty, x—1 = Ty—1})
m({zi—1 = Ti1})

_ u%;}Pt(ftflaft)

-

= P(Zt—1,7¢)

m({zy = T} {wi-1 = T11}) =

D. h. Vorgabe von px° und Pi,..., Pr bedeutet Vorgabe von Anfangsverteilung und be-
dingten Wahrscheinlichkeiten des Ubergangs. 8.Juli fehlt

3.2 Kausale Netzwerke

13. Juli
(%X,<,Z, P,) (Graph, Zusténde) Zg ={0,...,a¢}, Z= (Zg)gex
Z, = I, <£(Zn) = Zv(§)7 P|Z, = 25: Jedem (z¢)¢c, ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
Pr((2¢)¢cw, ®) zugeordnet.

Beispiel 3.2.1. Verursacher U, Inhibitor I (Stérung), « Resultat, alle z¢ = {0,1}.
U
@«
()
(®)
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3 Stoch. Spiele und Unvollst. Info

1)

40

Vorstellungen: (z1,U), (z2, ) stoch. unabhéngig, * = z1x9, d. h.
Plxa=1|UI)=Plx1=1|U)Pxza=1]|1)
also

Pz=1|U=1,1=0)=1-1=1

Dem entspricht Ansatz fiir Markoffsche Kerne. Wir definieren
Pa§|za:>Z§7 Pﬂ§|zﬁz>zf
und setzen

Pag(l,o) = (1,0)
Pge(1,0) = (q,1—¢q)

Der Markoffsche Kern

P|Z, = Z,
wird nun zusammengesetzt:

P&(Z., 1) = Pag(za, 1)Pﬁ§(2’ﬁ, 1)

Gegeben u§ und M? (Anfangsverteilungen), kann man nun das Markoffmaf mfj:
konstruieren wie im Konstruktionssatz angegeben. Danach ist die Verteilung eines

Prozesses Z: Q — Z bekannt (némlich mllj:) — es ist also sinnvoll,
Plx=1|U=1,1=0)
zu schreiben.

Typisch moéchte man nun Wahrscheinlichkeiten interessierender Art berechnen. Z. B.:
Was ist die Wahrscheinlichkeit einer Fehlfunktion, wenn der £-Schalter offen ist? (I.A.
,Bayes’scher Satz*)



3.2 Kausale Netzwerke

Gefragt ist

PI=1|z=1)=PU=1I=1|z=1)
PU=1,T=1z=1)
Px=1)
 PU=11=1z=1)PU
B PU=1,I1=1)P(
P

-~ 8

—Plz=1|U=1I=1)

quy 1§

Px=1)

B qus iy

Yz, Pl@=11(1,U) = (2a,29)) - P((I,U) = zaz3)

Qi g
3

quipS + 1+ pgug +0
au
qu?*—ug

Angeregt durch das Beispiel:

Definition 3.2.2. Sei ¥ = (X, <,Z, P,) ein kausales Netzwerk. Sez = {0,1}V¢ € X.
Man sagt & ¢ R = {£ | v(§) = 0} konstituiere konjunktive Interaktion (AND gate), falls
es Kerne

Pn&‘zn = Zg Vn € v(§)

e (20,1 H Pe(zn, 1

nev(é

gibt, so daf

gilt. & konstituiert disjunktive Interaktion, falls gzlt

Pe(z0,1) = 1= [] Pell =z, 1)

nev(§)
(OR-gate)
Lemma 3.2.3. Angenommen, es sei bei einem OR-gate
P(0,1) =0, Pe(l,1)=1
Dann ist & offen” genau dann, wenn wenigstens ein Vorgdnger offen ist. Denn

Beweis.

(25—1]21,—2'1,—1—1_[ — 2z, 1

— II Pe0n) JI Pre@)

nev,zp=1 N€v,zn=0

B {1 falls wenigstens ein z, = 1

0 sonst
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3 Stoch. Spiele und Unvollst. Info

Man kann nun zusammensetzen.

Beispiel 3.2.4 (Das gestorte OR-gate (noisy or-gate)). Jedes AND-gate ist wie Ursa-
che/Inhibitor konstruiert.

y ONO.

Wir berechnen

Pr=1|U=ul=v)=)Y Pla=1|Z=2)P(Z=z|U=ul=0)

zezv
Wir beginnen mit

Plea=1|Z=2)=1-][Pl=1|2,+#2)

nev

=1- [[ Pe=1]2,=0 ][] P@=1]2,=1)
nev,zp=1 n€v,zn=0

B {1 mind ein z,;, =1

0 sonst
Also fahrt man fort

Pe=1|U=ul=v)= Y 1-P(Z=z|U=ul=nv)

z sz
mind ein zp=1

—1-P(Z=0|U=ul=01)
:1_HP(Z77:O|U77:u77’I77:U77)

nev

=1- J] tJ]o]l @

nev,uy=0 NE€Y nev
up=1 up=1
vn=0 wvy=1

1 falls 31 : u = 1,v, =0
=1—]Inev ¢, sonst
un=1
vp=1

3.3 Prozesse auf Baumen
15. Juli 04

Kausale Netzwerke sollen spezialisiert werden zu Prozessen auf einem Spielbaum (fir die
stoch. dyn. Optimierung). wir versuchen also ,,Briickenschlag®! Vorstellung von ,,Schaltern*
soll Begriff von zufilligen Pfaden liefern. Stets ist (X, <) ein Baum.
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3.3 Prozesse auf Bdumen

Definition 3.3.1. Sei (X, <, Z) ein Netzwerk, jedes Z; = {0,1}. Sei (Q, F, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Zufallsverteilung Z: Q — Z heifft Knotenbelegung, falls gilt

1) P(Zy=1|2Z:=1)=1 Vn < ¢

Q)ZneN(g)P(Zn:HZg:l):l VEeX—-0X=X%

(Gegeben ein Knoten ist ,an®, mufS der Vorginger ,an‘ sein und mit Wahrscheinlichkeit
1 ein Nachfolger angeschaltet werden.)

Lemma 3.3.2. Sei x = (g, ...,2x7) ein Pfad mit xog = & (Wurzel), xr € 0X. Ist Z eine
Knotenbelegung, so gilt

1) P(Zpy =1)=P(Zyy =1,..., Zy, = 1)
2) P(Zyy =1 | Zyy , =1)=P(Zop =1 | Zoy_, =1,..., Zyy = 1)

D. h., der letzte Knoten ist ,offen, falls alle unterwegs offen sind — und Z wverhdlt sich
Markoffsch.

Beweis. 1) Allgemein gilt fiir Mengenfunktionen m (additiv):
m(ANB)=m(A) = m(ANBNF)=m(ANF)
wegen

m(ANF) =m(ANBNF)+m((A— B)NF)

=0

2) Das benutzen wir: zunéchst ist

P(Z,, ,=1,Z;,=1)

1:P(Zwt71:]“Zl't:]~):

P(Z; =1)
Also P(Zy, =1)=P(Zy, ,=1,Z;, =1)
und P(Z,, ,=1)=P(Z;, ,=1,Z;, ,=1)
Daher (nach eben) schneide mit {Z,, = 1}
P(Zy, =1,Zy, ,=1)=P(Zy,=1,2Zy, , =1,Z;, ,=1)
= P(Zs, =1)
usw. — dies zeigt die erste Behauptung.
Zu Punkt 2 (Markoffsch):
Es ist
P(Zy, =1,Zy, , =1)
( T ’ TT—1 ) P(ZzT L= 1)
nach 2. Schritt
_ P(Zy, =1,...,Z;=1)
P(Zy, ,=1,...,Z, =1)
=P(Zy, =1|Zyp ,=1,..., 2,y =1)
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3 Stoch. Spiele und Unvollst. Info

Satz 3.3.3. Sei Z eine Knotenbelegung. Es sei P(Z¢, = 1) = 1. Dann ist

> P(Zey=1,..., Zpp =1) =1
acEX

d. h. mit Wahrscheinlichkeit 1 geht’s irgendo entlang, wenn bei & ,,an“ war.

Beweis. durch Induktion. Nach Annahme

ZP(Zxo =1) :P(ZEO) =1

Fiir Lénge 2:
P(Zo =1, Zy, = 1)P(Zy, = 1
> P(Zay=1,Zy =1)=>) (Zey P(Zl :)1)< 0o =1)
{Il‘xo<x1} o
:ZP(ZQH =1 | Zﬂﬁo = 1)P(Zﬂﬁo = 1)
—_————
=1 n. Vor.
=1 n. Def.
usw. ]

Definition 3.3.4. Sei Z eine Knotenbelequng. w € Q erzeugt einen Pfad x € X, falls
{6 | Ze(w) =1} = {wo, ..., 27}
Satz 3.3.5. Sei Z eine Knotenbelegung. Es gelte
1) P(Zg, =1)=1
2) fiir alle £ € X sei
P(Z,=1,Zy=1)=0 Vn#n € N()
Dann existiert Q C Q mit
1) P() =1
2) Jedes w € Q erzeugt einen Pfad.

D. h., sind Verzweigungen verboten, so erzeugt die Belequng mit Wahrscheinlichkeit 1

Pfade.

Beweis. Fiir jedes z € X sei

Qm = {w ’ {5 | Zf(w) = 1} = {$Ua"'7mT}}

= {w | w erzeugt =}

Nach einem fritheren Satz wird irgendein Pfad mit Sicherheit erzeugt. Also ist

P(Uﬂw>:1

xGX
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3.4 Imperfekte / Unvollstéindige Information

Wegen der zweiten Voraussetzung ist P(€, N Q) = 0 fiir  # 2/. Setzt man daher
Q= — | Qu
T’/ #x
so ist P(Qy) = P(f2;) und P(U Q) =1, P(Q: N Q) = 0. Sogar O, N Qe =0 fiir x # 2",
Daher leistet Q := (J,x (2 das verlangte. Es gibt offnebar zu jedem w € ) genau ein =
mit ,w erzeugt =, d. h.,

{€| Ze(w) =1} = {=o, ..., 27}

Definition 3.3.6. Ein Prozef3 ist eine Abb.
X:0—-X

Ein FluB ist eine Knotenbeleqgung Z, die die Voraussetzungen des Satzes erfillt. Z induziert

X, wenn {¢ | Ze(w) =1} = {Xo(w), ..., Xr(w)} Yw e Q gilt.

Satz 3.3.7. Jeder Fluf induziert eindeutig einen Prozefs. Jeder Prozef§ wird von genau
einem Fluf$ induziert.

Satz 3.3.8 (Uber die Konstruktion einer Verteilung). Sei (X, <) ein Baum. Fiir

jedes & € X sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ,u§ auf N(§) definiert. Dann existiert
ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, ¥, P) und ein Fluf$ Z mit

1) P(Zy =1 Z¢=1) =iy YE=<n
2) Der induzierte Prozefs X leistet
P(Xo =0, X1 =x1,..., X7 = 27) = 50 p3} . pzg - Vo €X ()

Beweis. Setze 0 = X und definiere eine Verteilung m durch (), X : X — Xist die Identitét.
O

3.4 Imperfekte / Unvollstindige Information

Wir wollen Spiele beschreiben mit

1) Zufallsziigen

2) Imperfekte Info: verschiedene Information der Spieler iiber den vorliegenden Zustand

Anschaulich:

ZLV
@

unterschieden
werden
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3 Stoch. Spiele und Unvollst. Info

Zunachst ist die extensive Form aufzustellen:

Definition 3.4.1. Ein Spielbaum mit imperfekter Information ist ein 8-Tupel
E = (%7<7L7M.7/€70-7f7u)
mit folgenden Finzelheiten:

o (X,<,1, f,u) ist ein Spielbaum wie in Abschnitt 1.2. Insbesondere ist
1:X—-0X—-{0,1,...,n} ={0}UI
die Spieler-Knoten-Zuordnung, wobei ,0“ der Zufall ist.

o 1 = (Mé)gexOZLfl({O}) st eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen — jedes

ué st eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (H%)neN(g) auf N(§). (Kommt eine Partei
bei & an, so wird ein Zufallsmechanismus betitigt, der den Nachfolger liefert)

o Ferner ist k = (k');er eine Familie von Abbildungen
KX - Q
dabei ist . ‘
X =0"({1})

und Q' eine endliche Menge (Spieler is Signale) (ki ist ,Signalabbildung®, an &
erfihrt Spieler i das Signal x'(£)) Beachte, dafs

Q' == {(x") () | g €Q%}
eine Zerlegung von X' konstituiert. Jedes Q € Q' heifit Info-Menge von i.

o o klirt, wie Spieler i diber den Fortgang entscheidet: Fiir jedes ¢ € Q' und jedes
€€ (k)7 1({q}) gibt es eine endliche Menge S9 (choices, Auswahl, Alphabet) und
eine bijektive Abbildung

oe: N(€) — 57,

es ist 0 = (0¢)eex—ax, d. h., observiert Spieler i das Signal q, so kann er s € S9
qihlen und der néichste Knoten ist Ugl(s) e N())

Bemerkung 3.4.2. Jedes o¢ bildet N(§) bijektiv auf S; ab, also miissen alle £ € Q =
(k")~1(¢q) notwendig die gleiche Anzahl von Nachfolgern haben. (Wegen endl. Mengen;
natiirlich werden auch die Nachfolger durch o¢ identifiziert: C; := {0, Y1 €eq})

Nun: strategisches Verhalten:
Definition 3.4.3. Eine reine Strategie fiir Spieler i ist eine Abbildung
o 9 — U S
qe?

mit a'(q) € S Vg€ Q. & = {a’ | o' ist reine Str.}, & = &' x - - x &" wir wie diblich
bendtitzt.
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3.4 Imperfekte / Unvollstéindige Information

Definition 3.4.4. Eine Verhaltensstrategie (behavioral strategy) fiir Spieler i ist eine
Familie

Al = (AZ((L .))qGDi’
so dap fiir jedes q stets A'(q, ®) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf S9 ist. D. h., Spieler
i ,randomisiert” seine Entscheidung bei jedem q € Q°. A* = { Verhaltensstrategien}

Definition 3.4.5. FEine gemischte Strategie fiir Spieler i ist eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung tber &'. M" bezeichnet ,mixed strategies®, IM' die Menge der gemischten Strate-
gien.

Definition 3.4.6. Sei A € A=A x ... x A" ein n-Tupel von Verhaltensstrategie. Dann

ist die mﬁ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X wie folgt gegeben:
1) Setze q,% = AU (51E)(€), 0¢(n)) VE € X —0X,n € N(&) (insbesondere: q% = u% fiir
£ex’)

2) Definiere eine Verteilung einer Knotenbelegeung Z durch

P(Zn=1!Zs=1)=q7§

3) Aquivalent sei m({z}) = ¢50 x %1+ quy ' und X: Q — X der zu Z gehorige
Prozefs mit Verteilung mﬁ.

Statt & — % nun A — m;:‘ auf X. Z. B. ist ml‘;‘ die Verteilung eines Prozesses x, der durch
eine flieBende Knotenbelegung Z erzeugt ist mit

Ai xi£’0- g %z
P(Zn=1|Z£:1):{M§7( @) teX

Definition 3.4.7. Die Auszahlung an Spieler i bei A ist

70
CH = | > filmioa, ) + v (2q) dmyy ()
Xi=1

mit 79: X — N, 7o(21,...,27) =T

Natiirlich ist fiir jeden Prozefl X mit Verteilung m;‘ stets

ch = /QZfi(XH,Xt) +u'(X,)dP
t=1

(mit 7 = 79 o &) wegen der Variablentransformation.
Bemerkung 3.4.8. Eine reine Strategie ist eine spezielle Verhaltensstrategie. Ist d,, die auf
1 weF
w konzentrierte Wahrscheinlichkeitsverteilung (., (F') = {0 . ), so liefert jede reine
sons
Strategie o’ eine Verhaltensstrategie
Ai(Qa .) = 6ai(q) (.)
(Ebenso: eine reine Strategie ist eine spezielle gemischte)
Daher ist fiir jedes reine v die erzeugte Verteilung mj; bereits durch die Diskussion iiber
Verhaltensstrategie erkldrt. Insbesondere ist fiir Spiele ohne Zufallsziige eine Abbildung
a — % wohldefiniert und

my, = 0o (e)
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3 Stoch. Spiele und Unvollst. Info

Definition 3.4.9. Die Normalform in Verhaltensstrategien ist ist
Dyw = (AL, .., A7 O ..., Co)

in reinen Strategien

fZ“ - (617"'a6n7001u7"'a0?u)

(1,-1)  (-1,1)(-1,1) (1,-1)
Beispiel 3.4.10.
Fiir perfekte Info in reinen Strategien

i Ir ri rr

Cl= o 1
U
jetzt 1,1 fiir Spieler 2

l r
Cl=o0o 1 -1
u —1 1

l
C?= o0 -1 1
v 1 -1

(1,-1)  (-1,1)(-1,1) (1,-1)

hat gleiche Normalform!
Man kann sehen: A!(zq,e) = (1/2,1/2), A%(q,) = (1/2,1/2) (im ersten Bsp.) ein Nash-
gleichgewicht in Verhaltensstrategien, es gibt keins in reinen!

Ausblick:
1) Auch gemischte Strategien definieren eine Normalform:

(1) Die Auszahlung ist
cilh= [ craM(«)
S

(rein mechanisch, wie fiir Bimatrix-Spiele)
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3.4 Imperfekte / Unvollstéindige Information

(2) Die Verteilung von einer gemischten Strategie induziert ist gegeben durch

my = /6 m(e) dM ()

Dann wiére die Auszahlung
o it

Cy = / C'(x)dm)) (x) = / CiX dP
X Q

fiir X nach mfy verteilt.

o ip .
Satz 3.4.11. 1) C),=CY;

2) Flir jedes M existiert eine Verhaltensstrategie A mit gleicher Verteilung:

m, =m

M A
I3 I3

bei kontanter Infostruktur; Satz von Kuhn)

3) Also existieren Nashgleichgewichte in Verhaltensstrategie!
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