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���	� 6���
Γ 4 5��	� � 	� �� *���	�� ���� ����� �� �� )���
	4 ��	�	 � �
%	����� Π

���� 
���
��	 (��� Γ �� 	��
��� ��		 ��		� �����#
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��	7)	�
	4 %	����� ��	 �	�	 (����� ��	 	� �� 
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���	�� �� %���	�����	 .��	 2�	���4
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���	� 
����	�	���	 �����	���� ��
��	�
(����� ��	 ����	5����	 ������� �� �

n # �	 �	��	( ��	 
��
	�� �	
��6	�
	��	���	�� �� =>?@4 		 ��� =A@4 =�@#
�	� I := {1, . . . , n} �	���	 ��	 	� �� 
��������	 �� �

n 4 ��	 ������	 �������
� �n

+ := {x = (x1, . . . , xn) | xi ≥ 0 , i ∈ I} # �	� ei �	���	 ��	 ith )��� �	
���
�� �

n ��� e := (1, . . . , 1) =
∑n

i=1 e
i ∈

�
n ��	 -���5����0 �	
���# C�� min��� max �� �	
��� x,y ∈

�
n (	 (���	

,>#>1
x ∧ y = (min{xi, yi})(i∈I) , x ∨ y = (max{xi, yi})(i∈I) .

2�	 �������� CovH C � )	� �� �	���	 ��	  !"#$% &'(( �� � )6	� C ��
�

n
+

# .��	� � �	
��� a = (a1, . . . , an) > 0 ∈
�

n
+

4 (	 
����	� ��	 n �)�����	
ai := aie

i (i ∈ I) �� ��	 )��� �	
���# 2�	 ��	 	�

,>#)1 ∆a := CovH
{
a1, . . . ,an

}

� ��	 *+,"-,.- */01($% �� ��� ����4 ��	 */01($% �	)����5 ���� a ,(	
)	 
������ �� ��� 
���	��1# C�5)�	 >#> �	��		�� � /����	� �� �

3
+

#

a1 a2

a2

∆a

C�5)�	 >#>2 2�	 /����	� �� �
3
+

5	�	���	� 6� a = (a1, a2, a3)

3	��4 ��� J ⊆ I (	 (���	 �
n
J := {x ∈

�
n xi = 0 (i /∈ J)}# $

�����5��4 (	

�6���� ��	 *+,"-,.- *'45/01($% �� 6)� *'45/01($%
,>#A1
∆a

J := {x ∈ ∆a xi = 0 (i /∈ J)} = ∆a ∩
�n

J = CovH
{
ai i ∈ J

}
.

2�	�	 � � 	
��� ���	 �� ����	� (	 (��� �� ��
���	 (��� � ������	 �	
���
a ∈

�
n
+

# 2�� � ��	 ��	 ����	� 6� ��	 �	
��� ai ��) ��	 �	
���
0 ∈

�
n
+

4
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,>#�1
Πa := CovH

{
0,a1, . . . ,an

}
.

�� ���	� �� �����5)�� 6��� ���	 �	�6���� (	 
��� Πa ��	 -$�', */01($%
��
���	� �� a4 �����5 ����5	 �� �#3# �	 .)� �	 &���	 =>@ (�� 5	�	����+	�
��	 3����5��	�� ��	��	� ��� �����
	 �� ��� ���	# %����	���� (	 (���	4
��� ��� J ⊆ I

��	 
���	������5 -$�', *'45/01($% ��
Πa �

Πa
J := {x ∈ Πa xi = 0 (i /∈ J)}

= Πa ∩
�n

J = CovH
{
{0}{ai i ∈ J}

}
.

,>#�1

$ 	� A ⊆
�

n
+

� 
���	�  !01.$&$"5/#$ ��4 ��� ��� x ∈ A �� 
������
��� �	
��� y ∈

�
n
+

�������5 y ≤ x ,��	7)�����	 6	�(		� �	
��� �� 6	
���	���	�	� 
��������	(�	1# 2�	  !01.$&$"5/#$ �)�� �� � 	� A ⊆

�
n
+

�
5��	� 6�

CmpH A :=
{
y ∈

�n
+ ∃x ∈ A : y ≤ x

}
.
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Πa = CmpH ∆a , Πa
J = CmpH ∆a

J ,

��� C�5)�	 >#) ����
��	 ��	 �	.)� /����	� Πa 5	�	���	� 6� a# $�� �	
���
6	��( ∆a ��
�)���5 ��	 �	
���

0 ∈
�

3
+

��	 ��
�)�	�#

a1

a2

a3

Πa

0

C�5)�	 >#)2 2�	 �	.)� /����	� Πa � a = (a1, a2, a3)

�� ��	 �	�������5� �� %���	� $�����4∆a � ��	 0,%/0,( �!'+�,.-� 	, $
��

Πa # 9	�	 (	 ��	�	� ��	 &���B
�� ��������4 
�����5 ∆a ��	 
,.$+! 	, $
��

Πa #
$ "!.0,( ����� ��	 
���	� 	� C �� ��	 �����

x̄ ∈ ∂C � � �	
��� ����
5	�	���	 � 	�������5 ���	�����	# $ �	
��� ���� � � ������ �� ��	 ��
	
F �� � 
���	� 	� C �� � ����� ��

F � 
���	� ������ �� F #
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$ �	.)� /����	� Πa ����� �� � ������

n
a :=

(
1

a1
, . . . ,

1

an

)
.

�� ∆a # $�� ���	� ������ �� ∆a ��	 ������	 �)�����	 �� ��� ��	4 �#	#4 ��	
"!.0,(  !"$ �� ∆a �

N
a := {tna t > 0} .

�	 �	�	� �� ��� ��)����� ����5 ���� ��	 ������ ��
∆a � -)��7)	 )� �� �

�)�����	0 �� -		������� )��7)	0 	�
#
2�	 ���6	
���� ��

n
a �� �

n
J+

� �	���	� 6�
n
a
J := n

a

| �n
J+

# 2�	 )6��
	

∆a
J

�� ��	 3��	�� ��
	 ����� �� � ������ 
��	
N

a
J

5	�	���	� 6� ��	 ������

{naJ ′ J ⊆ J ′ ⊆ I} .

%	����� ��	������ �� 
���	� 	� ��	 � ������� �� %���	� .	��	���# C��
�(� )6	� A,B ⊆

�
n
+

��	 ,(�$4.,/ �� �/"�!�5�/ )� �

A+B := {x+ y x ∈ A, y ∈ B}

��� ��� λ ∈
�

+
��	 �)�����	 ��

A � �	*�	� ���

λA := {λx x ∈ A} .

��
A ��� B ��	 
���	� 	�4 ��	� ��	 	� A+B ��� λA ��	 ��� 
���	� ���

�� A ��� B ��	 �������	4 � ��	 A+B ��� λA#
3�( (	 ��	 �� ��	 ������� �� �	*�	 ��	 )66	
� �� ��� ��	���	# $ �$1&!/-
� � � ���	"� "
� �� !�
� � �� ��"# &��	 ��	
�	��4 )��5

K := {1, . . . , K}

��� ��	 ���	5	� K 4 (	 ���	2
��������� ���� �	� {a(k)

}
k∈K

�	���	 � ������ �� ������	 �	
��� ��� �	�

,>#G1
Π =

∑

k∈K

Πa(k)

=:
∑

k∈K

Π(k)

6	 ��	 &��'�('� )�# 2�	� Π � 
���	� � �$1&!/- #
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	 �� � �����	���� 
�� 6	 �	
��6	� 6� 	���	� � ��� �� 	���	���
����� �� 6� ������� ��
	# �	 ��
) �� ��	 ������ "
����� �� � %	�����#
C�� 
����	�	�	4 (	 ������	 ��	 �����(��5
��������� ���� ># $ ��
	 F �� � %	����� Π � 0,%/0,( ��4 ��� ���

��
	 F 0 ��
Π (��� F ⊆ F 0 �� �����( ����

F = F 0 � ��)	#
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)# 2�	 ,!'+�,.-1 �� 
,.$+! 5'.	, $ �� � 
����
� 
���	� 	� ,�	
��8
�
����2 �� � %	����� Π

1 � ��	 	�

,>#D1
∂Π := {x ∈ Π 6 ∃y ∈ Π, 6 ∃i ∈ I : y ≥ x, yi > xi } .

A# 2�	 ����� �� ��	 3��	�� )���
	 ��	 
���	� 
,.$+! $� /$"+ #
�# &������ ��
	 �� ��	 3��	�� )���
	 ��	 
���	� 
,.$+! 	, $5#
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%�	����4 ∆a � ��	 ���� 3��	�� ��
	 ��
Πa � �������� ��� ∆a

J
��� Πa

J
#

2�	 �	
���
0

� ��(�� �� 	���	��� ����� �� � %	����� �� �
n 6)� �� � ���

3��	�� 	�
�	��# $�� ���	� 	���	��� ����� �� � %	����� ��	 3��	�� 	�
�	��
��� �	�	��	� �� � #$.+/ $5#
��������� ���� �	� Π =

∑
k∈K Πa(k) 6	 � %	����� ��� �	� i ∈ I # �	*�	

,>#E1
Π(−i) := Π ∩

�
I\{i} .

2�	� Π(−i) 
�����)�	 � ������� ��
	 ��
Π 6)� ��� � 3��	�� ��
	# Π(−i) �


���	� ��	 iF	, $ ��
Π#
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���		�4 Π(−i) � 
�	���� � ������� ��
	 6)� ��� ��
��	� �� ��	 3��	�� )���
	
� ��� ��� ����� ��

Π(−i) ��	 3��	�� 	�
�	�� ,�	*������ >#)1# $�� �������
��
	 �� � %	����� Π ��	 	���	� 3��	�� ��
	 �� ���	�	
���� ��

Π (��� ��	
�

I\{i}
� �� ,>#E1# ;� ��	 ���	� ����4 Π(−i) ⊆

�
n
I\{i}+

� � %	����� �� ��
�(� ��5��4 5	�	���	� 6� ��	 ������ �� �	
���

{
a
(k)
I\{i}

}
k∈K

.

�	 ��� ������)
	 � �������� ��� ��	 �	�)
���� �� � %	����� �� �	�6	� ��
��	 ������ � �����(#
��������� ���� �	� Π =

∑
k∈K Πa(k) 6	 � %	����� ��� �	� k ∈ K # �	*�	

,>#H1
Π[−k] =

∑

k∈K\{k}

Πa(k)

2�	� Π[−k] � 
���	� ��	 ��0/55/"� %	����� �� Π# 2�� � � %	����� ��
�

n
+

#
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2�	 �����(��5 (	�� '��(� ��	��	� ,		 	#5# ��	
� =)@ �� �	

	��������	��� =�@1 � 6��
 ���� ��� �	���5 3��	�� 	�
�	�
� �� � )� �� �����	���#
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������� ���� ���A ��!
B �� ������� �����	 "��" ��! ��x ∈ A ��!

y ∈ B
�� ������ �
 � ��� ������" �� A ��!

B ��"���� ���� ��� x + y
 " � ������

�
 � ��� ������  �
A + B

 � ��! ���  � ��� ����� ���� �� A  �
x ��! ���

����� ���� �� B  �
y ���� � ��������  ����"��� ��� ���  "�  � ��! ���  �

A ��!
B �!� � �� � �� �� �����  �

x ��!
y ��"���� ����

�� ��� ����� ���!� ����� �	����� �� ��
z �� A + B

 " ��� "
� z = x + y�� �	� �	����� �� ��" x ∈ A ��!
y ∈ B � "
�� ���� ���  ����"��� �� �� ���

����� ����" �� x,y, z ��" � ��������  ����"��� ���

• ˜˜˜ ◦˜˜˜ •

/��������4 (	 ���	 ��� ��
	 �� 	���	��� 	� �� �(� 
���	� ��� 
����
� 	�
��	 �����(��5
������� ���� ��� A ��!

B �� ������� �����	 "��" ��! �� F 1 ∈ A ��!
F 2 ∈ B �� ����" �� A ��!

B ��"���� ���� ��� F 1 + F 2  " � ���� �� A +B � ��! ���  � ��� ����� ���� �� F 1 	 �� ��"���� �� A ��! ��� ����� ����
�� F 2 	 �� ��"���� �� B ���� � ��������  ����"��� ��� ���  "�  � ��! ���
 �
A ��!

B �!� � �� � �� �� �����  �
F 1 ��!

F 2 ��"���� ����
�� ��� ����� ���!� ����� ���� F �� A + B

 " ��� "
� F = F 1 + F 2 �� �	�
����" F 1 �� A ��!

F 2 �� B � "
�� ���� ���  ����"��� �� �� ����� ����" ��
F ,F 1,F 2 ���� � ��������  ����"��� ���
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 �������� ��������

�	 �	
��� ��	 ��	� �� ��	 -
�����
�� �	��		�������0 �� � %	����� ��� �:	�
��	 	�����	#
2�	 -
�����
�� �	��		�������0 ,		 ������� 2 �� =>?@1 � � 
����	�� 6�6	
����
�� ��	 3��	�� )���
	 �� � %	����� Π ���� � )���6�	 �)�����	 ��

∆e # 2�� �
���	 �� � (�� )
� ���� ��	 ��������� ���	�	� ,-3;01 	� �� ��	 3��	�� ��
	
� ��		��	�# 2�	 �	���� ��	 ��)�� �� =>?@#
������� ���� �	 ��		�� � %	����� ,�� ����	� � ������ �� ���	 �� %	�����1

���	� ��	 ��������# �� ���	�� (����� ��	 
���*
����� �:	�	� �� �������
2 �� =>?@#

a2

a2 +Πb + c1

Πb x̄

a2 + b3 +Πc

a1 + b1 + c1

a2 + b2 + c2

a3 + b3 + c3

C�5)�	 )#>2 2�	 ��������
C�5)�	 )#> ��( � %	�����

Π = Πa +Πb +Πc ;

(	 '	�
� a �� 6�)	4 b �� �	�4 ��� c �� 5�		�# 2�	 �	.)� /����	� Πb ,�	�1
� ��
��	� �� ��	 ���5��# �� �������	 ���� ���	�� �� ∂Π �

a2 +Πb + c1 .

2�)4 ��	 3��	�� )���
	 ∂Π � ����
��	� �� C�5)�	 ,)#>1# 2�� %	����� ��
	��
��� ��	 ������	 �	��	� (��
� �

x̄ = a2 + b3 + c1

2�	 %�����
�� <	��		������� �� ��	 �������� � �	��
�	� �� C�5)�	 )#)#
2�� *5)�	 �	�	
� ��	 3; 	� �� ��	 �������� (��
� 
���� �� ���		 �	.)�
�����
	 ��� ���		 ����6�� ��� ��5�	��	�� 6	��5 �	*�	� �� ��	 �)�����	 9∆e

�� ��	 )��� /����	�#



? ������� �� ��������� �������
? �

3e1 3e2

3e3

∆̂b

∆̂a

Λ̂ab
{13}{12}

C�5)�	 )#)2 2�	 ��������2 %�����
�� <	��		�������

9	�	 ��	 �+	 �� ��	 �����) 3��	�� ��
	 � ���	�	����4 �� � 6)� ��	 �	�����	
��
����� ���� ����	�# 2�	 
�����
�� �	��		������� �	�	
� ��	 ��)
�)�	
�� ��	 3; 	�# �� ����( ��� � 
���*
����� � ��	�	 ��	 ���� *���	�� ����
���6�	 �����5	�	�� �� ��	 �	.)� /�����
	 ��� ��	 ����6�#

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦

������� ���� 2�	 -���)
���	 ���	0 � � ,������ ��1 %	�����,1 ��� �	8

��6	� �� ��	 
���*
����� �� =>?@#
2�	 %	����� ��� � � )� �� ���		 �	.)� �����
	4 6)� ��	 3��	�� )���
	
��	 ��� �		�6�	 � (������� ,		 C�5)�	 )#A1# C�5)�	 )#� ��( ��	 
�����
��
�	��		������� �� ���#

x̃1 x̃2

x̃3

f1
f2

f3

h2

h1

h3

x̃ (x̃2 + ã
(3)
2 )e2

Π
(2)

Π
(3)

C�5)�	 )#A2 2�	 3��	�� 	� �� ���

2�	 
	����� �	��	� ,��	 )��7)	 ������	 ��	1 �� ��� � �	���	� x̃# ;6���)��



? ������� �� ��������� �������
?

��

�� (���	
x̃ = ã

(1)2 + ã
(2)3 + ã

(3)1 .

2�	 ���		 �������	 �� ��	 �	.)� �����
	 ������	� ��	 ��� ���	�	� �� �
-
�
��
0 (��# B#5#4 ��	 6�)	 �	.)� /����	� ,�#	# ∆ã(1) 1 � �������	� �� ��	
3��	�� )���
	 �

,)#>1
∆ã(1)

+ ã
(2)3 + ã

(3)1 = ∆ã(1)

{123} +∆ã(2)

{3} +∆ã(3)

{1} .

2�	 5�		� �	.)� /����	� ,�#	# ∆ã(3) 1 � �������	� ��

,)#)1 ã
(1)2 + ã

(2)3 +∆ã(3)

= ∆ã(1)

{2} +∆ã(2)

{3} +∆ã(3)

{123} .

2�� � ��	 3��	�� ��
	 �� ��	 �������	� �	����

,)#A1
Π

(3)
= ã

(1)2 + ã
(2)3 +Πã(3)

.

9�(	�	�4 ��	 �	� �	.)� /����	� ,�#	#4 ∆ã(2) 1 � �������	� �� 6	

,)#�1
∆ã(1)2

+∆ã(2)

+ ã
(3)2 .

$��4 ��	 �(� ����6� �� ��	 ��(	� ����� �� ��	 '	�
� ��	

x̃

∆ã(1)

Λã(1)ã(2)

{12}{13} Λã(2)ã(3)

{13}{12}

C�5)�	 )#�2 $� ���)
���	 2��	 F %�����
�� <	��		�������

,)#�1 Λã(1)ã(2)

{12}{13} = ∆ã(1)

{12}+∆ã(2)

{13}+∆ã(3)

{1}
��� Λã(2)ã(3)

{13}{12} = ∆ã(1)

{2} +∆ã(2)

{13}+∆ã(3)

{12} .

2�	 ����� 
����� �� ,)#>14 ,)#)14,)#�1 � ��	 )��7)	 ������	 �	��	�

∆ã(1)

{2} +∆ã(2)

{3} +∆ã(3)

{1} = ã
(1)2 + ã

(2)3 + ã
(3)1 = x̃ .

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦
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� ��� ������ �������

�	� Γ 6	 � ����� 
����
� 
���	� 
����	�	���	 	� (��� 6�)����� ∂Γ #
�	 (���	 ti := max{t tei ∈ ∂Γ} (i ∈ I) � ��) f i = tie

i � ��	 �������
����� ��
��	� �� Γ �� ��	 iF ���# �	 �	���	 ��		 ����� �� ��	 ��������� ��
	��5�����5 2�	���2
��������� ���� 2�	 �	
��� f i (i ∈ I) ��	 ��	 4(/55 1!/"+5 ��

Γ #

• ˜˜˜˜˜˜ •

��������� ���� �	� x̂ ∈ Γ # 2�	�
,A#>1

Γx̂ := (Γ− x̂) ∩
�3

+

� 
���	� ��	  ,(!++$ �	*�	� 6� x̂# �	*�	 â = (â1, . . . , ân)
)
� ����

âie
i (i ∈ I) ��	 ��	 6�� ����� �� ��	 
�����	 Γx̂

# 2�	� ��	 �	.)� /��8
��	� Πâ � ��	 #,"$ �	*�	� 6� x̂ ,�� 6� Γx̂

1#

• ˜˜˜˜˜˜ •

������� ���� C�5)�	 A#> ��( ��	 
���	� 6��� Γ (��� )���
	 ∂Γ ���

�����	 Γx̂

�� ���		 ���	����# 2�	 '	�
� ��( ��	 �������	� �	����
x̂ + Γx̂

� ���� ��	 )���
	 ∂Γx̂
� ��6	��	� �� ��	 )���
	 ∂Γ # 2�	 ���	

Πâ � ��� ����
��	� ,����	� �	� ���	14 ��� �����	��	� ��� x̂ )
� ���� ��	
�������	� �	���
	
,A#)1 x̂+ âie

i

���	�� � ����� �� ∂Γ #

â2â1

â3

x̂+ â2e
2

x̂
∂Γ

Γx̂

f 1

f 2

f 3

C�5)�	 A#>2 2����	���5 %�����	 Γx̂

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦
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3	��4 �	� x̃ ∈ ∂Γ 6	 � ����� �� ��	 )���
	 ��
Γ # �	*�	

,A#A1
x̃
(−i) := x̃ | �n

I\{i}

.

C�� i ∈ I 
����	� ��	 
�����	

,A#�1
Γ
x̃(−i)

(��� )���
	 ∂Γ
x̃(−i)

# C�� i ∈ I
��	 ���	 5	�	���	� 6� ��� 
�����	 �� �	���
	

,A#�1 x̃− x̃
(−i) = x̃ie

i � (	�� � ãjej (j ∈ I \ {i})

��������� ���� ># �	� x̃ ∈ ∂Γ # �	 �	���	 ∂Γ
x̃(−i)

�� 6	 ��	 iF ,(!++$��
x̃ #

)# 2�	 �	.)� /����	� Π̃(i) = Πã(i) 5��	� 6� ã = ã
(i) ���

,A#G1
ãi = x̃i , ãj (j ∈ I \ {i})

� 
���	� ��	 iF#,"$ 
���	������5 �� x̃ #
A# 2�	 %	�����

,A#D1
Π̃ = Π(x̃) :=

∑

i∈I

Π̃(i)

� 
���	� ��	 15$'-!��/"-0/(( 
���	������5 �� x̃ #

• ˜˜˜˜˜˜ •

������ ���� ������5 ��	 �)�� ��������4 ����)�� ,A#G1 �	�� ��� ��� i ∈ I
2

,A#E1
ã
(i)
i = x̃i (i ∈ I)

(���	 ã(i)j (j ∈ I) � 5��	� 6� ��	 6������� �� ��	 )���
	 ,A#�1 ��� �	�
	 �	8
�	����	� 6� ��	 )���
	 ∂Γ

x̃(i)
,�� ∂Γ �	�	
���	��1# �� �����
)��� (	 �6	��	

����

,A#H1
x̃ = (x̃1, . . . , x̃n) = (ã

(1)
1 , . . . , ã(n)n ) =

∑

i∈I

ã
(i)i .

���� ��)	# 9	�
	4 x̃ � � )� �� 	���	��� �� ��	 �	.)� /�����
	 Πã(i)

(i ∈
I) # %��	7)	����4 x̃ � �� 	���	��� �� ��	 )�4 �#	#4 ��	 �	)�� (�������
Π̃ = Π(x̃) 4  � ��! ���  � ��	�	 � � 
����� ������ �� ��� ��	 )�����
Π̃(i) �� ��	 
���	������5 	���	��� ã(i)i # /		 2�	��	� >#�4 ��� ��� ��	 ��		��
�)���	 		 	#5#4 2�	��	� >#�4 ��	���� � �� =>?@# 2�� (��� 6	 �� 		�����
�	���� (����� ��	 �����(��5 �	�	����	��#

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦
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3�( 
����	� ��	 
�����	 Γ
x̃(−i)

�� 6	 �����	��	� 6�
' ���� ��	 )���
	 ∂Γ
��� x̃

(−i) # 2�	 6�� ����� ��	 ��	� �����	��	� ���� ��	 �����

,A#>?1
x̃ ��� x̃

(−i) + ãje
j =: x̃

(−i+j) (j ∈ I) .

2�	 �����	��	� �	.)� /�����
	 F ��	 iF���	 F ��	

,A#>>1
x̃
(−i) + Π̃(i)

/)�	�*
�����4 �����	����5 ��� Π̃(i) ��� x̃
(−i) ���� ��	 )���
	 ∂Γ )55	� ,��

���		 ���	����1 ��	 ���	 �� � -��������04 
�# B�����	 )#># �	 	�����+	
���� ��� � � ���6�	 ���	 �� ��	 3��	�� )���
	 �� ��	 %	�����

,A#>)1 Π̃ = Π(x̃) =
∑

i∈I

Π̃(i),

6)� ��� ��	 ���� ��	# Π̃ ,�� ���		 ���	����1 
�� ���	 � ��:	�	�� 3��	��
)���
	 ∂Γ̃ � ��)4 C�5)�	 A#) ,		 6	��(1 ��� 6	 ���	����5# 2�� � (�� (	

��� Π̃ � -�	)�� (�������0# 2�	 �����(��5 	�����	 �	� ��	 ��5�� �� ���
��	���	���#

x̃
(−2+3)

x̃
(−2+1)

x̃
(−3+1) x̃

(−3+2)

x̃
(−1+2)

x̃
(−1+3)

x̃

Π̃(2)

∂Γ

x̃
(−2)

ã1 ã2

ã3

f 1

f 2

f 3

C�5)�	 A#)2 %����)
���5 � iF���	

������� ���� �� ���		 ���	���� �	� x̃ ∈ ∂Γ ��� 
����	� ��	 ���		 iF
�����	 5	�	���	� ��5	��	� (��� ��	 ���	 Π̃(i) (i ∈ I) # C���4 (	 ��
) ��
∂Γ

x̃(−2)
4 �	��
�	� �� 6�)	 ,C�5)�	 A#)1# 2�	 ���	 Π̃(2) = Πã(2) � ��	 �	.)�

/����	� ����
��	� 6� ã = (ã1, ã2, ã3)
# 9	�	4 ã2 = x̃2

(���	 ã1
��� ã2

��	
�	�	����	� 6� ��	 
�����	 
����)
���� � 6�)����� ����� ��

∂Γ # x̃
(−2) �

��	 ���5�� ��
Γ
x̃(−2)

#
�� C�5)�	 A#)4 Π̃(2) � �����	��	� �� ��	 ��	 )���
	 ∂Γ ��� x̃

(−2) 4 � ��	 ��	(

x̃
(−2) + Π̃(2) .

3��	 ����
x̃ � � �	��	� ��

x̃
(−2)+Π̃(2) # &��	��	�4 � ��� /����	� � ��
��6	�

���� ∂Γ 4 �� �����( ���� ��	 ������
n
x̃ ��

∂Γ �� x̃ � � ������ �� ��	 �	.)�



? ������� � � ��� �����
 ������ ?
��

/����	� Π̃(2) �� ã
2 # 2�� ���� ��)	 ��� ��	 �������	� �	���� � (	��4 ����

�4 (	 ���	
,A#>A1

n
x̃ � � ������ ��

x̃
(−2) + Π̃(2) �� x̃ .

3�( ��� ���
	�)�	 � 6	��5 �	�����	� ��� ��	 
�����	 ∂Γ
x̃(−1)

��� ∂Γ
x̃(−3)

�
(	�� �	)����5 �� �(� �)���	� �	.)� /�����
	 ����	� �� ∂Γ # 2�	 
����)
����
� �	��
�	� �� C�5)�	 A#A# �� �		�6�	 ��	 -��������0 ��
)	� �� B�����	
)#> �� ������� )# ��	��	� ��	 
����)
���� ,-������5 ��	 ���	01 ��	 ���		�
�	)�� �� �� ���5	 �� ��	 )� Π̃ = Π(x̃) =

∑
i∈{1,2,3} Π̃

(i) �	�	�� �� ��	
�����) )6�����
	 ��'��5 )� ��	 3��	�� )���
	 ∂Π̃ #

x̃
(−2+3)

x̃
(−2+1)

x̃
(−3+1)

x̃
(−3+2)

x̃
(−3)

x̃
(−1+2)

x̃
(−1+3)

x̃
(−1)

x̃

h2

h1

h3

x̃1

x̃2

x̃3

f 1

f 2

f 3

C�5)�	 A#A2 2�	 3	)�� �������� � � ��������
�""
� �� ��� ��� ������ ����

Π̃ � � (������� ,�	�
	 �	��		��	� 6� C�5)�	
A#A14 (	 ��
) ��	 ��)����� ��	(��� ���	 �� �	����#
C�� 	�����	4 ��	 5�		� /����	� x̃

(−1) + Π̃(1) ���*	
,A#>�1

(0, x̃2, x̃3) + Π̃(1) = (0, ã
(2)
2 , ã

(3)
3 ) + Π̃(1) = Π̃(1) + ã

(2)2 + ã
(3)3 .

2�� �	�� ���� �� � � �������	 ��
Π̃(1) ��� �(� 	���	��� ��

Π̃(2) ��� Π(3) #
$����5�)�� (	 ���	 ��� ��	 6�)	 /����	�
,A#>�1 x̃

(−2) + Π̃(2) = ã
(1)1 + Π̃(2) + ã

(3)3 .

��� ��� ��	 �	� ��	
,A#>G1

x̃
(−3) + Π̃(3) = ã

(1)1 + ã
(2)2 + Π̃(3) .

$�� �������	 ,A#>�14 ,A#>�14 ��� ,A#>G1 �

)� � )����� ��
Π̃# ;6���)��

(	 ���	
,A#>D1

x̃ = (x̃1, x̃2, x̃3) = ã
(1)1 + ã

(2)2 + ã
(3)3 .
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���� ��)	# 2�)4 x̃ � � )� �� ���		 	���	��� �� ��	 �	.)� /�����
	
)����5 )� �� Π̃# &��	��	�4 �

�����5 �� (��� (� ��� �� ,A#>A14 (	 �6	��	
����

n
x̃ � � ������ ��

x̃
(−i)+Π̃(i) (i = 1, 2, 3) �� x̃ # 2�� �����	 ���� �
�)����

(a) x̃ � � �	��	� ��
Π̃,

(b) n
x̃ � � ������ �� Π̃ �� ��	 �	��	� x̃ .

,A#>E1

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦

$

�����5��4 (	 ����	 ��	 �	
���	 ��5)�	�� �� 6	 ��)	 �� 5	�	���2 x̃ �
� �	��	� �� ��	 �	)�� (������� Π(x̃) ���

n
x̃ � � 
����� ������ �� ���

%	����� ��� �� Γ �� ��	 
����� �����
x̃# 2�	 �
�)�� ���	 ��

∂Π̃ ,(�������
�� ���1 � ��� ���������#
������� ��� ,�&$ �$"+.,( �$.+$% �&$!.$01�
��� Π̃ = Π(x̃) =

∑
i∈I Π̃

(i) �� ��� �"�
!� 	 �!�  ��������! �� x̃ � ���
x̃

 " � �����	 �� Π(x̃) �!� �� �� ��� �����
n
x̃
� �
"� x̃  " ��� 
� �
� �����	

�� Π(x̃) 	 �� ��" � �� ����! ����"�

• ˜˜˜ ◦˜˜˜ •

������ 2�	 ��� ���	�	�� �����( ���� ���F�	5	�	��
�# �	 
���� �� (����)�
�:	���5 � ����� � �� � ��� �	�	���� �� ��	 ��		�� 
���	��#
C�� i ∈ I �	�
,A#>H1

K̃
i = K

ã(i)i

Π̃(i)

�	���	 ��	 ������ 
��	 �� Π̃(i) �� ã
(i)i # 2�	 ������ 
��	 � ��	 ��	 ��� ���

���������� ��
Π̃(i) # 2�	�	���	

K̃
i � � (	�� ��	 ������ 
��	 ��

,A#)?1 ∑

j∈i∈I\{i}

ã
(j)j + Π̃(i) �� ∑

j∈I

ã
(j)j = x̃ ;

��	 ��� 	7)����� �����(��5 ���� <	���' A#�4 C���)�� ,A#E1#
2�	 �������	 ∑

j∈i∈I\{i} ã
(j)j + Π̃(i) � ��
��6	� ���� Γ ��� �� 	��
��� n����� 
����� (��� ∂Γ � ��		 ��	

∑

j∈i∈I\{i}

ã
(j)j + ã

(i)l(l ∈ i ∈ I \ {i})

���
∑

j∈I

ã
(j)j = x̃

,A#)>1

%��	7)	����4
K̃

i 
������ ��	 ������
n
x̃ �� ∂Γ �� x̃

��� ��� i ∈ I # $ � �	)��
,	#5#4 2�	��	� >#�4 ��	���� � �� =>?@14
,A#))1 x̃ =

∑

j∈I

ã
(j)j
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� �� 	���	��� ��
Π̃# �� ��������4 � 	�	�� )� ��

n �����
	 �� �
n
+

��
	��
��� ��	 �	��	� (��� ������	 
��������	4 x̃ � ��	
�	�� ��� �	��	�#

������
2�	 ������

ñ = n
(x̃) � 
����� �� ��� �	���
	 ã(i)i �� ��	 ���	 Π̃(i) (i ∈ I) #�	 ���	 ��	 �	������ �� ��� ���	� �	.)� ����	� ,� 
�������	 ��� ��	 ���	

�� ���	� �	)�� (�������1 � �����(#
�	� x̃ ∈ ∂Γ ��� �	� Π(0) = Πa(0) 6	 � �	 .)� /����	�# �	�

ñ = n
(x̃) �	���	

��	 ������ �� x̃ ��
Π̃ ��� �	�

K
(0)j 6	 ��	 ������ 
��	 ��

∆(0) �� ��	 �	��	�
a(0)j # �	*�	

,A#)A1
I
(0)
{x̃} :=

{
j ∈ I ñ ∈ K

(0)j
}

.

2��� �4 (	 
���	
� ���	 �	���
	 a(0)j (��
� ����( ���
ñ

� � ������ �� x̃
��

∆̃ #
2�	� (	 ���	
����� ���� �	� x̃ ∈ ∂Γ # �	� Π̃ = Π(x̃) 6	 ��	 �	)�� (������� 5	�	���	�
6� x̃ ��� �	� Π(0) 6	 � �	 .)� /����	�# 2�	�

,A#)�1
I
(0)
{x̃} 6= ∅

���� ��)	#
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������
2�� � �	��*	� 6� � ������� ��5)�	��4 
�# 2�	��	� 4.8 4 ������� ��� ��
=>?@# 2�	 ������ 
��	

K
(0)j (j ∈ I) ��� ��	 �)�� �n

+
#

������
	�	� �� ��		 
����	������ (	 �6	��	 ���� (	 
�� ��	����� �)���	� �	
���
���� ��	 
����� �� � �	)�� (������� ��� ��	 )���
	 ∂Γ #
������� ���� ��� x̃ ∈ ∂Γ

� ��� Π̃ = Π(x̃) =
∑

i∈I Π̃
(i) �� ��� �"�
!�

	 �!�  ��������! �� x̃ � ���� ��� i ∈ I
����� �	 "�" l ∈ I \ {i} "
�� ����

��
x̃
(−i+l)  " � �����	 �� Π̃ �

��
x̃
(−i+l) ∈ ∂Γ(−i) = ∂Γ ∩ {x xi = 0}

�
��

ñ | I\{i}

 " � ����� �� Π̃
 �

x̃
(−i+l) �

2��� �4 ∂Γ ��� Π̃ ���	 �� �	�� ��	 ���������� ����� �� 
����� �� 	�
�
6�)����� ∂Γ(−i) # 2�5	��	� (��� x̃ (	4 ��	�	���	4 *�� ���		� n + 1 
�����



? ������� � � ��� �����
 ������ ?
��

����� ��
∂Γ ��� Π̃

���� ��	 	���	��� ��� 6��� 
���	� 6���	 ������	�# �� ���8
��
)���4 �� Π̃ � � (�������4 ��	� ��� �	���
	 �� ��	 �������	� �	.)� �����
	
Π̃(i) (i ∈ I) ��	 ��
��	� �� ∂Γ #
������ C�� i ∈ I 
����	� ��	 ���6	
���� x̃

(−i) := x̃ | I−{i}

# 2�	�

,A#)�1 x̃
(−i) =

∑

l∈I\{i}

a(l)l .

2�	 �	
���
ñ
(−i) := n

x̃

| I\{i}

� � ������ �� a(l)l �� ∆a(l) ��� ��� l ∈ I \ {i} 4
�	�
	 �� � � ������ �� x̃

(−i) �� ��	 %	�����

,A#)G1 ∑

l∈I\{i}

∆a(l)

| I−{i}

2�	 ������ 
��	
K

(i)l (l ∈ I \ {i}) �� a(i)l ��
∆a(i) ��� ��	 �)�� �n

I\{i}
4 �#	#4

,A#)D1
I
(−i)
x̃

:= {l l ∈ I \ {i}, ñ(−i) ∈ K
(i)l} 6= ∅ .

2�	�	���	4 ��� �	
��� c �� ��	 
���	� �)��

,A#)E1
C

(−i)
x̃

:= CovH{a(i)l (l ∈ I
(−i)
x̃

)}

����� �� � 6���� ������ (��� ��� �	
��� a(l)l (l ∈ I \ {i}) # 9	�
	4 �� ��	( ��
,A#)�1 (	 *�� ����

,A#)H1
x̃
(−i) + c =

∑

l∈I\{i}

a(l)l + c

� 3��	�� 	�
�	�� ��

,A#A?1 ∑

l∈I\{i}

∆a(l)

| I−{i}
+∆a(i)

| {I−{i}}
= Π̃ | {I−{i}}

= Π̃(−i) .

�� �����
)���4 ��	 	���	��� ��
C

(−i)
x̃

��	�� ��	 �	
���

,A#A>1
x̃
(−i+l) = x̃

(−i) + a(i)l (l ∈ I
(−i)
x̃

) .

$�� �� ��		 �	
��� ��	 ��
��	� �� ∂Γ(−i) 6� 
����)
����# %�	����
ñ
(−i) �

������ �� Π̃(−i) ��� �	�
	 �� Π̃ �� ��� �� ��		 �	
���#
������

������ ����� 	�	� �� ��	 �6��	 �	�	����	�� (	 
�� ��( ����� �)� ��	
���6�	 ���	 �� � �	)�� (������� �� 3 ���	����# 9	�	4 Π̃ �		�6�	 �
��:	�	�� ���	 �� � -)� �� ���		0 %	����� �� �

3
+

#
�	 �	�)�� �� B�����	 )#)4 ��	 -���)
���	 2��	0 ��� ,��� �	
��6	� �� =>?@1#
2�� ���	 �� %	����� �� ���		 ���	���� � ��� � 
�������	 ��� Π̃4 
����	��
(��� 2�	��	� A#D#



? ������� � � ��� �����
 ������ ?
�	

x̃1 x̃2

x̃3

h2

h1

h3

x̃
(−2+3)

x̃
(−2+1)

x̃
(−1+2)

x̃
(−1+3)

x̃
(−1)

f1
f2

f3

x̃ x̃
(−1−3+2)

Π
(3)

x̃
(−3+1)

x̃
(−3+2)

C�5)�	 A#�2 2�	 3	)�� �������� � ���

%�����	 C�5)�	 A#� (��
� 
���	� ���� C�5)�	 )#A# 2�	 �	
��� x̃ � ��	 
	�����
�	��	� �� ��� 6)� ��� ��� �	
��� x̃

(−i+l) ��	 �	���
	 ��
Π̃# <	
��� ���� ��	


	����� �	��	� �
x̃ = ∆ã(1)

{2} +∆ã(2)

{3} +∆ã(3)

{1}
�� (	 
����	� ��	 �������	 ��
��	� �� ��	 3��	�� )���
	4 ��	� ��� �	��	�
� 
����� �� ��	 �(� ����6�

Λã(1)ã(2)

{12}{13}
��� Λã(2)ã(3)

{13}{12}

��� ��	 �(� �	.)� /�����
	

∆ã(1)

{123}
��� ∆ã(3)

{123} .

�� � ��� � �	��	� �� ��	 �������	 �� ,��	 �	� �	.)� /����	�1
∆ã(2) #

������ ��	 ����	(��' �� 2�	��	� A#H �� � 		� ����
I
(−3)
x̃

= {1} ��� ��)
x̃
(−3+1) � ��	 
����� �	��	� ��

∂Γ ��� Π̃ ��
��	� �� ∂Γ(−3) #

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦

�� (��� �����( (	 ����� ��	 
����)
���� �� � �	)�� (������� �� � -��
��
(�������04 ���� �4 � �	)�� (������� �	*�	� (#�#�# � 
�����	 Γx̂

��� ��	
x̂ ∈ ∂Γ #
��������� ����� �	� x̂ ∈ Γ, x̃ ∈ ∂Γ 6	 )
� ����

x̂ < x̃# 2�	 (! ,(
�/"-0/(( Π

(x̃)
x̂

� ��	 �	)�� (������� 5	�	���	� 6� x̃− x̂ ��� �	*������ A#�
(��� �	�	
� �� ��	 
�����	 Γx̂

#
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C�5)�	 A#� � �	��
���5 ��	 �����(��5 ���
	�)�	# C��� (	 �����	� ��	 
�����	
Γx̂ = Γ ∩ {x ≥ x̂} ��� x̂ ���� ��	 ���5��# 2�	� (	 
����)
� ��	 �	)��



? ������� � � ��� �����
 ������ ?
��

x̃

x̂

∧

x̃(−i+1)

∧

x̃(−i+3)

x̂+ (x̃− x̂)(−i)

∂Γ

∧

Π̃(i)

C�5)�	 A#�2 2�	 ��
�� �������� Π(x̃)
x̂

(������� (#�#�# x̃− x̂ ∈ ∂Γx̂
# C������4 ��� �	)�� (������� � ���	� 6�
' �

��	 
�����	 ���	�� � � 	5�	�� ��
∂Γ # 2�	 �����	��	� ��
�� (�������

,A#A)1 x̂+Π
(x̃)
x̂

���	�� ��	��	� ���� Γ #
2�	 ��
�� (������� � � )� ��

n �	.)� /�����
	

,A#AA1
Π

(x̃)
x̂

=:
∑

i∈I

Π
∧
ã(i)

;

��� ���� (	 (���	

,A#A�1
Π

∧
ã(i)

=:
∧

Π̃(i)

2�	 �	
��� ∧

ã(i) ��	 �6����	� ��� �	*������ A#� ,��� ����)�� ,A#�11 �
��� "
�
���! "# 2�	� ��	 5��	� 6� ��	 6������� ��

Γx̂
�����5�)�� �� <	���'

A#�# �� �����
)��� �� �����( � �� ,A#E1 ����

,A#A�1 ∧

ã
(i)
i = x̃i − x̂i (i ∈ I)

��� �	�
	4 �����5�)�� �� ,A#H1

,A#AG1
x̃ = x̂+ (

∧

ã
(1)
1 , . . . ,

∧

ã(n)n ) = x̂+
∑

i∈I

∧

ã(i)i .

���� ��)	# 2��� �4 )� �� ������5 (��� x̂ 4 x̃ � � )� �� 	���	��� �� ��	
�	.)� /�����
	 Π

∧
ã(i)

(i ∈ I) #
2�	 �����	��	� �	.)� /�����
	 ��	

,A#AD1
x̂+ (x̃− x̂)(−i) +

∧

Π̃(i) = x̂+
∑

j∈I\−{i}

∧

ã(j)j +
∧

Π̃(i) (i ∈ I)



? ������� � � ��� �����
 ������ ? ��

(��� ��	 �	���
	

,A#AE1
x̃ � (	�� � x̂+ (x̃− x̂)(−i) +

∧

ãje
j :=

∧

x̃(−i+j) (j ∈ I)

�� �����5� �� ,A#>>1# C�5)�	 A#� ��( ��	 ��)����� ��� ���		 ���	���� ���
��	 �	.)� /����	� ∧

Π̃(i) 
���)�	� �� 6�)	# 2�	 *5)�	 �	�	
� ��	 ��)�����
���� ��	 ��
�� (������� � �
�)���� � (������� (��
� � ��� �	
	����� ��	

�	#
$5��� (	 	�����+	 ��	 ���	 �� ��	 ������

n
x̃ ��

∂Γx̂
�� x̃ (��
� � ��	 ��	

� ��	 ������
n
x̃ ��

∂Γ �� x̃ # $ ��	 �	.)� /�����
	 ∧

Π̃(i) ��	 ��
��6	� ����
Γx̂

4 (	 
��
�)�	
��������� ����� ># C�� ��� i ∈ I

��	 ������
n
x̃ � � 
����� ������ ��

∧

Π̃(i) �� ∧

ã(i)i # 2�� ���� ��)	 ��� ��� ��	 �������	2
n
x̃ � � 
�����

������ ��

,A#AH1
x̂+

∑

j∈I\−{i}

∧

ã(j)j +
∧

Π̃(i) �� x̂+
∑

j∈I

∧

ã(j)j = x̃ .

)# %��	7)	����4

,A#�?1
x̂+

∑

j∈I

∧

ã(j)j = x̃ ;

� � 
����� �	��	� �� ��� �������	� ∧

Π̃(i) (i ∈ I) #
A# 2�)4 x̃ � � 
����� �� ∂Γ ��� ��	 �������	� ��
�� (������� x̂+Π

(x̃)
x̂

#
$��4

n
x̃ � � ������ 
����� �� ∂Γ ��� �� Π

(x̃)
x̂

+ x̂ �� x̃ #
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������ C����( ���� 2�	��	� A#D ��� ,A#>E1#
������



? ������� � � ����
����
� ? ��

� ������������ � ������ ���	

�	� Γ 6	 � 
����
� 
���	� 
����	�	���	 	� Γ (��� ����� 6�)����� ∂Γ #
2	������	��4 (	 �)�	 ���� ��	 ������ �� ∂Γ �� 	�	�� x ∈ ∂Γ � ������	#
$��4 (	 �)�	 ����

∂Γ �� �� -���0 ��	�4 �#	#4 ��� ��� x̄ ∈ ∂Γ (��� ������
n
x̄ �� �����( ����

{x nx = nx̄} = {x̄} #
.��	� �� 	��5	��)�� ��		� �)�6	� �� �� ����� ��
��	� �� ∂Γ (	 
����)
�
� %	����� Π? )
� ���� 6��� 6���	 
���
��	 �� ��		 �����#
$ (	 ���	 		�4 � �	)�� (������� 
�� 6	 
����)
�	� �� ��� ��		� �����
x̃ �� ∂Γ )
� ���� ��� ����� � ��	 ��	 ������	 3��	�� 	�
�	�� �	��	� ��
��	 �	)�� (�������# B	������� ��� � ���6�	 ��
	 ��	 �	.)� /�����
	
�	���	� ���� ��	 ����� �� 7)	���� ,��	 ���	1 ���	 ��	 ������ �� ∂Γ �� x̃ �
� 
����� ������# 9	�
	 �� � � ������ �� x̃ 		� � � �	��	� �� ��	 3	)��
(������� � ��	 �	.)� /�����
	 ��	 ��
��6	� ���� Γ #
3��)�����4 ��	 ��	 ���� ��)	 ��� ��� ��
�� (������� Πx̃

x̂
� ���5 � x̂ ≤ x̃���� ��)	#

2�	 ��	� � � �����(# .��	� � 	� �� ����� �� ∂Γ 4 (	 ���	��� �� 
����)
�
� -(�������	�0 %	����� (��
� � � )� �� �	)�� (�������# B�
� �� ��		
���	 � 6���� �	��	� 
���
����5 (��� ��	 �� ��	 ��	
��6	� �����# 2�	 3	)��
������� ��	 �����5	� �� � (�� )
� ���� )����5 )� ��� �� ��	� ��		��	
��� �	
���	 ����	���#
������� ���� $ ����	 5	��	���
�� ��	� �� ��( �� ������
� ��	 ���6�	� �
��		��	� 6� ��	 �����(��5 
�����
�� �	��		������� �� � -(�������	�0 %	�����#

C�5)�	 �#>2 2�	 (�������	� ��������

C�5)�	 �#> )55	� � -(�������	� ��������02 5��	� A ����� �� � )���
	 	�
�
�� ��	� � )�����	� 6� � ��
�� (�������#

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦

�	 ������)
	 � �������� ��� 	�)�	�����5 � 	� �� �	
��� ���� ��	 ��
��	� ��
∂Γ # C�� Q ∈ 
 (	 (���	 Q := {1, . . . , Q} � � ��	� �� �	
��� ��
��	� ��



? ������� � � ����
����
� ? ��

∂Γ � ��	� 	�)�	���	� 6� Q� (	 (���	

,�#>1
X̃ =

{
{q}

x̃ ∈
�n

+ (q ∈ Q)

}
⊆ ∂Γ .

�	 ��� 
����	� � 
���	������5 ��	�

,�#)1 X̂ =

{
{q}

x̂ ∈
�n

+

{q}

x̂ ≤
{q}

x̃ (q ∈ Q)

}
⊆ Γ

�� �	
��� �������	� 6� ��	 �	
��� ��
X̃ # X̂ � ��6������ )��	� ��� 
��������

6)� (��� 6	 �	
�*	� ���	�# 	��� 	� ��	 ��� �	5���	� � 	�	�	�� �� �
3×Q �

(	 (���	
,�#A1

X := {X̂ X̂ ���*	 ,�#)1} ⊆
�3×Q .

9	�	 � �)� ���� 2�	��	�#
������� ��� ,�,/" �&$!.$0 !	 �11.!%/0,+/!"1� ��� Γ ⊆

�
n
+ �� �

������� ���������" �� �����	 ��!� 	 �� "����� "
����� ∂Γ ��! �� Q ∈ 

�

��� X̃ �� � "�� �� ��" � �� ������" �� ∂Γ
� ��� ����� �	 "�" � ����� !

Π?

"
�� ����

��
Π?

 " � "
� �� nQ !�
� � �� ��"�
��

Π?
 " � "
� �� Q � �!� "�

�� ��� q ∈ Q 	� ���� {q}

x̃ ∈ ∂Π? �  ���� ��� ���"�� �� ��" ��� ������ �
 � ���
 �

Π?
�
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������
1
st
STEP :

�	� X̂ ∈ X
# C�� 	�
� q ∈ Q 
����	� ��	 
�����	 Γ{q}

x̂

5	�	���	� �

�����5 ��

�	*������ A#)# %����)
� ��	 ��	 ��
�� (������� {q}

Π := Π
{q}

x̃
{q}

x̂


���	������5

�� {q}

x̃ ��� {q}

x̂ �

�����5 �� �	*������ A#>># 2�� %	����� � � )� ��
n �	.)�

/�����
	 ,���	14 ��

,�#�1 {q}

Π := Π
{q}

x̃
{q}

x̂

=
∑

i∈I

{q}

Π (i) .

2�	 ���	

,�#�1 {q}

Π (i) = Π
{q}
a (i)

(i ∈ I)



? ������� � � ����
����
� ? ��

��	 5��	� 6� �	
���

,�#G1 {
{q}
a (i)

}

i∈I

���� �	)�� ���� ��	 ���
	�)�	 �	
��6	� �� A#>> )��5 ��	 6�� ����� �� ��	
��
�� (�������# $�� �� ��� � ���	 7)��	 �����5�)�� �� ������� A# C�5)�	
�#) ��(4 ��� ��	 q ∈ Q4 � ��
�� (������� �� ���		 ���	����4 ����	� ��
��	 )���
	 ��

Γ ��� {q}

x̂ # 2�	 6�)	 ���	 ����
��	� � ���(� ��� i = 2 #

2
nd
STEP :

3�( (	 ��
) �� %�������� A#>)# $

�����5�� (	 '��( ��� ��	 �������	 ���
{q}

x̂
����4 ��� q ∈ Q ��� i ∈ I 4

n

{q}

x̃ � � 
����� ������ ��
{q}

x̂ +
∑

j∈I\{i}

{q}
a (j)j +

{q}

Π (i) �� ∑

j∈I

{q}
a (j)j +

{q}

x̂ =
{q}

x̃ .

,�#D1

2�)4 ��� q ∈ Q 4

,�#E1 {q}

x̃ =
∑

j∈I

{q}
a (j)j +

{q}

x̂

� � 
����� �	��	� �� ��� �������	 �� {q}

Π (i) (i ∈ I) # $��4
n

{q}

x̃ � � 
�����
������ �� ��	 �������	� %	����� Π

{q}

x̃
{q}

x̂

+
{q}

x̂ �� {q}

x̃ (��
� � � 
����� �����
�� ��� �������	� %	����� ��� ∂Γ # C�5)�	 �#) �	�	�� C�5)�	 A#� ��6)�	� ��

{q}

x̃
{q}

x̂

{q}

x̂ (−i+1)

{q}

x̂ (−i+3)

{q}

x̂ +
∑

j∈I\{i}

{q}
a (j)j

∂Γ

{q}

Π (i)

C�5)�	 �#)2 2�	 ��
�� �������� {q}

Π

��	 
)��	�� ��)�����#
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3
rd
STEP : 2�	 
���
	 ��

X̂ =

{
{q}

x̂ q ∈ Q

}

� ��� �� 6		� ��		 )��	� ��	 
�������� ���	� �� ,�#)14 �#	#4 )��	� ��	 
��8
������

0 ≤
{q}

x̂ ≤
{q}

x̃ (q ∈ Q) # �� {q}

x̂ ����	4 ��	� ��	 �	
��� {q}
a (i) (i ∈ I) ��	

�)�
���� �� {q}

x̂

,�#H1 {q}

x̂ 7→

{
{q}
a (i)

}

i∈I

%���	������5�� (	 ���5��	 ���� {q}

x̂ � ����	� ���� ��	 n �	.)� /�����
	
{q}

Π (i) = Π
{q}
a (i)

(i ∈ I) �����5 )� �� ��	 �	)�� (������� {q}

Π = Π
{q}

x̃
{q}

x̂

-��0

{q}

x̃ 4

,�#>?1 {q}

x̂ 7→
{q}

Π = Π
{q}

x̃
{q}

x̂

.

&��	 �� �	 �6���)��4 ��		 �)�
���� ��	 
�����)�) ��� ��� ����2 �� (	
�	
�	�	 ��	 
��������	 �� {q}

x̂ 4 ��	 ���)	 �� ��	 ���� {
{q}
a (i)}i∈I

�� ,�#G1 (���
��
�	�	#

$ 
��	� ���	
���� ��(2 ��� ���� {q}

x̂
��	 
�����	 Γ{q}

x̃

������
�	 Γ 4 �	�
	

��	 ��
�� (������� {q}

Π = Π
{q}

x̃
{q}

x̂

������
�	 ��	 ,-5��6��01 �	)�� (�������


����)
�	� ��� �	*������ A#>># C�� {q}

x̂ ������
���5 {q}

x̃ (	 �6	��	 ���� ��	

�����	 Γ{q}

x̃

6	
��	 ��6�������� ���� � {q}

x̃ ∈ ∂Γ #

4
th
STEP :

3�( (	 ����� �	��� A#E �� ��	 ��		�� ��)�����# $

�����5��4
�	� {q}

ñ
�	���	 ��	 ������ ��

∂Γ �� {q}

x̃ ��� �	� {p}

K
(l)j 6	 ��	 ������ 
��	 �� ��	

���	 {p}

∆ (l) �� {p}
a (l)j # C����(��5 C���)�� ,A#)A14 �	*�	 ��� p, q ∈ Q ��� l ∈ I

,�#>>1 {p}

I
(l)
{q} :=

{
j ∈ I

{q}

ñ ∈
{p}

K
(l)j

}
.

2��� �4 ��� ��	 l ∈ I 4 (	 
���	
� ���	 �	���
	 {p}
a (l)j (j ∈ I) (��
� ����(

��� {q}

ñ
� � ������ ��

Π
{q}

x̃
{q}

x̂

�� {q}

x̃ ��� �	�
	 
�� 6	 ���	� (����)� ���)�6��5
��	 3��	�� ����	���# �	 '��( 6� �	��� A#E ����
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C�� p, q ∈ Q ��� l ∈ I

,�#>)1 {p}

I
(l)
{q} 6= ∅

���� ��)	#

5
th
STEP :

3�( (	 �	
��� X̂ �� � )���6�	 (�� �� ����	 �)� ��	��	�# 2� ��� 	�� �	*�	

,�#>A1
Π? :=

∑

p∈Q

Π
{p}

x̃
{p}

x̂

.

<	(�����5 ,�#E1 (	 �6���� ��� q ∈ Q

(
{p}
a

(1)
1 , . . . ,

{p}
a (n)

n ) =
∑

j∈I

{p}
a (j)j =

{q}

x̃ −
{q}

x̂ .

���� �4
{q}

x̃ =
{q}

x̂ +
∑

j∈I

{q}
a (j)j .

,�#>�1

3�(4 �� (	 
�� �	��		�� {q}

x̂ � � 3��	�� 	�
�	�� �	
��� ��

,�#>�1 ∑

p∈Q\{q}

Π
{q}

x̃
{q}

x̂

,

��	� ,�#>�1 ��� ,�#>�1 ����� ���� {q}

x̃ ∈ Π? # &��	��	�4 {q}x̃ ∈ ∂Π? �� ��� ���� ��
��	 �	��		������� �� {q}

x̂ 6� 3��	�� 	�
�	�� �	
��� �� ,�#>�1 
�� 6	 �����5	�
� � �� ����( ��� 
����� ������ �� ��� �	
��� ������	�#
2� ��� 	��4 ��� p, q ∈ Q, p 6= q ��� l ∈ I 
����	� ��	 
���	� �)��

,�#>G1 {p}

C
(l)
{q} := CovH

{
{p}
a (l)j j ∈

{p}

I
(l)
{q}

}
6= ∅

��� ��	 �	)����5 )�

,�#>D1 {q}

C :=
∑

p∈Q\{q}

∑

l∈I

{p}

C
(l)
{q} 6= ∅ (p ∈ Q \ {q}) .

3	��4 
����	� ��	 
���	����	�
	 ,	� ���)	� ������51

X 7−→ X

{q}

x̂ 7−→ CovH

{
{q}

C ∪ {
{q}

x̃ }

}
∩

{
x ≤

{q}

x̃

}
(q ∈ Q)

,�#>E1
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2�	 ���)	 �� ��� 
���	����	�
	 ��	 
����
� ��� 
���	�� �� � ��� ���� ��
		 ���� �� � )��	� �	�� 
�����)�)# $

�����5 �� ��')����� *�	� �����
��	��	�4 ��� 
���	����	�
	 �� � *�	� ����� �������5 {q}

x̂ ≤
{q}

x̃ (q ∈ Q) #,/��	(��� ������� (	 �� ��� )	 � �	
��� �������� ��� ��	 *�	� �����1#

$ *�	� ����� 
����� �	)�� �� {q}

x̂ = 0
��� ��	 q ∈ Q �� ��	( �� �)� �	���'

�� ��������
��� �� ��	 3rdSTEP # 	� ��	 ��	 �	�����5 �� 
����� �	)�� ��
{q}

x̂ =
{q}

x̃
��� ��	 q ∈ Q # 2�	�	���	 (	 '��( ���� �� ���*	

,�#>H1 {q}

x̂ ∈
{q}

C ,
{q}

x̂ =
∑

p∈Q\{q}

∑

l∈I

{p}

C
(l)
{q} (q ∈ Q)

$

�����5��4 (	 
�� ��� ��� q ∈ Q 
���	 �	
���

,�#)?1 {p}
c

(l)
{q} ∈

{p}

C
(l)
{q} (p ∈ Q, l ∈ I)

)
� ����

,�#)>1 {q}

x̂ =
∑

p∈Q\{q}

∑

l∈I

{p}
c

(l)
{q}

���� ��)	# �� ,�#)>14 	�
� {p}
c

(l)
{q}

� � 
���	� 
��6������� �� �	���
	

{p}
a (l)j

(
j ∈

{p}

I
(l)
{q}

)
�#	# {p}

a (l)j ∈
{p}

∆
(l)
{p}

I
(l)
{q}

.

�� ��	( �� ��	 4thSTEP ��� ��	 �	*���5 	7)����� ,�#>>14 (	 
��
�)�	 ����
{p}
c

(l)
{q}

� � �	
��� �� ��	 ���	 {p}

∆ (l) ���� ����� �� {q}

ñ
� � ������ �� ���

���	 ,��� �� �������	1# 2�	�	���	4 ,�#)>1 �	�������	 ���� {q}

x̂ � � )� ��
�	
��� �� ��� ���	 �� �	)�� (������� ���	� ���� q (��
� 
�� 6	 ���	� ��
��	 ��
�� (������� {q}

Π (����)� ���)�6��5 ��	 3��	�� ����	��� �� ��	 �	��	�
{q}

x̃ #
&��	 ��	
�	��4 
��6����5 ,�#>�1 ��� ,�#)>1 (	 �6����

,�#))1 {q}

x̃ =
∑

p∈Q\{q}

∑

l∈I

{p}
c

(l)
{q} +

∑

j∈I

{q}
a (j)j ∈ Π?

�	 '��( ���� {q}

x̃ � 3��	�� 	�
�	�� �� Π? � ��	 
����� ������ 
��������
� ���*	�# 2�� ����	 �)� 2�	��	�#

������
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������ ���� C�� ��	 5	�	������ �� � �	)�� (������� � �����
x̃ ∈ ∂Γ �

��� �	
	����� ������	# �	 *�� -�	5	�	���	 �	)�� (�������0 �� x̃ ��
+	�� 
��������	# �� �����
)���4 �� x̃ = f (i) � � 6�� �����4 ��	� ��	 �	)��
(������� Π(x̃) 
���� �� 6)� ��	 ���	� (	 ���	 Π(x̃) = Π# 2�	�	���	 ��	
��������� �)������ ��� �	
���{q}x̃ ∈ X̃ 
�� 6	 �����	� �� 2�	��	� �#)#
2�	 ��	 � ��)	 ��� X̂ #
)# $��4 (	 �� ��� ���	 �� �)�	 � ������	 ������ �� ��� ����� ��

∂Γ 4
�	���	� �� (	 ���	 �� �)�	 ����

∂Γ �� �� ��� ��	�#

◦ ˜˜˜˜˜˜ ◦

%��6����5 (	 �6����
��������� ���� 2�	 	� �� %	����� � �	�	 (����� ��	 	� �� 
����
�

����	�	���	 
���	� 6���	 �� �

n
+

(��� �	�	
� �� ��	 9�)���: �	���
#

• ˜˜˜ ◦˜˜˜ •

	�	� �� ��		 �	)�� (	 
�� ��( ���
		� (��� ��	 	��6����	�� �� ���)	
�� 6��5�����5 ��)���� ��� 5	�	��� 32� 5��	 � ��		��	� 	#5# �� =H@# �	
��� 	����� �� ������������5 ���
	�)�	 ������ �� ��	 ��	 ��� ��	 &�
��	�F
3	��	 ��)���� 	������	� �� =G@#
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